
IL CAOS 

Le leggi del disordine 


A cura di 

GIULIO CASATI 

















Il caos 



IL CAOS 

Le leggi del disordine 


A cura di 
GIULIO CASATI 


\ 


LE SCIENZE S.p.A. EDITORE 



Redazione 
Elena Beraacchi 


Il curatore 

Giulio Casati è professore ordinario di fisica teorica alla Facoltà di scienze 

deirUniversità degli Studi di Milano e coordinatore del Centro di cultura scientifica 

«A. Volta» di Como. Autore di oltre 90 pubblicazioni in riviste specializzate intemazionali, 

è membro del Consiglio esecutivo della European Science Foundation 

e di numerose altre istituzioni scientifiche. E tra l’altro responsabile 

del programma di cooperazione fra l’Istituto di fisica nucleare di Novosibirsk 

e il Dipartimento di fisica dell’Università degli Studi di Milano. 



In copertina 

La fotografia di Paul D. Swanson e Julio M. Ottino mostra la complessa struttura 

prodotta in un fluido viscoso da una goccia di tracciante fluorescente 

posta in una regione di mescolamento caotico (si veda l’articolo 

Il mescolamento dei fluidi a pagina 152). Il flusso di mescolamento è stato generato 

dal moto periodico in versi opposti di due cilindri rotanti eccentrici. Sebbene sia caotico, 

questo flusso possiede alcune simmetrie. Qui un’«isola» di fluido non mescolato si separa 

in due isole più piccole nel passare per l’asse di simmetria. 


Per le traduzioni 

Giuseppe O. Longo: Come nasce la turbolenza, I vetri di spin e lo studio dei mezzi disordinati', 
Simona Panattoni: Determinismo e predicibilità. Determinismo e caos. 

ÌS^^^S8^7p04-057-7 

gennaio 1991. 

'Go^y[ighr©l976^ 1980,1982,1983,1987,1988, 1989,1990 by Le Scienze S.p.A., Milano; 
1981,1982,1984,1987 by Pour La Science, Parigi; 

1987 by Scientific American Ine., New York. 








Sommario 


Introduzione 
di Giulio Casati 

LE LEGGI DEL CAOS 

Determinismo e predicibilità 
di David Ruelle 

Il caos 

di James P. Crutchfield, J. Doyne Farmer, 

Norman H. Packard e Robert S. Shaw 

Determinismo e caos 
di Vincent Croquette 

Il moto browniano da Einstein a oggi 
di Bernard H. Lavenda 

La freccia del tempo 
di David Layzer 

Attrattori strani: enti fra ordine e caos 
di Douglas R. Hofstadter 

Alla scoperta delle strane attrattive del caos 
di A. K. Dewdney 

I FRATTALI, LA VITA 

E IL MONDO DELLA NATURA 

II linguaggio dei frattali 

di Hartmut Jurgens, Heinz-Otto Peitgen 
e Dietmar Saupe 

L’accrescimento dei frattali 
di Léonard M. Sander 

Caos e frattali in fisiologia umana 

di Ary L. Goldberger, David R. Rigney e Bruce J. West 

/ frattali e le linee suturali delle ammoniti 
di Giuseppe Damiani 


Monti frattali, piante graftali e grafica al calcolatore 
di A. K. Dewdney 

Bellezza e profondità: insiemi di Mandelbrot e di Julia 
di A. K. Dewdney 

GLI ATTRATTORI STRANI E LA TURBOLENZA 
La convezione 

di Manuel G. Velarde e Christiane Normand 

Come nasce la turbolenza 
di Christian Vidal e Jean-Claude Roux 

Il mescolamento dei fluidi 
di Tulio M. Ottino 

IL CAOS NEL MONDO MICROSCOPICO 

I vetri di spin e lo studio dei mezzi disordinati 
di J. Hammann e M. Ocio 

«Vetri di spin» 
di Daniel L. Stein 

Reazioni chimiche oscillanti 

di Irvin R. Epstein, Kenneth Kustin, Patrick De Kepper 
e Miklós Orbàn 

Caos quantistico? 

IL CAOS E I LIMITI TEORICI DEL CALCOLO 

La casualità in aritmetica 
di Gregory J. Chaitin 

Diavoletti, macchine e il secondo principio 
di Charles H. Bennett 

Note biografiche e bibliografiche 




Introduzione 

di Giulio Casati 


Ante mare et terras et, quod tegit omnia, coelum, 

Unus erat toto naturae vultus in orbe, 

Quem dixere Chaos, rudis indigestaque moles 
Nec quicquam nisi pondus iners congestaque eodem 
Non bene iunctarum discordia semina rerum 

Prima del mare e della terra e del cielo che tutto ricopre, 
unico e indistinto era Vaspetto della natura in tutto l'universo, 
e lo dissero Caos, mole informe e confusa, 
nienf altro che peso inerte, 

ammasso di germi discordi di cose mal combinate 

Ovidio, Metamorfosi, I 
(Einaudi, Torino, 1979) 

U n volume dedicato al caos in una collana di pubblicazioni scientifiche susci¬ 
terà in molti lettori sorpresa e meraviglia, ma anche curiosità. In effetti, il 
caos viene associato ad avvenimenti disordinati, incontrollati, che proce¬ 
dono in maniera confusa senza alcuna regola o logica apparenti: crolli in borsa, 
rivoluzioni, epidemie; l’opposto di quello che comunemente viene inteso come scien¬ 
za, dalla quale ci si aspetta la capacità di mettere ordine e di predire, in maniera più 
o meno accurata, l’evolversi dei fenomeni naturali, ma anche di quelli economici, 
sociali e così via. 

Questo atteggiamento ha radici profonde che risalgono agli albori del pensiero 
scientifico; l’osservazione del moto ricorrente dei corpi celesti, del cielo stellato e il 
regolare avvicendarsi delle stagioni hanno spinto l’uomo a cercare le leggi che sta¬ 
vano alla radice di questi fenomeni e a predire fatti, prima considerati misteriosi o 
terrificanti, come l’apparire delle comete e le eclissi di Sole. Dopo duemila anni di 
tentativi e di sforzi, l’uomo è arrivato alla scoperta di tali leggi. La grande sintesi 
operata da Newton implica che la dinamica che regge il moto dei corpi celesti così 
come quello degli altri corpi che ci circondano è esattamente deterministica: questo 
significa che passato e futuro sono determinati in maniera univoca dallo stato pre¬ 
sente. A poco a poco si è fatta strada la convinzione illuministica che l’uomo potesse 
essere in grado, almeno in linea di principio, di prevedere e magari controllare lo 
sviluppo degli eventi futuri. «Datemi lo stato dell’Universo e io vi predirò il futuro» 
diceva Laplace. Questa fiducia illuministica nella capacità dell’uomo, fondata sul 
determinismo, di predire sempre meglio l’evoluzione degli eventi, si è rafforzata nei 
secoli successivi, che sono stati testimoni di entusiasmanti conquiste scientifiche: il 
trionfo della meccanica, la scoperta dell’elettromagnetismo, l’avvento della relatività 
e della meccanica quantistica. 

Tuttavia, le scoperte di questi ultimi vent’anni, rese possibili anche dai moderni 
Calcolatori elettronici, hanno messo in crisi questa visione ottimistica e hanno minato 
alle fondamenta una certezza che durava da più di tre secoli. La scoperta principale 
è che regole o leggi perfettamente deterministiche possono produrre un moto com¬ 
pletamente caotico e assolutamente imprevedibile. Questo fenomeno viene indicato 
come caos deterministico (si noti l’apparente contraddizione dei termini) e rappre- 
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senta la terza grande rivoluzione scientifica di questo secolo, dopo la relatività e la 
meccanica quantistica. 

Ma che cosa è esattamente il caos, come può coesistere con l’ordine imposto dalle 
leggi, che senso ha, e quale possibilità esiste di studiare eventi che sono compieta- 
mente casuah, quale può essere l’importanza o l’interesse di tali studi? Questi sono 
alcuni degli interrogativi ai quali questo volume si propone di dare una risposta. In 
un certo senso, siamo ritornati in una condizione simile a quella dell uomo primitivo 
che percepiva il mondo circostante come caotico, con una differenza: noi oggi pos¬ 
siamo scoprire le leggi del caos. Con un paragone un po’ ardito, possiamo affermare 
che la Natura gioca a dadi, ma questi dadi sono «truccati» e a noi spetta il difficile 
compito di scoprirne le proprietà. 

L a considerazione fondamentale è che la possibilità di predire il futuro si fonda sul 
' concetto di determinismo: il futuro è determinato in maniera univoca dallo stato 
presente; per esempio, le leggi della dinamica classica come 1 equazione di Newton 
F = ma, sono delle «regole» che determinano univocamente il futuro una volta « 
assegnato lo stato iniziale. Dal punto di vista matematico queste regole sono rappre¬ 
sentate da equazioni differenziali, la cui soluzione, una volta assegnate le condizioni 
iniziali, determina univocamente il futuro. Queste «regole» ci permettono di calco¬ 
lare la traiettoria di un missile se conosciamo con precisione velocità e posizione di 
partenza, il giorno e l’ora della prossima eclissi di Sole e così via. Analogamente la 
conoscenza delle condizioni atmosferiche di oggi permette, in linea di principio, di 
determinare le condizioni del tempo tra un anno su una certa regione. 

È importante sottolineare che questi concetti non riguardano solo i sistemi fisici; 
al contrario, si applicano a tutti i fenomeni biologici, chimici, ingegneristici, econo¬ 
mici, sociali, la cui evoluzione è descritta da leggi non lineari. La non linearità è una 
caratteristica tipica dei sistemi complessi ed è alla radice del comportamento caotico 
dei sistemi deterministici. In effetti, se riflettiamo attentamente, comprendiamo che 
affermare che il futuro di un sistema è determinato in modo univoco dal suo stato 
presente non significa che siamo effettivamente in grado di determinarlo. Infatti, le 
equazioni della dinamica possono non essere «risolubili». Questo traduce in linguag¬ 
gio matematico il fatto ben noto che il futuro della maggior parte dei sistemi è difficile 
da predire. Forse la persona «non addetta ai lavori», che osserva con meraviglia i 
progressi della tecnica moderna, può stupirsi che non si sia capaci di risolvere nem¬ 
meno il problema del moto di tre corpi in reciproca interazione. Può apparire quasi 
scandaloso che, a distanza di tre secoli dalla formulazione delle equazioni di Newton, 
non sappiamo ancora se il nostro sistema solare è stabile e se la Terra continuerà a 
girare attorno al Sole oppure se andrà a cadervi sopra o, viceversa, abbandonerà la 
propria orbita per perdersi negli spazi infiniti. Siamo - è vero - in grado di prevedere 
in modo approssimato l’orbita di un satellite e di seguirne la posizione istante per 
istante grazie ai moderni calcolatori elettronici, ma non siamo in grado di ottenere 
la soluzione esatta della sua equazione del moto e quindi di fare previsioni per tempi 
arbitrariamente lunghi. 

In effetti, una delle maggiori conquiste della dinamica moderna è l’aver compreso 
che sistemi anche apparentemente molto semplici possono portare a soluzioni tal¬ 
mente complicate da apparire del tutto casuali e pertanto estremamente difficili da 
prevedere. Vengono quindi a cadere quelle barriere psicologiche dovute a secoli di 
tradizione che hanno considerato determinismo e caos come concetti contrapposti. 
Il primo a rilevare questo fatto fu il grande matematico e filosofo Henri Poincaré 
nei suoi studi di meccanica celeste. Tuttavia solo l’avvento dei moderni calcolatori 
ha consentito di coglierne la rilevanza e le implicazioni. 

Come spesso è accaduto nella storia del pensiero scientifico, una scoperta effet¬ 
tuata in un campo molto astratto e apparentemente lontano dalla realtà ha avuto 
poi sviluppi e applicazioni pratiche assolutamente impensabili. Ciò vale in modo 
particolare per lo studio del caos e, più in generale, dei sistemi complessi. Questi 
studi sono di una natura essenzialmente interdisciplinare e ciò spiega 1 estrema ve¬ 
locità con la quale essi hanno interessato tutto lo scibile. Un numero sempre più alto 
di ricercatori è interessato a essi: i matematici che studiano i sistemi di equazioni 
differenziali non lineari, gli astronomi che studiano la meccanica celeste, i chimici 
che analizzano le reazioni unimolecolari, i biologi interessati ai modelli non lineari 
di reazioni biochimiche o ai modelli di dinamica di popolazione, i fisici impegnati 
nella meccanica statistica, nella ricerca con gli acceleratori di particelle, nell intera- 
rione plasma-laser per la fusione termonucleare e nella teoria delle particelle ele¬ 
mentari; e ancora gli ingegneri aeronautici, elettrotecnici e meccanici interessati ai 
problemi di oscillazione, vibrazione o turbolenza in sistemi diversi, che vanno dalla 
progettazione di aerei ad alta prestazione ai sistemi di estrazione del petrolio, gli 
economisti, i medici, i neurolo^ e così via. Per esempio la ricerca medica ha portato 
a scoprire che molti parametri fisiologici variano in modo caotico nell individuo sano 
mentre una variazione regolare può essere segno di patologia. È il caso del battito 
del cuore, che in un individuo sano è solo apparentemente regolare, ma si rivela in 
realtà molto irregolare a un esame più accurato; al contrario, la mancanza di una 
componente caotica è tipica di condizioni patologiche. Esempi analoghi includono 
alcuni tipi di leucemia e disordini maniaco-depressivi. Di recente la teoria del caos 
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è stata applicata a modelli economici realistici e, motivati da questi studi, gli econo¬ 
misti hanno sviluppato nuovi e potenti test per analizzare serie temporali di dati. 

T e considerazioni sopra svolte riguardano l’insorgere del comportamento caotico 
^ nel mondo degli oggetti cosiddetti «classici», ovvero degli oggetti e dei fenomeni 
macroscopici. Secondo la visione attuale però le leggi «vere» della fisica sono quelle 
della meccanica quantistica, mentre la meccanica classica fornisce solo una descri¬ 
zione approssimata, valida per gli oggetti macroscopici. Occorre pertanto compren¬ 
dere fino a che punto i risultati ottenuti per le leggi classiche si estendono fino a 
livello microscopico, nel dominio della fisica atomica e molecolare. In un certo senso, 
poiché le vere leggi sono quelle della meccanica quantistica, noi dobbiamo ripercor¬ 
rere da capo il cammino compiuto relativamente alla meccanica classica. Per esem¬ 
pio, anche nella meccanica quantistica si manifesta il caos deterministico? 

È probabilmente superfluo sottolineare l’importanza di questo problema: il grande 
balzo in avanti che la meccanica quantistica ha fatto compiere alla scienza e alla 
tecnologia è sotto i nostri occhi. È pertanto essenziale, oltre che affascinante, cercare 
di predire il futuro degli eventi del mondo microscopico. 

A questo proposito è interessante osservare che la meccanica quantistica è una 
teoria intrinsecamente probabilistica. Una volta assegnato lo stato di un sistema al 
tempo t mediante una «funzione di stato» noi siamo in grado di fare affermazioni 

solamente sulla probabilità che eseguendo una misura su una data grandezza si 
ottenga un determinato valore. Tuttavia è diverso il discorso relativo alla previsione 
della evoluzione futura. Infatti anche in meccanica quantistica lo stato del siste¬ 
ma al tempo t è determinato univocamente dallo stato iniziale it^CO). Problema: siamo 
in grado, date le leggi del moto e dato \1)(0) di predire ipCO*? 

Il fatto straordinario e inaspettato è che, a differenza della meccanica classica, la 
risposta a questa domanda è positiva: per i sistemi quantistici è possibile, almeno in 
linea di principio, risolvere le equazioni del moto e predire lo stato futuro 
Pertanto il quadro che si va delineando è diametralmente opposto a quello che si 
aveva in precedenza: la meccanica classica è sempre stata considerata come una 
teoria deterministica; ora abbiamo visto che, a causa dell’insorgere del moto caotico, 
essa porta a un comportamento statistico. D’altro lato la meccanica quantistica è 
intrinsecamente probabilistica; tuttavia, grazie al suo carattere di stabilità, risulta 
essere più predicibile della meccanica classica. Questo affascinante tema costituisce 
oggi uno degli argomenti di ricerca in più rapido sviluppo. 

La domanda che il lettore certamente si pone è quali implicazioni concrete può 
avere lo studio del caos. In altri termini, a quale utilità può portare il sapere che il 
comportamento della gran parte dei sistemi deterministici è in realtà così complicato 
da apparire completamente caotico, e che quindi essi si sottraggono alla nostra 
capacità di previsione? 

Anzitutto abbiamo imparato una lezione molto importante: leggi semplici non 
portano necessariamente a comportamenti semplici. Sarebbe alquanto vantaggioso se 
questo concetto fosse tenuto presente non solo nelle discipline scientifiche, ma anche 
nella vita politica ed economica. 

Un’altra lezione importante è che variazioni piccole nei parametri di un qualunque 
sistema non portano, necessariamente, a variazioni piccole nel «risultato», cioè nella 
evoluzione futura: per esempio, un aumento del 5 per cento neU’inquinamento non 
sempre porta a un peggioramento solo del 5 per cento nel danno ecologico. 

Una delle caratteristiche dello studio dei fenomeni caotici è la enorme potenzialità 
di unificazione culturale in cui tutta la «filosofia naturale» e le discipline economiche, 
umanistiche, politiche e sociali sono coinvolte. La natura stessa sembra usare il caos 
nel suo programma di evoluzione: ogni schema deterministico fallirebbe se utilizzato 
per la sopravvivenza delle forme di vita in condizioni ambientali in continua trasfor¬ 
mazione; la natura, pertanto, genera una quantità enorme di forme di vita attraverso 
mutazioni casuali e, da questa ampia possibilità di scelta, la selezione naturale trova 
i candidati che si adattano alle mutate condizioni ambientali. 

Lo studio del caos ci ha anche portato a capire che la fiducia illimitata nella capacità 
umana di predire il futuro non è giustificata: arrivato alle soglie del 2000, l’uomo si 
è accorto che leggi deterministiche possono dare luogo a una evoluzione caotica. 
Certamente possiamo chiederci quanto sia in realtà importante l’essere riusciti a 
prendere coscienza di questa forte limitazione della nostra capacità di predire il 
futuro. Gli uragani, i crolli in borsa, gli attacchi cardiaci, i terremoti sono eventi al 
di fuori del nostro controllo e ciò è abbastanza spiacevole. Osserviamo tuttavia che, 
se da un lato è vero che sovente non siamo in grado di predireT’eyoIuzione di un 
determinato fenomeno, dall’altro lo studio del caos ci può dire^er^atì valori dei 
parametri, cioè in quali condizioni, possiamo ottenere un tipo^txòli^rtamento o 
il suo opposto. Per esempio, possiamo non essere in grado di pT^ìre^^oon esattezza 
l’evolversi di una popolazione biologica o il diffondersi di una rnaf^G^pefò possia¬ 
mo essere in grado di sapere in quali condizioni la popolazione'SPestingue o la 
malattia scompare, oppure raggiunge un ciclo stazionario o evolve^ modo comple¬ 
tamente casuale. La conoscenza di questo fatto è spesso molto più importante della 
conoscenza esatta della evoluzione futura. Infatti, è sui parametri esterni di un 
sistema che eventualmente noi possiamo agire, ed è importante sapere, per esempio. 
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come dobbiamo regolare questi parametri per evitare l’insorgere del caos: più che il 
numero esatto di pesci che popolano un lago o un fiume ci interessa conoscere il 
hvello al di sotto del quale deve essere mantenuto l’inquinamento per evitare che la 
popolazione si estingua. 

M a le implicazioni del caos deterministico non sono ancora state studiate a fondo. 

Vogliamo qui solo sottolineare il fatto che tutte le volte che nel suo faticoso ed 
esaltante cammino verso la comprensione dei fenomeni naturaU, l’uomo si è trovato 
di fronte a delle limitazioni, ciò è stato l’occasione per nuovi grandi balzi in avanti 
che hanno comportato un rovesciamento della filosofia precedente. Mi riferisco alla 
osservazione del valore limite della velocità della luce (che ha portato alla teoria 
della relatività), alla limitazione sulla precisione delie nostre misure (che ha portato 
alla meccanica quantistica); la teoria del caos ci ha messo di fronte a una limitazione 
ancora maggiore: l’impossibilità di prevedere il futuro. 

A questo si aggiunge, lo sottolineiamo di nuovo, che questa disciplina coinvolge 
non solo le scienze naturali, ma la nostra stessa vita di tutti i giorni: dai contorni 
ancora sfumati comincia a intrawedersi la possibilità di nuovi entusiasmanti sviluppi. 

Ci sono più cose in cielo ed in terra, Orazio, 
di quante nemmeno sono sognate nella tua filosofia. 

Amleto: Atto 1, Scena \ 




Le leggi del caos 


POUR LA SCIENCE n. 82, agosto 1984 


Determinismo e predicibilità 


di David Ruelle 


1 e leggi della fisica classica sono deter¬ 
ministiche: se si conosce esatta- 
mente lo stato di un sistema in un 
istante dato, si può determinare lo stato 
di quel sistema in qualsiasi istante succes¬ 
sivo. Questa nozione appare in contrad¬ 
dizione con la nostra esperienza quotidia¬ 
na, in cui certi fatti sembrano prodursi a 
caso, in modo imprevedibile. L’opposi¬ 
zione tra caso e determinismo, da lungo 
tempo oggetto di riflessione da parte di 
ricercatori e filosofi, resta un argomento 
di controversia. 

A questo conflitto è collegato il proble¬ 
ma molto concreto della predicibilità (o 
prevedibilità), per esempio in meteorolo¬ 
gia; in questo caso si tratta di stabilire se 
è possibile prevedere che tempo farà, ma, 
più in generale, la prev-edibilità è la pos¬ 
sibilità di prevedere l’evoluzione di un si¬ 
stema qualsiasi. In questo articolo analiz¬ 
zeremo alcuni progressi teorici relativi al 
problema del determinismo, del caso e 
della prevedibilità. Nel corso del nostro 
studio prenderemo in considerazione di¬ 
versi domini della fisica, 

Telescopi e biliardi 

Cominceremo con l’ottica e, più preci¬ 
samente, con lo studio degli specchi. È 
noto che nei telescopi uno specchio con¬ 
cavo concentra la luce proveniente dalle 
stelle su una lastra fotografica. Un fascio 
di raggi luminosi quasi paralleli viene dun¬ 
que trasformato in un fascio convergente. 
Se noi utilizziamo uno specchio convesso, 
un fascio quasi parallelo diventa invece 
divergente {si veda Tillustrazione a pagina 
14). In questa sede ci interesseremo di 
specchi convessi e, più precisamente, di 
specchi cilindrici a base circolare. Nell’il¬ 
lustrazione (c), un sottile fascio luminoso 
è riflesso dallo specchio e il fascio emer¬ 
gente diverge più del fascio incidente. In 
altre parole, l’angolo d’apertura 0' del fa¬ 
scio emergente è maggiore dell’angolo 
d’apertura 6 del fascio incidente. Se ora 
disponiamo più specchi convessi in modo 
che il fascio luminoso subisca diverse ri¬ 


flessioni successive, il fascio si allargherà 
molto rapidamente. In effetti, se si rad¬ 
doppia ripetutamente una certa quantità, 
quest’ultima diviene presto grandissima e 
non c’è bisogno di molti calcoli per capir¬ 
lo. Se, per esempio, l’angolo d’apertura 
raddoppia a ogni riflessione, in 20 rifles¬ 
sioni l’angolo iniziale d’apertura viene 
moltiplicato per 2^^, cioè per più di un 
milione. Un angolo di un secondo d’arco 
(corrispondente pressappoco allo spesso¬ 
re di un capello visto a una distanza di tre 
metri) diventa in questo modo un angolo 
di oltre 180 gradi. 

Abbiamo appena costruito in via teori¬ 
ca un dispositivo che permette di ottene¬ 
re, a partire da un fascio luminoso molto 
stretto, un fascio con un angolo di aper¬ 
tura molto grande. Questo dispositivo è 
privo di utilità pratica; in compenso ve¬ 
dremo che riveste un notevole interesse 
concettuale. Prima effettuiamo un’opera¬ 
zione familiare ai fisici: il trasferimento da 
una classe di sistemi a un’altra classe di 
sistemi, molto diversi dai primi, ma sotto¬ 
posti alle stesse leggi; passeremo dall’ot¬ 
tica alla meccanica, dagli specchi ai biliar¬ 
di. Il biliardo che prenderemo in consi¬ 
derazione sarà rettangolare e dotato di 
ostacoli circolari. Presupporremo, inol¬ 
tre, che la palla sia perfettamente sferica 
e liscia, che gli urti contro gli ostacoli sia¬ 
no perfettamente elastici e che non si pos¬ 
sa dare alcun tipo di effetto alla palla. An¬ 
che questa idealizzazione del modello è 
un’operazione familiare ai fisici. 

In realtà ci si può accontentare di segui¬ 
re il movimento del centro della palla: tut¬ 
to avviene come se una palla di raggio 
zero urtasse ostacoli di diametro un po’ 
superiore al loro diametro reale e come se 
il biliardo fosse un po’ meno grande {si 
veda rillustrazione a pagina 15). (Il centro 
della palla, infatti, non può avvicinarsi 
agli ostacoli o alla sponda del biliardo a 
una distanza inferiore al raggio della pal¬ 
la.) In un urto elastico, l’angolo di inci¬ 
denza è uguale all’angolo di riflessione, 
esattamente come avviene per la riflessio¬ 
ne di un raggio luminoso su uno specchio. 


Così, la traiettoria di una palla su un bi¬ 
liardo (o più precisamente la traiettoria 
del centro della palla) è esattamente la 
traiettoria di un raggio luminoso riflesso 
da uno specchio. 

Il precedente studio degli specchi ci 
aveva mostrato come un sottile fascio lu¬ 
minoso si allarghi rapidamente quando 
viene riflesso più volte da specchi conves¬ 
si. Che cosa possiamo concludere a pro¬ 
posito dei biliardi? Gli urti della palla con¬ 
tro le sponde del biliardo corrispondono 
a riflessioni su specchi piani e sono di scar¬ 
so interesse perché non modificano «l’an¬ 
golo d’apertura» della palla. In compen¬ 
so, gli urti contro gli ostacoli disposti al 
centro del biliardo hanno un effetto molto 
interessante che ora esamineremo più in 
dettaglio. Supponiamo di disporre di due 
biliardi identici e di lanciare simultanea¬ 
mente una palla su ciascuno dei due, a 
partire dalla stessa posizione, con la stessa 
velocità iniziale, ma in direzione legger¬ 
mente diversa. Le due traiettorie diverge¬ 
ranno rapidamente. Al ritmo di un urto al 
secondo, in media, la distanza tra le posi¬ 
zioni delle due palle raddoppierà appros¬ 
simativamente a ogni secondo. Se le dire¬ 
zioni di lancio delle due palle differiscono 
di un secondo d’arco, le loro posizioni do¬ 
po 20 secondi saranno talmente diverse 
che una delle palle urterà un ostacolo 
mentre l’altra gli passerà a fianco: i due 
moti, a quel punto, non avranno più nien¬ 
te in comune. 

Determinismo e dipendenza 
sensibile dalle condizioni iniziali 

Mettiamo una palla sulla cima di una 
montagna; a seconda che spingiamo que¬ 
sta palla a sinistra o a destra, la sua traiet¬ 
toria sarà ben diversa. Questo è un esem¬ 
pio di «dipendenza sensibile dalle condi¬ 
zioni iniziali»: un piccolo cambiamento 
nei dati iniziali (spingere la palla a destra 
o a sinistra) modifica considerevolmente 
l’evoluzione successiva del sistema. L’e¬ 
sempio della palla sulla montagna potreb¬ 
be indurre a pensare che le situazioni ini- 
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Le modalità di riflessione di un fascio di luce su uno specchio dipendono dalla forma di quest’ulti¬ 
mo. I ràggi luminosi riflessi da uno specchio parabolico concavo (a) convergono sul fuoco della 
parabola, mentre su uno specchio parabolico convesso {b) il fascio emergente diverge. La divergen¬ 
za di un fascio di luce avente un piccolo angolo d’apertura aumenta dopo la riflessione su uno 
specchio sferico convesso (c). Più precisamente, chiamando 0 l’angolo d’apertura del fascio inci¬ 
dente e 0' l’angolo d’apertura del fascio emergente, si ha la relazione 0' = 0 (1 + 2<///?cos4)), nel¬ 
la quale d è la distanza tra la sorgente luminosa 5 e lo specchio, R è i\ raggio di curvatura dello 
specchio e (j) l’angolo formato dal fascio incidente con la normale allo specchio (angolo d’incidenza). 


ziali in cui si manifesta la dipendenza sen¬ 
sibile siano eccezionali, ma l’esempio del 
biliardo mostra che non è affatto così; per 
^quasi tutte le condizioni iniziali, un picco¬ 
lo cambiamento di queste condizioni mo¬ 
difica notevolmente l’evoluzione del siste¬ 
ma rispetto a quella di un sistema non per¬ 
turbato. Inoltre sono numerosi i sistemi 
che si comportano in questo modo, in pra¬ 
tica tutti i sistemi un po’ complessi. Così 
una piccola modificazione delle condizio¬ 
ni iniziali porta rapidamente a uno stato 
del tutto differente, il che equivale a dire 
che una lieve incertezza sui dati iniziali 
porta rapidamente a una grande incertez¬ 
za sui risultati. Questo fatto, poco intuiti¬ 
vo, è di notevole importanza filosofica, in 
quanto mette in luce che un sistema de¬ 
terministico può avere un comportamen¬ 
to imprevedibile. 

Un sistema è deterministico se la cono¬ 
scenza esatta del suo stato iniziale permet¬ 
te di prevedere il suo futuro con certezza. 
Questo concetto è stato esposto dall’a¬ 
stronomo e matematico francese Pierre 
Simon de Laplace (1749-1827) in un cele¬ 
bre testo (si veda Villustrazione a pagina 
16). Supponiamo che le leggi della fisica 
siano deterministiche (torneremo più a- 
vanti su questa ipotesi); potremo preve¬ 
dere nei minimi dettagli il futuro dell’uni¬ 
verso, come sostiene Laplace? In pratica, 
questa affermazione non è né verosimile 
né vera. Si può ammettere che l’universo, 
che è un sistema estremamente comples¬ 
so, presenti il fenomeno della dipendenza 
sensibile dalle condizioni iniziali. Se la no¬ 
stra conoscenza dello stato iniziale del si¬ 
stema è anche di poco incompleta, le no¬ 
stre/previsioni saranno rapidamente sog¬ 
gette a un errore considerevole. Il deter¬ 
minismo, quindi, non implica la predici- 
bilità e il rigore delle leggi fisiche non è in 
contraddizione con la contingenza dei fat¬ 
ti della vita quotidiana. 

Abbiamo detto che l’evoluzione nel 
tempo di un sistema fisico può rivelare 
dettagli che la scarsa precisione della co¬ 
noscenza delle condizioni iniziali non per¬ 
metteva di prevedere. In certo qual mo¬ 
do, l’evoluzione del sistema ci fornisce in¬ 
formazione, in quanto ci dice quale evo¬ 
luzione si sia effettivamente realizzata. 
L’informazione raccolta può essere quan¬ 
tificata; nel caso del biliardo, in cui l’er¬ 
rore raddoppia (in media) a ogni secondo, 
ciascun secondo trascorso corrisponde al¬ 
la risoluzione di una scelta binaria: a ogni 
secondo si produce un bit d’informazione. 

Il lettore ci perdonerà un’osservazione 
tecnica: abbiamo ammesso che le leggi 
della fisica siano deterministiche. Questa 
affermazione, però, va precisata meglio. 
In effetti, il nostro universo obbedisce più 
a leggi quantistiche che non alle leggi della 
meccanica classica che Laplace conosce¬ 
va. È vero che le leggi quantistiche sono 
deterministiche, ma esse si applicano a un 
oggetto matematico, la funzione d’onda, 
ben diverso dai concetti classici di posizio¬ 
ne e velocità di un oggetto materiale. Se 
si vuole parlare di posizione e di velocità, 
la funzione d’onda ci permette di ottenere 
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solo delle probabilità! D’ora in avanti, in 
questo articolo, dimenticheremo l’aspetto 
quantistico dell’universo (preponderante 
nei fenomeni microscopici) e prenderemo 
in considerazione i problemi più semplici 
posti dalia meccanica classica. D’altron¬ 
de, se anche tenessimo conto degli effetti 
quantistici, le nostre conclusioni non sa¬ 
rebbero molto diverse. 

Qualche osservazione di tipo psicologi¬ 
co: è profondamente radicata in noi la co¬ 
scienza del libero arbitrio, apparentemen¬ 
te incompatibile con un rigoroso determi¬ 
nismo. Inoltre, molti di noi ammettereb¬ 
bero volentieri la possibilità che forze di¬ 
vine od occulte svolgano un ruolo nel suc¬ 
cedersi dei fatti. Così stando le cose, i ten¬ 
tativi di dare un’impronta soggettivistica 
o indeterministica alla fisica hanno sem¬ 
pre avuto un certo successo. È ciò che è 
accaduto dopo la scoperta della meccani¬ 
ca quantistica e il problema resta d’attua¬ 
lità. Citiamo, a questo proposito, una re¬ 
cente controversia tra René Thom, Ilya 
Prigogine e Michel Serres in seguito alla 
pubblicazione da parte di Thom di un ar¬ 
ticolo dal titolo provocatorio: Halle au 
hasard, silence au bruii. D’altra parte, il 
disaccordo tra gli autori appena citati non 
verte tanto sul fenomeno della dipenden¬ 
za sensibile dalle condizioni iniziali, quan¬ 
to piuttosto su considerazioni filosofiche 
che non discuteremo in questa sede. ^ 

Torniamo ora a un piccolo problema 
che ha forse creato qualche difficoltà al 
lettore. Lo stato di un sistema può essere 
rappresentato da un punto in uno spazio 
detto «spazio delle fasi». L’insieme degli 
stati successivi del sistema al variare del 
tempo forma allora una curva, che è la 
traiettoria del sistema; l’evoluzione tem¬ 
porale corrisponde allo spostamento lun¬ 
go la sua traiettoria del punto che rappre¬ 
senta il sistema. Se si perturba lo stato 
iniziale del sistema, nel corso dell’evolu¬ 
zione successiva la traiettoria perturbata 
si allontana dalla traiettoria non perturba¬ 
ta. Ora, secondo le leggi della meccanica 
la direzione del tempo non ha un ruolo 
particolare: si può studiare l’evoluzione 
verso il passato allo stesso modo dell’evo- 
1 azione verso il futuro. Questo fatto è 
compatibile con le considerazioni prece¬ 
denti? La situazione è rappresentata nel¬ 
l'illustrazione di pagina 17, in cui si vede 
come la maggior parte delle piccole per¬ 
turbazioni di un sistema cresca sia quando 
il tempo scorre verso il futuro sia quando 
scorre verso il passato. Ciononostante, 
certe particolari perturbazioni (nella dire¬ 
zione «di contrazione») diminuiscono ver¬ 
so il futuro, e altre (nella direzione «di 
dilatazione») diminuiscono verso il pas¬ 
sato. Di conseguenza, la dipendenza sen¬ 
sibile dalle condizioni iniziali è compati¬ 
bile con una perfetta simmetria fra passa¬ 
to e futuro. 

Hipolesi di Bollzmann 
e il lempo di Poincaré 

Abbiamo appena ricordato la reversibi ¬ 
lità del tempo per le leggi del la meccanica, 


I movimenti di una palla da biliardo ideale corrispondono ai percorso di raggi luminosi. In entrambi 
i casi Fangolo d’incidenza è uguale alFangolo di riflessione: la direzione d’incidenza e la direzione 
d’uscita formano angoli uguali con la perpendicolare alla sponda urtata dalla palla. Per studiare 
il moto, si può considerare il percorso del centro della palla su un tavolo da biliardo la cui superficie 
sia stata ridotta di una striscia larga quanto il raggio della palla (a): il centro della palla, infatti, 
non può avvicinarsi alla sponda a una distanza inferiore al raggio della palla stessa. Analogamente, 
se si mettono sul biliardo degli ostacoli circolari, si può considerare l’urto del centro della palla 
contro ostacoli il cui raggio sia aumentato di un valore pari al raggio della palla. Lanciando due 
palle in direzioni un po’ diverse, l’angolo formato dalle due direzioni non sarà modificato dalle 
riflessioni sulle sponde, ma aumenterà se avvengono urti contro gli ostacoli posti all’interno. Dopo 
diversi urti di questo genere, i percorsi delle palle potranno evolvere in modo molto differente (À). 


reversibilità che vale per tutte le leggi fon ¬ 

damentali della fisica. Come mai, allora, 
n tempo ^mbra così poco reversibile? Se 
io iascio andare un bicchiere, questo cade 
e sirompe, m a n on ho mai visto dei pe^i 
di vetro rotto ficompofSI a forma re un bi c- 
cEiéfe intatto che salti poi nuovamente 
nella mia mano. Viviamo in un universo 
in cui il tempo scorre irreversibilmente, 
ma i fisici continuano a sostenere che le 
leggi fondamentali della fisica sono rever¬ 
sibili. Come possono prestare fede a leggi 


che sembrano violare in tutta evidenza 
l’osservazione continua e quotidiana di 
ciascuno di noi? 

Per capirlo, prenderemo in considera¬ 
zione un sistema isolato, per esempio un 
gatto che mettiamo con del cibo e con tut¬ 
to ciò che gli può servire in una scatola che 
lo isoli completamente dal mondo ester¬ 
no. Il contenuto di questa scatola è com¬ 
posto da un gran numero di elementi mi¬ 
croscopici (atomi) soggetti a leggi fisiche, 
«naturali» e reversibili. Il fisico austriaco 
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Ludwig Boltzmann ha avanzato la conget¬ 
tura che l’evoluzione temporale di questo 
sistema di atomi lo porterebbe ad assume¬ 
re tutte le configurazioni compatibili con 
il principio della conservazione dell’ener¬ 
gia: questa congettura costituisce quella 
che viene chiamata «ipotesi ergodica». Il 


sistema potrebbe prendere nel corso della 
sua evoluzione configurazioni diverse e 
inattese: si potrebbe ritrovare il gatto e il 
suo cibo, ma certamente anche un cane o 
dei topi e tante altre possibilità più o meno 
interessanti, sempre a condizione che l’e¬ 
nergia totale del sistema sia la stessa. Nel- 



Pierre Simon de Laplace (1749-1827) concepiva il determinismo come la possibilità di conoscere 
esattamente lo stato futuro di un sistema a partire dalla determinazione precisa del suo stato attua¬ 
le. In realtà, il fenomeno della dipendenza sensibile dalle condizioni iniziali impedisce di prevede¬ 
re lo stato futuro dei sistemi, contrariamente a ciò che pensava Laplace. In effetti, due sistemi che 
inizialmente presentano solo leggere differenze finiscono ben presto per non avere più niente in 
comune; pertanto i concetti di determinismo e di predicibilità devono essere nettamente distinti. 


Essai philosophique sur les probabiiités 
di Pierre Simon de Lapiace 

Un’intelligenza che, per un istante dato, potesse conoscere tutte le forze da cui la natura 
è animata, e la situazione rispettiva degli esseri che la compongono, e che inoltre fosse 
abbastanza grande da sottomettere questi dati all’analisi, abbraccerebbe nella stessa 
formula i movimenti dei più grandi corpi dell’universo e quelli dell’atomo più leggero: nulla 
le risulterebbe incerto, l’avvenire come il passato sarebbe presente ai suoi occhi. Lo spirito 
umano offre, nella perfezione che ha saputo dare all’astronomia, una debole parvenza 
di questa intelligenza. 


la maggior parte dei casi, però, la scato¬ 
la non conterrà che un poco di poltiglia 
maleodorante. 

Seguiamo mentalmente la scatola che 
aU’inizio contiene il gatto. Dopo un certo 
periodo di tempo, il gatto morirà: lascia- ^ 
mo all’immaginazione del lettore ciò che j 
può accadere nei milioni di anni successi- j 
vi, ma certamente saremo d’accordo nel j 
ritenere che il gatto non resusciterà. Se¬ 
condo Boltzmann, invece, si può ritrovare 
nella scatola un gatto vivo, a condizione 
di attendere per un tempo abbastanza lun¬ 
go^ quello che oggi viene chiamato tempo 
^diricorrenza di Poincaré. L’intuizione ci 
dice che questo periodo è considerevol¬ 
mente lungo e le stime che se ne possono 
fare confermano questa idea. 

Vediamo ora come si possa conciliare 
un fenomeno irreversibile - la morte del 
gatto - con la reversibilità delle leggi na¬ 
turali della fisica. Partendo dallo stat o 
«gatto», stato specilIé^é~morto improba- 
bnè~eppure reale, la scatola evolve verso 
altri stati numerosissimi e tutti differenti 
nella loro disposizione microscopica, la 
maggior parte dei quali apparirà sempli¬ 
cemente come un po’ di poltiglia. Se si 
aspetta abbastanza a lungo, la materia ri¬ 
formerà il gatto, ma il tempo necessario è 
tale che non abbiamo alcuna possibilità 
d’osservare questo «miracolo». 

È possibile fornire dell’irreversibilità 
una spiegazione più precisa di quella che 
abbiamo appena tratteggiato: si potreb¬ 
bero definire i concetti di entropia, di di¬ 
sordine ecc. Questa spiegazione era accet¬ 
tata da Albert Einstein e lo è ancora dalla 
maggior parte dei fisici. Va notato, però, 
che recentemente è stata riconsiderata da 
Ilya Prigogine dell’Università di Bruxel¬ 
les. In termini matematici, la congettura 
di Boltzmann significa che l’evoluzione 
temporale della scatola fa passare il suo 
punto rappresentativo vicino a tutte le 
configurazioni possibili; ma non tutte sa¬ 
ranno raggiunte. L’evoluzione, dunq ue, 
consiste in un eterno quasi-ritorno anzi¬ 
ché in un eterno ritorno. Il matematico 
Yàsha Sinai, di Mosca, ha dimostrato l’er¬ 
godicità (cioè la validità dell’ipotesi ergo¬ 
dica) del biliardo a ostacoli convessi che 
abbiamo illustrato in precedenza. 

Questa dimostrazione è una notevole 
impresa matematica che ci permette di | 
utilizzare la nozione di dipendenza sensi¬ 
bile dalle condizioni iniziali che si realizza 
in questo sistema. Sinai ha anche avviato 
la dimostrazione dell’ergodicità di un si¬ 
stema costituito da sfere soggette, nel cor¬ 
so dei loro spostamenti, a collisioni per¬ 
fettamente elastiche. Questo sistema è il 
modello di un gas monoatomico. La di¬ 
mostrazione dell’ergodicità di un simile 
gas «di sfere dure» non è terminata e ci si 
è inoltre accorti che, contrariamente a 
quanto pensava Boltzmann (e un gran nu¬ 
mero di fisici e matematici dopo di lui), 
l’ergodicità non è affatto un fenomeno 
universale: i matematici Anton Kolmogo- 
rov e Vladimir Arnold, a Mosca, e Jùrgen 
Moser, attualmente a Zurigo, hanno di¬ 
mostrato che numerosi sistemi non soao 
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Lo stato di un sistema può essere rappresentato da un punto nel cosiddetto «spazio delle fasi». 
L’insieme degli stati successivi di un sistema forma allora, al variare del tempo, una curva, che è 
la traiettoria del sistema. L’evoluzione temporale corrisponde allo spostamento del punto che rap¬ 
presenta il sistema lungo la sua traiettoria. La traiettoria passante per A corrisponde a una condi¬ 
zione iniziale non perturbata, quelle passanti per B,C e D sì condizioni iniziali perturbate. La tra¬ 
iettoria passante per B si avvicina nel futuro alla traiettoria non perturbata. La traiettoria passante 
per D si avvicina nel passato alla traiettoria non perturbata, mentre la perturbazione tipica C dà 
luogo a una traiettoria che si allontana sia nel futuro sia nel passato dalla traiettoria non perturbata. 


ergodici. Questo fatto non invalida la 
spiegazione dell’irreversibilità che abbia¬ 
mo dato in precedenza, in quanto tale 
spiegazione dipende fondamentalmente 
dalla considerevole estensione del tempo 
di ricorrenza di Poincaré. 

Non descriveremo i difficili lavori di 
Kolmogorov, Arnold e Moser, ma pren¬ 
deremo in considerazione i risultati otte¬ 
nuti su un e sempio semplice e pittoresco 
di sistema non ergodico. Su un vassoio 
quadrato di 182 millimetri di lato abbiamo 
messo 81 monete da un cruzeiro brasilia¬ 
no del 1980 (queste monete sono dischi di 
acciaio con un diametro di 20 millimetri). 
Il vassoio e le monete costituiscono un 
modello accettabile di un gas di «sfere du¬ 
re» a due dimensioni {si veda a nelVillu¬ 
strazione di pagina 78). È consentito far 
scivolare le monete sul vassoio a condizio¬ 
ne che non si sovrappongano e non escano 
dal vassoio. Per prima cosa si possono rag¬ 
gruppare bene le monete per controllare 
che esse non riempiano completamente il 
contenitore veda b nell’illustrazione di 
pagina 18). Questo sistema è ergodico? 
No, e adesso vediamo perché. Formiamo, 
con le stesse monete, una griglia quadrata 
{si veda c nell’illustrazione di pagina 18): 
esse possono ancora muoversi un poco, 
ma nessuno spostamento continuo sul pia¬ 
no permette di passare dalla configurazio¬ 
ne a alla configurazione c. In questa con¬ 
figurazione, nessuna moneta può spostar¬ 
si di più di qualche millimetro dalla sua 
posizione media. L’evoluzione temporale 
di un gas di sfere dure, quindi, non per¬ 
mette di passare dalla configurazione c al¬ 
la configurazione a: non c’è ergodicità. 

Il lettore esperto di matematica cerche¬ 
rà di dimostrare questa affermazione con¬ 
siderando un vassoio quadratoci lato pari 
a (180 + e) millimetri, con e abbastanza 
piccolo. Il lettore amante del fai-da-te rac¬ 
coglierà le necessarie monete circolari a 
bordo liscio, identiche l’una all’altra, e co¬ 
struirà un vassoio quadrato di dimensione 
adeguata e con un piccolo bordo rialzato. 
Notiamo inoltre che anche la configura¬ 
zione d è «isolata», cioè irraggiungibile 
facendo scivolare in modo continuo le 
monete a partire dalle configurazioni b o 
c. Se si ingrandisse un poco il vassoio, lo 
stretto necessario perché si possa passare 
dalla configurazione c alla configurazione 
ù, allora si potrebbe pensare alla configu¬ 
razione c come a un modello della scatola 
con dentro il gatto di cui abbiamo parlato 
in precedenza (per i fisici, si tratta di uno 
stato metastabile) . Se il gatto muore, ci 
^ fra molto Tempo perché i moti disordi¬ 
nati lo facciano resuscitare. 

Le radici del caso 

I biliardi e i sistemi di sfere dure che 
abbiamo studiato non sono i primi sistemi 
in cui sia stata individuata la dipendenza 
sensibile dalle condizioni iniziali. In effet¬ 
ti, questa proprietà era stata dimostrata 
alla fine del secolo scorso dal matematico 
francese Jacques Hadamard in un model¬ 
lo un po’ difficile da visualizzare: quello 


del «flusso geodetico su una superf icie a 
cur vatura costan te negativa ». Il fisico 
Pierre Duhem, anch’egli francese, aveva 
rilevato la portata filosofica del risultato 
di Hadamard e nel suo libro La théorie 
physique. Son ohjet et sa structure (Édi- 
tions Chevalier et Rivière, 1906) c’è un 
paragrafo intitolato «Esempio di deduzio¬ 
ne matematica per sempre inutilizzabile», 
in cui Duhem mostra come la dipendenza 
sensibile-dalle condizioni iniziali renda il¬ 
lusorie le previsioni a lungo termine per i 
sistemi del tipo considerato da Hada¬ 
mard. Anche il grande matematico fran¬ 
cese TIenriPoincard.si occupò del proble¬ 
ma, come si vede nel suo libro Science et 
méthode (Éditions Ernest Flammarion, 
Parigi 1908). Poincaré introduce già il gas 
di sfere dure e la predicibilità dei fenome¬ 
ni atmosferici {si veda l’illustrazione a pa¬ 
gina 19). Per numerosi sistemi, dunque, 
non siamo in grado di fare previsioni pre¬ 
cise a lungo termine, e questo giustifica la 
nozione empirica di caso. È un punto, 
questo, su cui Poincaré insiste in modo 
particolare. 

Il caso s’insinua nei sistemi determ ini¬ 
stici in quanto un cambiamento impercet - 
nEjg TelIeTo ndizionnmzia li t^r ta, dopo 
Tualc heTemp^^a cambiamer^^^ notevoli. 
LO abbiamo visto per il biliardo. Lo stesso 
fenomeno appare sotto una luce un po’ 
diversa nei sistemi con molteplici baci¬ 


ni d’attrazione separati da una frontiera 
complessa. Di che cosa si tratta? Abbia¬ 
mo già illustrato la situazione in cui una 
palla posta in cima a una montagna va a 
finire in valli ben lontane l’una dall’altra 
se spinta a sinistra oppure a destra. In mo¬ 
do più realistico, possiamo immaginare 
due bacini fluviali separati da una catena 
di montagne molto frastagliate. Se la palla 
cade da un aereo sulla cresta montuosa, 
sarà difficile prevedere in quale bacino 
andrà a finire. 

Dopo questo esempio semplice ma un 
po’ artificiale, ecco un esempio più soddi¬ 
sfacente. Un pen dolo ma gneti co è una 
piccola calamita appesa a una barra rigida 
e libera di muoversi intorno a un punto 
fisso con un leggero attrito. Sotto questo 
pendolo mettiamo molte altre piccole ca¬ 
iamite che attraggono o respingono quella 
appesa. In generale, esistono diverse po¬ 
sizioni di equilibrio. A quale di queste po¬ 
sizioni arriverà il sistema se lo si lascia 
evolvere da una posizione non di equili¬ 
brio? Se si realizza in pratica l’esperimen¬ 
to, si vede il pendolo oscillare irregolar¬ 
mente facendo talvolta brusche deviazio¬ 
ni. A volte sembra fermarsi, poi riparte 
fino a immobilizzarsi definitivamente in 
una delle posizioni di equilibrio, che è ini¬ 
zialmente imprevedibile: le diverse posi¬ 
zioni di equilibrio hanno «bacini di attra¬ 
zione» con frontiere comuni molto com- 
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plesse, come una catena montuosa molto 
frastagliata che separa diversi bacini flu¬ 
viali. Se non si conoscono con estrema 
precisione la posizione e la velocità inizia¬ 
le del pendolo, lo stato d’equilibrio finale 
non è in pratica prevedibile. 

L’imprevedibilità di un lancio di dadi è 
indubbiamente dello stesso~tipo K^erpo- 
terne dire di più, bisognerebbe disporre 
di un modello del bussolotto e precisare il 


modo in cui lo si agita prima di lanciare i 
dadi. Per quanto riguarda la roulette,, non 
vi sono certamente né dipendenza sensi¬ 
bile dalle condizioni iniziali né bacini di 
attrazione separati da frontiere comples¬ 
se; tuttavia il comando muscolare all’atto 
del lancio è troppo impreciso perché si 
possa prevedere la posizione finale della 
pallina. Come si vede, le radici del caso 
sono molteplici. 


Attrattori strani, 
turbolenza e predicibilità 

Se si agita in modo abbastanza energico 
dell’aria, dell’acqua o un altro fluido, si 
producono turbolenze: il movimento del 
fluido è disordinato e il suo comporta¬ 
mento appare imprevedibile. Così è in ef¬ 
fetti, in quanto i sistemi turbolenti presen¬ 
tano il fenomeno della dipendenza sensi- 



Una serie di monete disposte su un vassoio quadrato costituisce un esem¬ 
pio di sistema non ergodico, vale a dire di sistema che può trovarsi in 
due stati distinti tali che sia impossibile passare in modo continuo dal¬ 
l’uno all’altro. Ottantun monete di 20 millimetri di diametro sono state 
sistemate su un vassoio quadrato di 182 millimetri di lato (a). Se si 
avvicinano il più possibile le monete (ò), si constata che esse non riem¬ 




piono completamente il vassoio. Se le si dispone in modo che formino 
una griglia quadrata (c), le monete sono ancora in grado di muoversi un 
poco, ma non esiste alcuno spostamento continuo sui piano che permetta 
di passare dalla configurazione a alla configurazione c. Anche la confi¬ 
gurazione d è «isolata»: infatti è impossibile raggiungerla facendo sci¬ 
volare in modo continuo le monete a partire dalle configurazioni b o c. 
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bile dalle condizioni iniziali. Questo è im¬ 
portante, tra l’altro, perché l’atmosfera 
terrestre è turbolenta e la p^dicibilità de i 
fenomeni meteorologici è fortemente in¬ 
fluenzata da questa dipendenza. Henri 
Poincaré, nel testo riportato nell’illustra¬ 
zione in questa pagina, sembra averlo ca¬ 
pito bene; eppure, le sue idee di tipo trop¬ 
po qualitativo furono dimenticate e non 
trovarono posto nelle teorie sulla turbo¬ 
lenza in auge ancora fino a tempi recenti. 
La teoria che riscuoteva il maggiore favo¬ 
re una decina di anni fa, quella del sovie¬ 
tico Lev Landau e del tedesco Eberhard 
Hopf, era nettamente incompatibile con 
il concetto di dipendenza sensibile dalle 
condizioni iniziali. Nel 1963, però, Ed¬ 
ward Lorenz, meteorologo del Massa¬ 
chusetts Institute of Technology, aveva 
pubblicato un modello semplificato di 
fluido in cui era chiaramente me^ o in evi¬ 
denza il fenomeno di rapida cxescita degli 
errori in funzione delle condiz ioni iniziajì. 
L’ipotesi di Lorenz era che lo stesso feno¬ 
meno si producesse anche per la circola¬ 
zione dei fluidi nell’atmosfera, il che im¬ 
pedirebbe qualsiasi previsione meteoro¬ 
logica a lungo termine. 

Nel 1971, l’olandese Floris Taken s_^ÌQ^ 
respingendo la teoria di Landau e Hopf, 
avanzammo l’ipotesi che la turbolenza 
idrodinamica sia rappresentata da attrat¬ 
tori strani, oggetti matematici che descri¬ 
vono evoluzioni temporali con dipenden¬ 
za sensibile dalle condizioni iniziali (si ve¬ 
da rillustrazione apagina20). D’altra par¬ 
te, queste nuove ipotesi erano verificabili 
sperimentalmente. Il fatto che non cono¬ 
scessimo né gli scritti di Lorenz, né le idee 
di Poincaré, né il dibattito allora in corso 
a Mosca era caratteristico di quell’epoca. 
Il nostro articolo ebbe un’accoglienza ab¬ 
bastanza fredda, ma venne confermato 
nel 1974 dalle simulazioni numeriche di 
John McLaughlin e Paul Martin della 
Harvard University e dagli esperimenti 
idrodinamici di Gunther Ahlers dei Bell 
Laboratories e di Jerry Gollub e Harry 
Swinney del City College di New York. In 
seguito, l’argomento è divenuto di moda 
e ha dato luogo a numerose pubblicazioni 
di carattere sia teorico sia sperimentale. 
Oggi è possibile misurare la velocità d i 
cres cita d eglTe rròfuiérsistemi turbolenti: 
si può stimare la quantità di informazione 
prodotta per unità di tempo in tali sistemi 
e si ha anche un’idea precisa dei meccani¬ 
smi che danno inizio alla turbolenza. 

Da tutti questi lavori, risulta che si può 
oggi considerare la dipendenza sensibile 
dalle condizioni iniziali come la definizio¬ 
ne di turbolenza idrodinamica. Questa 
definizione non f ornisce una teoria co m- 
pl^a dellalurbolenza,- che res^ delle 
grandi questioni irrisolte della fisica teo - 
ric^ma un primo passo è stato compiuto 
e il problema risulta oggi posto in termini 
più corretti. Eccoci tornati, si direbbe, a 
quello che Poincaré già sapeva tre quarti 
di secolo fa. Questa affermazione è con¬ 
temporaneamente vera e falsa: sono molti 
i casi di scoperte moderne che si rivelano 
previste da grandi uomini del passato. E 



Science et méthode 
di Henri Poincaré 


Una causa piccolissima che sfugga alla nostra attenzione determina un effetto consi¬ 
derevole che non possiamo mancar di vedere, e allora diciamo che Teffetto è dovuto al 
caso. Se conoscessimo esattamente le leggi della natura e la situazione dell’universo 
all’istante iniziale, potremmo prevedere esattamente la situazione dello stesso universo 
in un istante successivo. Ma se pure accadesse che le leggi naturali non avessero più 
alcun segreto per noi, anche in tal caso potremmo conoscere la situazione iniziale solo 
approssimativamente. Se questo ci permettesse di prevedere la situazione successiva 
con la stessa approssimazione, non ci occorrerebbe di più e dovremmo dire che il feno¬ 
meno è stato previsto, che è governato da leggi. Ma non sempre è così; può accadere 
che piccole differenze nelle condizioni iniziali ne producano di grandissime nei fenomeni 
finali. Un piccolo errore nelle prime produce un errore enorme nei secondi. La previsione 
diventa impossibile e si ha un fenomeno fortuito. 

Come dobbiamo rappresentare un recipiente pieno di gas? Innumerevoli molecole 
animate da grandi velocità solcano questo recipiente in tutte le direzioni; a ciascun istante, 
urtano le parete o si scontrano tra loro; e questi urti hanno luogo nelle condizioni più 
diverse. Ciò che in questo caso ci colpisce non è la piccolezza delle cause, ma soprattutto 
la loro complessità. Eppure, il primo elemento è ancora presente e ha un ruolo importante. 
Se una molecola fosse deviata, verso sinistra o verso destra rispetto alla sua traiettoria, 
di una quantità piccolissima, paragonabile al raggio d’azione delle molecole di un gas, 
essa eviterebbe una collisione, oppure la subirebbe in condizioni diverse, e questo fa¬ 
rebbe variare, magari di 90 o di 180 gradi, la direzione della sua velocità dopo l’urto. 

E non è tutto: abbiamo appena visto che è sufficiente deviare la molecola, prima 
dell’urto, di una quantità Infinitamente piccola, perché essa sia deviata, dopo l’urto, di 
una quantità finita. 

Perché i meteorologi hanno tanta difficoltà a prevedere il tempo con un certo grado di 
esattezza? Perché i rovesci di pioggia, e le tempeste stesse, ci sembrano arrivare a caso, 
tanto che molte persone trovano del tutto naturale pregare per avere la pioggia o il bel 
tempo, mentre riterrebbero ridicolo invocare un’eclisse con la preghiera? Noi vediamo 
che le grandi perturbazioni si producono generalmente nelle regioni in cui l’atmosfera è 
in equilibrio instabile. I meteorologi sono ben consapevoli che questo equilibrio è instabile, 
che un ciclone nascerà da qualche parte, ma dove? Non sono in grado di dirlo; un decimo 
di grado in più o in meno in un punto qualunque e il ciclone scoppia qui e non là, porta 
le sue devastazioni in contrade che sarebbero state risparmiate. Se si fosse conosciuto 
questo decimo di grado, si sarebbe potuto prevederlo in anticipo, ma le osservazioni non 
erano né abbastanza ravvicinate né abbastanza precise, ed è per questo che tutto sembra 
dovuto all’intervento del caso. 


Henri Poincaré (1854-1912) aveva già iniziato a occuparsi, tre quarti di secolo fa, del problema 
della predicibilità. Egli aveva compreso che il determinismo deUe leggi fìsiche non permetteva la 
previsione dei fenomeni naturali. In realtà, Panalisi di Poincaré era puramente qualitativa; al 
momento attuale i ricercatori sono viceversa in grado di quantificare la predicibilità dei fenomeni. 
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tuttavia, così come Leonardo da Vinci 
non avrebbe potuto costruire un aereo, 
Poincaré non avrebbe potuto elaborare 
una teoria della turbolenza; tanto in un 
caso quanto nell’altro, la scienza e la tec¬ 
nologia dell’epoca non lo permettevano. 
Le teorie moderne sulla turbolenza trova¬ 
no corrispondenza nell’anticipazione un 
po’ vaga di Poincaré, ma vanno ben più 
lontano, dato che permettono di stabilire 
la prevedibilità dei fenomeni. I meteoro¬ 


logi sanno ora de^rivere confi gurazion i 
di migliore o peggiore prevedibilità e san¬ 
no anche quantificare questa prevedibili¬ 
tà, cosa che era del tutto impensabile 
qualche anno fa. 

Inoltre, le idee moderne sulla prevedi¬ 
bilità possono estendersi a molteplici do¬ 
mini che non appartengono solo alla fisi¬ 
ca, ma anche alla chimica, all’ecologia, 
all’economia ecc. Anche se in questi do¬ 
mini non si può dimostrare la dipendenza 



Questo attrattore strano a tre dimensioni è stato osservato, presso l’Università del Texas ad Austin, 
da Jean-Ciaude Roux^ Reuben Simoyi e Harry Swinney. Questi ricercatori hanno analizzato la 
reazione di Belousov-Zabotinskij, nella quale una soluzione di acido bromico ossida l’acido maio¬ 
nico in presenza di ioni metallici, che fungono da catalizzatori, e di altri composti necessari per 
controllare la reazione, e hanno riportato in uno spazio tridimensionale le concentrazioni dei 
reagenti. In alto è rappresentata una proiezione bidimensionale di questo attrattore a tre dimen¬ 
sioni. In basso sono mostrate diverse sezioni dell’attrattore. Si può così osservare che condizioni 
notevolmente simili producono effetti alquanto diversi; l’allungamento e il restringimento delle 
sezioni successive sono provocati dal fenomeno della dipendenza sensibile dalle condizioni iniziali. 


sensibile dalle condizioni iniziali, la sua 
probabile esistenza è di grande importan¬ 
za filosofica. Questo dovrebbe far riflet¬ 
tere i sostenitori del determinismo stori¬ 
co. Anche ammettendo che la storia abbia 
leggi deterministiche, il suo corso può co¬ 
munque risultare imprevedibile: le vie del 
Signore sono infinite... 

Il dito di Dio 
o la mano del diavolo? 

Che cosa abbiamo detto? Vogliamo so¬ 
stenere che l’imprevedibilità della storia 
umana, inerente alle leggi fisiche, dà a 
Dio l’occasione d’intervenire nei nostri af¬ 
fari? O al diavolo? È un’idea che è stata 
avanzata ai tempi della scoperta dell’inde- 
^rminismo quantistico^ Alcuni diranno 
che si tratta di una questione metafisica 
che il fisico non ha il diritto di porre. Ren¬ 
diamo dunque ai teologi ciò che a loro 
appartiene e immaginiamo un demone fit¬ 
tizio che voglia interferire nei nostri affa¬ 
ri attraverso impercettibili aggiustamenti 
dell’universo. Potrebbe farlo? Facilmen¬ 
te, come ora vedremo. 

Quando abbiamo preso in considera¬ 
zione il gas di sfere dure, abbiamo visto 
che un piccolo cambiamento delle condi¬ 
zioni iniziali potrebbe provocare, dopo un 
certo numero di-collisioni, un cambia¬ 
mento qualitativo: due^ere che avrebbe¬ 
ro dovuto entrare in collisione non lo fan¬ 
no più. Émile Borei, matematico (e poli¬ 
tico) francese, aveva già stimato il tempo 
necessario a questo cambiamento qualita¬ 
tivo. Il fisico Michael Berry dell’Univer¬ 
sità di Bristol ha ripreso il calcolo identi¬ 
ficando un gas comune con un gas di sfere 
dure (operazione un po’ disinvolta, ma 
accettabile per il problema che stiamo 
esaminando). Berry immagina che le for¬ 
ze che agiscono sul gas vengano modifica¬ 
te eliminando l’attrazione gravitazionale 
di un elettrone posto al limite dell’univer¬ 
so conosciuto, e si chiede quanto tempo 
bisognerà attendere perché abbia luogo 
una modificazione qualitativa negli urti 
molecolari all’interno del gas. La risposta 
è la seguente: questo tempo è uguale al 
tempo necessario perché una molecola 
abbia 50 collisioni con altre molecole, cioè 
un’infima frazione di secondo. 

Senza fatica, il nostro demone è riuscito 
a modificare la struttura microscopica di 
un gas, ma si tratta ancora di dettagli im¬ 
percettibili per i nostri sensi grossolani. In 
che modo arriveremo a cambiamenti im¬ 
portanti? La turbolenza viene a questo 
punto in aiuto del demone, dato che può 
amplificare una modificazione piccolissi¬ 
ma (una fluttuazione microscopica) e ren¬ 
derla macroscopica in un tempo abbastan¬ 
za breve. Secondo una stima fatta utiliz¬ 
zando nozioni comunemente accettate 
sulla turbolenza, ci vuole circa un minuto 
perché fluttuazioni microscopiche si tra¬ 
sformino in cambiamenti macroscopici 
nel tipo di turbolenza che si produce sopra 
un termosifone caldo. 

Si può anche stimare il tempo necessa¬ 
rio alle fluttuazioni per propagarsi dalle 
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piccole dimensioni alle dimensioni supe¬ 
riori. Si può così calcolare che ci vuole un 
giorno perché cambiamenti su dis tanze 

delF ordine di un centimetro si trasformi- 

no in canibiamenti su di^stanze 
dei dieci chilometri. Per tornare al demo¬ 
ne che interferirebbe negli affari umani, 
può dunque riuscire in un giorno a pertur¬ 
bare un temporale locale. Quanto tempo 


^ ^ci vorrebbe per ca mbiare com pleta ¬ 
mente Fa struttura delle condizioni meteo¬ 
rologiche sulla Terra? I meteorologi, so¬ 
prattutto gli statunitensi Charles Leith e 
Robert Kraichman, hanno studiato la 
questione e le stime attuali sono dell’or¬ 
dine di una o due settimane. 

Stando così le cose, il minimo cambia¬ 
mento neH’universo può ripercuotersi in 


cambiamenti così grandi da cambiare let¬ 
teralmente la faccia del mondo in 15 gior¬ 
ni. Il mondo in cui viviamo è forse de¬ 
terministico e noi possiamo certamente 
prevederne in una certa misura l’evoluzio¬ 
ne, ma, sempre in una certa misura, que¬ 
sta evoluzione è imprevedibile; e questa 
imprevedibilità possiamo oggi stimarla, 
calcolarla. 
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Il caos 


Vi è ordine nel caos: Valeatorietà possiede una forma geometrica 
soggiacente; il caos pone limitazioni fondamentali alla prevedibilità, 
ma suggerisce relazioni causali dove prima non parevano possibili 

di James P. Crutchfield, J. Doyne Farmer, Norman H. Packard e Robert S. Shaw 


L a grande forza della scienza sta nella 
sua capacità di collegare cause 
^ ed effetti. Sulla base delle leggi 
della gravitazione, per esempio, è possi¬ 
bile prevedere le eclissi con migliaia di 
anni di anticipo. Altri fenomeni natura¬ 
li, però, non sono altrettanto prevedibi¬ 
li. 11 moto delFatmosfera segue le leggi 
della fisica al pari del moto dei pianeti; 
tuttavia le previsioni del tempo vengono 
ancora espresse in termini probabilistici. 
L’evoluzione delle condizioni meteoro¬ 
logiche, lo scorrere di un ruscello, il ro¬ 
tolare di un dado presentano aspetti im¬ 
prevedibili. Poiché in questi fenomeni 
non esiste una chiara relazione tra causa 
ed effetto, si dice che contengono ele¬ 
menti aleatori. Eppure fino a poco tem¬ 
po fa non vi erano validi motivi per du¬ 
bitare che in linea di principio si po¬ 
tesse giungere a una prevedibilità rigo¬ 
rosa. Si riteneva che bastasse raccogliere 
ed elaborare una quantità sufficiente di 
informazione. 

Questa opinione è stata modificata da 
una scoperta sorprendente. Semplici si¬ 
stemi deterministici, anche costituiti da 
pochi elementi, possono manifestare un 
comportamento aleatorio. Questa alea- 
torietà è di natura essenziale e non scom¬ 
pare se si raccolgono ulteriori informa¬ 
zioni. A questo genere di aleatorietà si è 
dato il nome di caos. 

Un paradosso apparente è che il caos 
è deterministico, cioè è generato da re¬ 
gole fìsse che, di per sé, non contengono 
alcun elemento casuale. In linea di prin¬ 
cipio il futuro è determinato compieta- 
mente dal passato, ma in pratica le pic¬ 
cole indeterminazioni vengono amplifi¬ 


cate; quindi, benché il comportamento 
sia prevedibile a breve scadenza, alla 
lunga risulta imprevedibile. Nel caos vi 
è ordine: soggiacenti al comportamento 
caotico vi sono eleganti forme geometri¬ 
che che creano l’aleatorietà così come il 
cartaio mescola un mazzo di carte o un 
cuoco mescola rimpasto di un dolce. 

La scoperta del caos ha creato un pa¬ 
radigma nuovo fra i modelli scientifici. 
Da una parte comporta resistenza di 
nuove limitazioni fondamentali alla no¬ 
stra capacità di compiere previsioni; dal¬ 
l’altra, il determinismo inerente al caos 
implica che molti fenomeni aleatori sono 
più prevedibili di quanto si pensasse. 
Informazioni apparentemente aleatorie 
raccolte in passato (e archiviate perché 
ritenute troppo complicate) oggi posso¬ 
no essere spiegate in termini di leggi 
semplici. Il caos ci consente di scoprire 
l’ordine in sistemi diversissimi fra loro 


come l’atmosfera, un rubinetto che goc¬ 
ciola e il cuore. Ne è conseguita una ri¬ 
voluzione che sta coinvolgendo molte 
branche diverse della scienza. 

C he origine ha il comportamento cao¬ 
tico? Il moto browniano è un esem¬ 
pio classico di aleatorietà. Osservando al 
microscopio un granello di polvere in 
una bacinella d’acqua, lo si vede muo¬ 
versi con un tremolio continuo e capric¬ 
cioso. Ciò è dovuto alle molecole d’ac¬ 
qua circostanti che, mosse dall’agitazio¬ 
ne termica, bombardano la particella di 
polvere. Poiché le molecole d’acqua so¬ 
no invisibili e sono numerosissime, il 
movimento preciso della particella di 
polvere è affatto imprevedibile. Qui la 
rete delle azioni causali tra le varie sot¬ 
tounità può essere così intricata da ren¬ 
dere affatto aleatoria la configurazione 
del moto risultante. 


D caos deriva dall'operazione geometrica dello stiramento. Su un ritratto del matematico fran¬ 
cese Henri Poincaré, il fondatore della teoria dei sistemi dinamici, ne è illustrato Peffetto. 
L'immagine di partenza (in alio a sinistra) è stata discretizzata per consentire a un calcolatore 
di effettuare lo ^ramento. Una semplice trasformazione matematica stira Timmagine diagonal¬ 
mente, come se fosse dipinta su un foglio di gomma. Quando il foglio esce dal riquadro, viene 
tagliato e reinserito dall'altra parte, come si vede neU'immagine /. (Il numero sopra ciascuna 
immagine indica quante volte è stata effettuata la trasformazione.) La ripetizione dell'operazione 
ha per effetto di scompaginare la faccia {immagini 2-4). 11 risultato finale è una combinazione 
casuale di colori, che si presenta come uno strato omogeneo di verde {immagini 10 e 18). Talvolta 
accade che alcuni punti tornino in prossimità delle loro posizioni iniziali, provocando una breve 
ricomparsa deU'immagine originale {immagini 47-48, 239-241). La trasformazione illustrata è 
particolare In quanto il fenomeno della «ricorrenza di Poincaré» (come viene chiamata in mec¬ 
canica statistica) si presenta molto più spesso del solito; in generale in una trasformazione caotica 
generica la ricorrenza è rarissima e si presenta forse una volta sola nel corso della vita dell'uni¬ 
verso. In presenza di (luttazioni di fondo di entità qualunque, l'intervallo tra una ricorrenza e 
l'altra è di solito così lungo che tutta l'informazione relativa aH'immagine originale va perduta. 
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Il tipo di caos di cui parleremo non ha 
bisogno di un gran numero di sottounità 
o di azioni invisibili. La presenza di 
un comportamento aleatorio in sistemi 
semplicissimi giustifica un riesame delle 
fonti delPaleatorietà anche in grandi si¬ 
stemi, come quello meteorologico. 

Che cosa rende il moto dell’atmosfera 
tanto più difficile da prevedere del moto 
del sistema solare? Entrambi i sistemi 
sono costituiti da molte componenti e 
sono retti dalla seconda legge della dina¬ 
mica, F = ma, che può essere conside¬ 
rata una semplice ricetta per prevedere 
il futuro. Se le forze Fagenti su una mas¬ 
sa m assegnata sono note, lo è anche 


l’accelerazione a. Dalle regole dell’ana¬ 
lisi segue allora che se la posizione e la 
velocità di un oggetto possono essere mi¬ 
surate a un istante dato, esse restano de¬ 
terminate per sempre. Si tratta di un 
principio molto potente, tanto che nel 
Settecento il grande matematico france¬ 
se Simon de Laplace affermò che, date 
la posizione e la velocità di tutte le par¬ 
ticelle dell’universo, egli sarebbe stato 
capace di prevederne l’evoluzione futura 
per l’eternità. Benché molte evidenti dif¬ 
ficoltà pratiche si oppongano alla realiz¬ 
zazione del programma di Laplace, per 
oltre un secolo sembrò che nulla ne in¬ 
firmasse la legittimità, almeno in linea di 


principio. L’applicazione letterale del¬ 
l’affermazione di Laplace al comporta¬ 
mento umano portò alla conclusione fi¬ 
losofica che questo comportamento fos¬ 
se completamente predeterminato e che 
il libero arbitrio non esistesse. 

La scienza del Novecento ha visto il 
crollo del determinismo di Laplace e per 
due ragioni molto diverse. La prima è la 
meccanica quantistica: un dogma fonda- 
mentale di questa teoria è il principio 
d’indeterminazione di Heisenberg, se¬ 
condo il quale vi è una limitazione essen¬ 
ziale alla precisione con cui possono es¬ 
sere misurate la posizione e la velocità di 
una particella. Questa indeterminazione 
dà una buona spiegazione di certi feno¬ 
meni aleatori, come la disintegrazione 
radioattiva. Il nucleo è così piccolo che 
il principio d’indeterminazione pone una 
limitazione fondamentale alla conoscen¬ 
za del suo moto ed è impossibile racco¬ 
gliere informazioni sufficienti a prevede¬ 
re il momento della sua disintegrazione. 

Su scala più grande, però, la fonte del- 
l’imprevedibilità dev’essere cercata al¬ 
trove. Alcuni fenomeni macroscopici so¬ 
no prevedibili e altri no, e questa distin¬ 
zione non ha nulla a che fare con la mec¬ 
canica quantistica. La traiettoria di una 
palla, per esempio, è intrinsecamente 
prevedibile, e un giocatore sfrutta istin¬ 
tivamente questo fatto. Invece la traiet¬ 
toria di un palloncino spinto dall’aria che 
ne esce impetuosamente non è prevedi¬ 
bile; il palloncino caracolla e muta rotta 
capricciosamente in istanti e in punti che 
è assolutamente impossibile prevedere. 
Il palloncino segue le leggi di Newton 
esattamente come la palla: allora, per¬ 
ché è tanto più difficile prevederne il 
comportamento? 

L’esempio classico di questa dicoto¬ 
mia è il moto dei fluidi. In certe condi¬ 
zioni il moto di un fluido è laminare (cioè 
uniforme, stazionario e regolare) e facile 
da prevedere a partire dalle equazioni. 
In altre condizioni il moto del fluido è 
turbolento (cioè non uniforme, non sta¬ 
zionario e irregolare) e quindi difficile da 
prevedere. Il passaggio dal comporta¬ 
mento laminare a quello turbolento è 
ben noto a chiunque, viaggiando in ae¬ 
reo, sia passato improvvisamente da una 
zona di calma a una di tempesta. Qual è 
la causa della differenza essenziale tra il 
moto laminare e quello turbolento? 

per capire appieno perché si tratti di 
^ un vero e proprio enigma, pensiamo 
a un ruscello di montagna. L’acqua tur¬ 
bina e schizza come se avesse una mente 
propria, spostandosi prima di qua e poi 
di là. Tuttavia i massi sono ben piantati 
nel letto del ruscello e i suoi tributari gli 
forniscono acqua a un tasso quasi co¬ 
stante. Da dove nasce allora l’aleatorietà 
del moto dell’acqua? 

Al fisico sovietico Lev D. Landau, 
scomparso di recente, è attribuita una 
spiegazione del moto aleatorio dei fluidi 
che ha tenuto il campo per molti anni: il 
moto di un fluido turbolento conterreb¬ 


Laplace, 1776 

«Lo stato attuale del sistema della natura consegue evidentemente da 
quello che era all'istante precedente e se noi immaginassimo un'intelli¬ 
genza che a un istante dato comprendesse tutte le relazioni fra le entità 
di questo universo, essa potrebbe conoscere le rispettive posizioni, i moti 
e le disposizioni generali di tutte quelle entità in qualunque istante del 
passato o del futuro. 

«L’astronomia fisica, la branca della scienza che rende il massimo 
onore alla mente umana, ci dà un’idea, ancorché imperfetta, di quale 
sarebbe questa intelligenza. La semplicità della legge che regola il moto 
del corpi celesti e le relazioni fra le loro masse e distanze ci consentono 
di seguire i loro moti con l'analisi fino a un certo punto; e per poter 
determinare io stato del sistema di questi grandi corpi nei secoli passati 
o in quelli futuri è sufficiente ai matematico conoscere tramite l’osserva¬ 
zione la loro posizione e la loro velocità in un istante qualunque. L'uomo 
deve questo vantaggio alla potenza degli strumenti impiegati e al piccolo 
numero di relazioni che entrano nei suo calcoli. Ma l'ignoranza delle 
diverse cause che concorrono alia formazione degli eventi come pure la 
loro complessità, insieme con l'imperfezione dell'analisi, ci impediscono 
di conseguire la stessa certezza rispetto alla grande maggioranza dei 
fenomeni. Vi sono quindi cose che per noi sono incerte, cose più o meno 
probabili, e noi cerchiamo di rimediare airimpossibilità di conoscerle 
determinando i loro diversi gradi di verosimiglianza. Accade così che alla 
debolezza della mente umana si debba una delle più fini e ingegnose fra 
le teorie matematiche, la scienza del caso o della probabilità.»» 


Poincaré, 1903 

«Una causa piccolissima che sfugga alla nostra attenzione determina 
un effetto considerevole che non possiamo mancar di vedere, e allora 
diciamo che l’effetto è dovuto al caso. Se conoscessimo esattamente le 
leggi della natura e la situazione dell'universo all'istante iniziale, potrem¬ 
mo prevedere esattamente la situazione dello stesso universo in un istan¬ 
te successivo. Ma se pure accadesse che le leggi naturali non avessero 
più alcun segreto per noi. anche in tal caso potremmo conoscere la 
situazione iniziale solo approssimativamente. Se questo ci permettesse 
di prevedere la situazione successiva con la stessa approssimazione, 
non ci occorrerebbe di più e dovremmo dire che il fenomeno è stato 
previsto, che è governato da leggi. Ma non sempre è così; può accadere 
che piccole differenze nelle condizioni iniziali ne producano di grandissi¬ 
me nei fenomeni finali. Un piccolo errore nelle prime produce un errore 
enorme nei secondi. La previsione diviene impossibile e si ha un feno¬ 
meno fortuito. >• 


Le opinioni di due luminari sul caso e sulla probabilità messe a confronto. 11 matematico francese 
Pierre Simon de Laplace sosteneva che le leggi della natura implicano un rìgido determinismo 
e una prevedibilità totale, benché le imperfezioni delle osservarìoni rendano necessario intro¬ 
durre la teorìa delle probabilità. Nella citazione di Poincaré è prefigurata Popinione odierna 
secondo al quale indeterminazioni arbitrariamente piccole sullo stato del sistema possono am¬ 
plificarsi con il passare del tempo, rendendo impossibili le previsioni sul futuro lontano. 
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be molte oscillazioni diverse e indipen¬ 
denti. Via via che il fluido si muove più 
in fretta, e diventa perciò più turbolento, 
le oscillazioni entrano nel moto una alla 
volta. Benché le singole oscillazioni pos¬ 
sano essere semplici, la complessità del 
moto combinato rende impossibile pre¬ 
vedere il flusso complessivo. 

La teoria di Landau, tuttavia, è stata 
confutata. Il comportamento aleatorio 
si presenta anche in sistemi semplicissi¬ 
mi, senza bisogno di complicazioni o in¬ 
determinazioni. Il matematico francese 
Henri Poincaré se ne rese conto all’inizio 
del secolo, quando osservò che fenome¬ 
ni imprevedibili e «fortuiti» possono pre¬ 
sentarsi nei sistemi in cui una piccola va¬ 
riazione nel presente provoca una varia¬ 
zione molto più ampia nel futuro. Il con¬ 
cetto si chiarisce se si pensa a un sasso 
posto in equilibrio sulla cima di un mon¬ 
te. Una spintarella in un verso o in un 
altro basta a farlo rotolare giù lungo per¬ 
corsi molto diversi. Il sasso è sensibile a 
piccole azioni solo quando è sulla cima 
del monte; i sistemi caotici invece sono 
sensibili in ogni punto del loro moto. 

Un semplice esempio servirà a illu¬ 
strare quanto certi sistemi fisici siano 
sensibili alle azioni esterne. Consideria¬ 
mo una partita a biliardo; idealizzandola 
un po’ si può supporre che le palle si 
muovano sul tavolo e si urtino con una 
perdita di energia trascurabile. Con un 
solo colfK) il giocatore provoca fra tutte 
le palle una prolungata successione di 
collisioni. Naturalmente il giocatore de¬ 
sidera conoscere gli effetti del colpo. Se 
]X)ssedesse un controllo perfetto del pro¬ 
prio colpo, per quanto tempo potrebbe 
dimostrarsi valida la previsione della 
traiettoria della palla colpita dalla stec¬ 
ca? Ebbene, se il giocatore ignorasse ef¬ 
fetti anche minimi, per esempio l’attra¬ 
zione gravitazionale di un elettrone si¬ 
tuato ai margini della galassia, la sua pre¬ 
visione sarebbe errata già dopo un solo 
minuto! 

Questo cospicuo aumento dell’inde¬ 
terminazione deriva dal fatto che le palle 
sono curve e che a ciascuna collisione 
vengono amplificate le piccole differen¬ 
ze nel punto di contatto. Quest’amplifi¬ 
cazione è esponenziale: viene composta 
a ogni collisione, come accade per le ge¬ 
nerazioni successive dei batteri quando 
spazio e cibo siano illimitati. Qualunque 
effetto, p>er quanto piccolo, acquista ra¬ 
pidamente prop>orzioni macroscopiche. 
Questa è una delle caratteristiche fonda- 
mentali del caos. 

L’amplificazione esponenziale degli 
errori dovuta alla dinamica del caos co¬ 
stituisce la seconda ragione dell’insuc¬ 
cesso di Laplace. La meccanica quanti¬ 
stica comporta che le misure iniziali sia¬ 
no sempre imprecise e il caos fa sì che le 
imprecisioni superino rapidamente la ca¬ 
pacità di fare previsioni. Senza il caos 
Laplace avrebbe potuto sperare che gli 
errori restassero limitati, o almeno cre¬ 
scessero abbastanza lentamente da con¬ 
sentirgli di fare previsioni a lungo termi¬ 



Lo spazio degli stati è un concetto utile per visualizzare il comportamento di un sistema dinamico. 
Si tratta di uno spazio astratto le cui coordinate sono i gradi di libertà del moto del sistema. Il 
moto di un pendolo (i/i alto), per esempio, è determinato dalia posizione e dalla velocità iniziali. 
Il suo stato è quindi un punto di un piano le cui coordinate sono posizione e velocità (m basso). 
Quando il pendolo compie le sue oscillazioni il punto descrive un*«orbita», cioè un cammino, 
nello spazio degli stati. Per un pendolo ideale, sen7.a attrito, Torbita è una curva chiusa (in basso 
a sinistra); se c’è attrito, l’orbita è una spirale che tende a un punto (in basso a destra). 


ne. In presenza del caos le previsioni so¬ 
no invece destinate a raggiungere ben 
presto un’imprecisione madornale. 

Il più ampio quadro concettuale dal 
quale il caos emerge è la cosiddetta teo¬ 
ria dei sistemi dinamici. Un sistema di¬ 
namico si compone di due parti: le carat¬ 
teristiche del suo stato (cioè le informa¬ 
zioni essenziali sul sistema) e la dinamica 
(una regola che descrive l’evoluzione 
dello stato nel tempo). L’evoluzione può 
essere visualizzata in uno spazio degli 
stati, una costruzione astratta le cui co¬ 
ordinate sono le componenti dello stato. 
In generale le coordinate dello spazio 
degli stati variano secondo il contesto; 
p)er un sistema meccanico potrebbero es¬ 
sere la posizione e la velocità, ma per un 
modello ecologico potrebbero essere le 
popolazioni delle diverse specie. 

Un buon esempio di sistema dinamico 
è offerto dal pendolo semplice. Per de¬ 
scrivere completamente il suo moto ba¬ 
stano due variabili: la posizione e la ve¬ 
locità. Lo stato è quindi un punto del 
piano le cui coordinate sono posizione e 
velocità. Le leggi di Newton forniscono 
una regola, che assume la forma mate¬ 
matica di un’equazione differenziale, 
per descrivere l’evoluzione dello stato. 
Quando il pendolo oscilla avanti e indie¬ 
tro, il suo stato si sposta lungo una curva 
del piano, detta «orbita». Nel caso ideale 
di un pendolo privo di attrito, l’orbita è 
una curva chiusa; altrimenti è una curva 
a spirale che converge verso un punto 
corrispondente allo stato di quiete del 
pendolo. 

L’evoluzione temporale di un sistema 
dinamico può avvenire sia in tempo con¬ 
tinuo sia in tempo discreto. Nel primo 
caso si parla di flusso, nel secondo di 
applicazione. Un pendolo si muove con 


continuità da uno stato a un altro e quin¬ 
di viene descrìtto da un flusso in tempo 
continuo. Il numero degli insetti che na¬ 
scono ogni anno in una data zona e l’in¬ 
tervallo temporale tra le gocce di un ru¬ 
binetto che gocciola vengono invece de¬ 
scritti in modo più naturale da un’appli¬ 
cazione in tempo discreto. 

Per vedere come un sistema si evolva 
a partire da un dato stato iniziale si può 
usare la dinamica (cioè le equazioni del 
moto) per effettuare uno sp>ostamento 
incrementale lungo un’orbita. Questo 
metodo per ricavare il comportamento 
del sistema richiede un impegno di cal¬ 
colo proporzionale all’intervallo di tem¬ 
po in cui si desidera seguire l’orbita. Per 
certi sistemi semplici, come il pendolo 
senza attrito, le equazioni del moto pos¬ 
sono talora possedere una soluzione in 
forma chiusa, che è una formula che 
esprime qualunque stato futuro in termi¬ 
ni dello stato iniziale. Una soluzione in 
forma chiusa rappresenta una scorciato¬ 
ia, un algoritmo più semplice, che con¬ 
sente di prevedere il futuro solo in base 
allo stato iniziale e all’istante finale, sen¬ 
za bisogno di passare per gli stati inter¬ 
medi. Con una soluzione di questo tipo 
l’impegno algoritmico necessario per se¬ 
guire il moto del sistema è grosso modo 
indipendente dal tempo desiderato. Da¬ 
te le equazioni del moto dei pianeti e 
della Luna, nonché le posizioni e le ve¬ 
locità della Terra e della Luna, si posso¬ 
no prevedere, per esempio, le eclissi con 
anni di anticipo. 

1 successi ottenuti agli inizi della fisica 
nel trovare soluzioni in forma chiusa per 
svariati sistemi semplici fecero nascere la 
speranza che soluzioni di questo genere 
esistessero per qualunque sistema mec¬ 
canico. Oggi si sa che ciò, purtroppo, in 
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generale non è vero. Il comportamento 
imprevedibile dei sistemi dinamici caoti¬ 
ci non può essere espresso mediante una 
soluzione in forma chiusa e di conse¬ 
guenza non esiste alcuna scorciatoia per 
prevedere tale comportamento. 

ondimeno lo spazio degli stati costi- 
tuisce uno strumento potente per 
descrivere il comportamento dei sistemi 
caotici. Lo spazio degli stati è utile per¬ 
ché consente di rappresentare il compor¬ 
tamento in forma geometrica. Per esem¬ 
pio, un pendolo soggetto ad attrito pri¬ 
ma o poi si arresta e ciò nello spazio degli 
stati corrisponde a un’orbita che tende 
verso un punto. Il punto non si muove - 
è un punto fisso - e, poiché attrae le or¬ 
bite vicine, lo si chiama attrattore. Se si 
dà una debole spinta a un pendolo, esso 
toma allo stesso attrattore fisso. Tutti i 
sistemi che col tempo pervengono a uno 
stato di quiete possono essere caratteriz¬ 
zati da un punto fisso nello spazio degli 
stati. Questo è un caso particolare di un 


fenomeno generalissimo, che si presenta 
quando le perdite, dovute per esempio 
aH’attrito o alla viscosità, fanno sì che le 
orbite siano attratte verso una regione 
più piccola dello spazio degli stati avente 
un numero inferiore di dimensioni. An¬ 
che queste regioni sono chiamate attrat¬ 
tori. In termini grossolani, un attrattore 
è ciò in cui si stabilizza o verso cui è 
attratto il comportamento di un sistema. 

Alcuni sistemi alla lunga non tendono 
alla quiete e passano invece ciclicamente 
per una successione periodica di stati. 
Un esempio è costituito dall’orologio a 
pendolo, in cui l’energia perduta per gli 
attriti viene reintegrata da una molla o 
da un peso. Il pendolo continua a ripe¬ 
tere lo stesso moto. Nello spazio degli 
stati un moto siffatto corrisponde a 
un’orbita periodica o ciclo. Indipenden¬ 
temente da come un p>endolo venga 
posto in oscillazione, il ciclo che rappre¬ 
senta il limite cui esso tende a lungo ter¬ 
mine è sempre lo stesso. Gli attrattori di 
questo tipo si chiamano pertanto cicli li¬ 


mite. Un altro sistema ben noto che ha 
come attrattore un ciclo limite è il cuore. 

Un sistema può possedere più attrat¬ 
tori. In tal caso condizioni iniziali diverse 
possono portare ad attrattori diversi. 
L’insieme dei punti che si evolvono ver¬ 
so un dato attrattore costituisce il suo 
bacino di attrazione. L’orologio a pen¬ 
dolo possiede due di questi bacini: se lo 
spostamento del pendolo dalla posizione 
di quiete è piccolo, esso toma in questa 
posizione; se invece lo spostamento è 
grande, l’orologio si avvia e il pendolo si 
mette a oscillare in modo stabile. 

La forma di attrattore immediatamen¬ 
te più complicata è il toro, che somiglia 
alla superficie di una ciambella. Questa 
forma descrive un moto costituito da due 
oscillazioni indipendenti, moto talvolta 
detto quasiperiodico. (Se ne possono co¬ 
struire esempi fisici mediante oscillatori 
elettrici pilotati.) Nello spazio degli stati 
l’orbita si avvolge intorno al toro; una 
delle due frequenze è determinata dalla 
velocità con cui l’orbita gira intorno al 



Gli attrattori sono forme geometriche che caratterizzano il comporta¬ 
mento a lungo termine nello spazio degli stati. In altri termini, un 
attrattore è ciò verso cui si stabilizza, o è attratto, il comportamento di 
un sistema. Nel caso rafngurato gli attrattori sono in blu mentre gli stati 
iniziali sono in rosso. Le traiettorie (in verde)^ partendo dagii stati 
iniziali, finiscono con ravvicinarsi agli attrattori. Il tipo di attrattore 
più semplice è un punto fisso (in alio a sinistra). Questo attrattore 
corrisponde a un pendolo soggetto ad attrito: il pendolo ritorna sempre 
nella stessa posizione di quiete, indipendentemente da come abbia co¬ 
minciato a oscillare (si veda la parte a destra dell*illustrazione della 
pagina precedente), L*attrattore immediatamente più complicato è un 
ciclo limite (in alto al centro)^ che nello spazio degli stati è una curva 


chiusa. Un ciclo limite descrive oscillazioni stabili, come il moto di un 
orologio a pendolo o il battito cardiaco. Le osciilazionì composte, ca¬ 
ratteristiche del comportamento quasiperiodico, corrispondono a un 
attrattore a forma di toro (in alto a destra). Tutti e tre questi attrattori 
sono prevedibili: il loro comportamento può essere previsto con una 
precisione arbitraria. Gli attrattori caotici, invece, corrispondono a 
moti imprevedibili e hanno una forma geometrica più complicata. Nella 
parte inferiore deif immagine sono illustrati tre esempi di attrattori 
caotici; da sinistra a destra, essi sono stati scoperti rispettivamente da 
Edward N. Lorenz, da Otto E. Ròssier e da uno degli autori (Shaw). 
Le immagini sono state ottenute ricorrendo a semplici sistemi di e- 
quazioni differenziali aventi uno spazio degli stati tridimensionale. 
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toro nella dimensione minore, mentre 
l’altra dipende dalla velocità con cui l’or¬ 
bita si sposta lungo la dimensione mag¬ 
giore. Gli attrattori possono essere an¬ 
che tori con un numero più elevato di 
dimensioni e che rappresentano una 
combinazione di più di due oscillazioni. 

La caratteristica più importante del 
moto quasiperiodico è che, nonostante 
la sua complessità, esso è prevedibile. 
Anche se l’orbita non si ripete mai esat¬ 
tamente. come accade se le frequenze 
del moto non hanno un divisore comu¬ 
ne, il moto resta regolare. Le orbite che 
cominciano vicine tra loro sul toro ri¬ 
mangono vicine tra loro e la prevedibili¬ 
tà a lungo termine è assicurata. 

P no a tempi piuttosto recenti gli unici 
attrattori conosciuti erano i punti, i 
cicli limite e i tori. Nel 1963 Edward N. 
Lorenz, del Massachusetts Institute of 
Technology, scoprì un esempio concreto 
di sistema a poche dimensioni che ha un 
comportamento complesso. Spinto dal 
desiderio di comprendere l'imprevedibi- 
litàdelle condizioni meteorologiche, Lo¬ 
renz partì dalle equazioni del moto di un 
fluido (l’atmosfera può essere considera¬ 
ta un fluido) e semplificandole ottenne 
un sistema dotato di tre soli gradi di li¬ 
bertà. Il sistema, però, si comportava in 
un modo evidentemente aleatorio che 
non poteva essere caratterizzato adegua¬ 
tamente da nessuno dei tre attrattori noti 
a quel tempo. L’attrattore che osservò, 
e che ora viene chiamato attrattore di 
Lorenz, fu il primo esempio di attrattore 
caotico, o attrattore strano. 

Servendosi di un calcolatore digitale 
per simulare il proprio semplice model¬ 
lo, Lorenz chiarì il meccanismo fonda- 
mentale che dava luogo all’aleatorietà 
osservata: le perturbazioni microscopi- 
che vengono amplificate fino a interferi¬ 
re con il comportamento macroscopico. 
Due orbite corrispondenti a condizioni 
iniziali prossime divergono con velocità 
esponenziale e quindi restano vicine tra 
loro soltanto per breve tempo. Per gli 
attrattori non caotici la situazione è qua¬ 
litativamente diversa, poiché le orbite 
vicine restano vicine l’una all’altra, gli 
errori piccoli restano limitati e il com¬ 
portamento è prevedibile. 

La chiave per interpretare il compor¬ 
tamento caotico sta nella comprensione 
di una semplice operazione di stiramen¬ 
to e piegatura, che ha luogo nello spazio 
degli stati. La divergenza esponenziale è 
un fenomeno locale: dal momento che la 
dimensione (size) degli attrattori è fini¬ 
ta, due orbite situate su un attrattore 
caotico non possono continuare a diver¬ 
gere esponenzialmente per sempre. Ne 
segue che l’attrattore deve ripiegarsi su 
se stesso. Benché le orbite divergano e 
seguano strade sempre più diverse, pri¬ 
ma o poi devono passare di nuovo una 
accanto all’altra. Le orbite situate su un 
attrattore caotico vengono mescolate da 
questo processo più o meno come un 
mazzo di carte viene mescolato dal car- 


A 





Un attrattore caotico ha una struttura molto più complicata di uno prevedibile come un punto, 
un ciclo limite o un toro. Se molto ingrandito, un attrattore caotico ri presenta come una super¬ 
ficie non regolare e contenente pieghe. L'immagine presenta I passag^ che portano alla costru¬ 
zione di un attrattore caotico nel caso più semplice: quello di Ròssier (in basso). Le traiettorie 
vicine suH'oggetto devono «stirarsi», cioè divergere, esponenzialmente (in alto); nel caso illu¬ 
strato la distanza fra traiettorie vicine diventa circa il doppio. Inoltre, per restare compatto, 
l’oggetto deve «ripiegarsi» su se stesso (al centro): la superficie si piega su se stessa finché le due 
estremità s’incontrano. Osservato in molti sistemi, dal moto dei fluidi alle reazioni chimiche, 
l’attrattore di Ròssier illustra la massima di Einstein che la natura predilige le forme semplici. 
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taio. L'aleatorietà delle orbite caotiche 
è una conseguenza di questo processo di 
mescolamento. D processo di stiramento 
e piegatura avviene più volte e produce 
pieghe dentro altre pieghe, airinfìnito. 
In altre parole, un attrattore caotico è un 
frattale, cioè un oggetto che rivela par¬ 
ticolari sempre più numerosi via via che 


viene ingrandito (si veda l'illustrazione 
nella pagina a fronte). 

Il caos mescola le orbite nello spazio 
degli stati esattamente come un fornaio 
impasta il pane. Ci si può immaginare 
ciò che accade alle traiettorie vicine su 
un attrattore caotico versando nella pa¬ 
sta una goccia di colorante blu. L'impa¬ 


statura è una combinazione di due azio¬ 
ni: lo stendimento della pasta, che fa dif¬ 
fondere il colorante, e il ripiegamento 
della pasta su se stessa. Dapprima la 
chiazza di colorante semplicemente si al¬ 
lunga, ma p>oi viene ripiegata e dopo un 
tempo piuttosto lungo si trova stirata e 
ripiegata molte volte. Osservandolo da 



La divergenza delle traiettorie vicine è la ragione di fondo per la quale 
il caos porta alPimprevedibilità. Una misurazione perfetta corrispon¬ 
derebbe a un punto dello spazio degli stati, ma tutte le misurazioni reali 
sono imprecise e generano un alone di indeterminazione. Lo stato ef¬ 
fettivo può essere in qualunque punto interno a questo alone. Come si 
vede qui nel caso dell'attrattore di Lorenz, Timprecisione delia misura 
iniziale è rappresentata da 10 000 puntini rossi, che alPinizio sono cosi 


vicini tra loro da essere indistinguibili. Via via che ciascun punto si 
muove per effetto delle equazioni, l'alone viene stirato e forma un lungo 
(Ilo sottile, che poi si piega su se stesso molte volte, fino a quando i punti 
risultano diffusi su tutto l'attrattore. Ora la previsione è impossibile: 
lo stato finale può essere in qualunque punto dell'attrattore. Per un 
attrattore prevedibile, invece, tutti gli stati finali rimangono vicini tra 
loro. 1 numeri sopra l'illustrazione sono in uniti di 1/200 di secondo. 
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vicino, si vede che rimpasto consiste in 
molti strati, alternativamente blu e bian¬ 
chi. Già dopo 20 passaggi la lunghezza 
iniziale della macchia è aumentata più di 
un milione di volte e il suo spessore si è 
assottigliato fino a dimensioni molecola¬ 
ri. Il colorante blu è completamente me¬ 
scolato con rimpasto. Il caos agisce allo 
stesso modo, ma invece di mescolare pa¬ 
sta mescola lo spazio degli stati. Ispiran¬ 
dosi a questa immagine del mescolamen¬ 
to, Otto E. Ròssler, dell'Università di 
Tùbingen, ha ideato l’esempio più sem¬ 
plice di attrattore caotico in un flusso {si 
veda l'illustrazione a pagina 15). 

Quando si compiono osservazioni su 
un sistema fisico, è impossibile determi¬ 
nare esattamente lo stato del sistema a 
causa degli inevitabili errori di misura¬ 
zione. Quindi lo stato del sistema non è 
situato in un unico punto, bensì all'inter¬ 
no di una piccola regione dello spazio 
degli stali. Benché sia l’indeterminazio¬ 
ne quantistica che impone le dimensioni 
ultime di questa regione, in pratica vari 
tipi di rumore limitano la precisione del¬ 
le misurazioni introducendo errori so¬ 
stanzialmente più grandi. La piccola re¬ 
gione determinata da una misurazione 
corrisponde alla chiazza di colorante blu 
nell'impasto. 

Q uando si effettua una misurazione 
collocando il sistema in una piccola 
regione dello spazio degli stati, si ricava 
una certa quantità di informazione sui 
sistema. Quanto più accurata è la misu¬ 
razione, tanto maggiore è la conoscenza 
che l’osservatore ricava sullo stato del 
sistema. Viceversa, quanto più ampia è 
la regione tanto più incerto è l'osserva¬ 
tore. Poiché nei sistemi non caotici i 
punti vicini rimangono vicini durante l’e¬ 
voluzione temporale, una misurazione 
fornisce una certa quantità d'informa¬ 
zione che si conserva nel tempo. Questo 
è proprio il senso in cui questi sistemi 
sono prevedibili: le misurazioni iniziali 
contengono informazioni che possono 
essere sfruttate per prevederne il com¬ 
portamento futuro. In altri termini, i si¬ 
stemi dinamici prevedibili non sono mol¬ 
to sensibili agli errori di misurazione. 

L’operazione di stiramento e piegatu¬ 
ra di un attrattore caotico elimina siste¬ 
maticamente l’informazione iniziale e la 
sostituisce con informazione nuova: lo 
stiramento amplifica le indeterminazioni 
su piccola scala, la piegatura avvicina 
traiettorie molto lontane tra loro e can¬ 
cella l’informazione su grande scala. 
Quindi gli attrattori caotici si comporta¬ 
no come una sorta di pompa, poiché por¬ 
tano a manifestazione macroscopica le 
fluttuazioni microscopiche. È chiaro al¬ 
lora che non può esistere alcuna soluzio¬ 
ne esatta, alcuna scorciatoia per preve¬ 
dere il futuro. DopK) un breve intervallo 
di tempo l’indeterminazione corrispon¬ 
dente alla misura iniziale ricopre tutto 
l’attrattore e tutta la capacità di previsio¬ 
ne è perduta: non vi è più alcun legame 
causale tra passato e futuro. 







GII attrattori caotici sono frattali, cioè oggetti che rivelano un numero sempre più grande di 
particolari via via che vengono ingranditi. Il caos genera frattali in modo naturale. Le traiettorie 
vicine si allontanano, ma perché il moto resti finito prima o poi devono ripiegarsi e riawicinarsi 
tra loro. Ciò avviene ripetutamente e si generano così pieghe dentro le pie^, all'infinito. Michel 
Hénon, dell'Osservatorio dì Nizza, ha scoperto una regola semplice che stira e piega il piano, 
portando ogni punto in una posizione nuova. Da un unico punto iniziale sono stali tracciati tutti 
i punti successivi ottenuti applicando ripetutamente la regola di Hénon. La figura geometrica 
risultante (a) è un esempio di attrattore caotico. In ò il quadratino rosso è ingrandito dicci vol¬ 
te. La rìpethione dd procedimento (e, d) rivela nei particolari la struttura microscopica dd- 
l'attrattore. L'illustrazione in basso raffigura un bacino di attrazione della mappa di Hénon. 
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Gli attrattori caotici fungono locai* 
mente da amplificatori di rumore. Una 
piccola fluttuazione, dovuta magari a ru¬ 
more termico, provoca dopo breve tem¬ 
po un ampio scostamento nella posizio¬ 
ne delPorbita. Ma gli attrattori caotici 
differiscono dagli ordinari amplifìcatori 
di rumore per un aspetto importante. 
Poiché si suppone che lo stiramento e la 
piegatura siano ripetuti e continui, qual¬ 
siasi minuscola fluttuazione finisce per 
dominare il moto e il comportamento 
qualitativo è indipendente dal livello di 
rumore. Perciò non è possibile «calma¬ 
re» direttamente i sistemi caotici, per 
esempio abbassandone la temperatura. 
I sistemi caotici generano aleatorietà di 
per sé, senza bisogno di alcun apporto 
aleatorio esterno. Il comportamento 
aleatorio scaturisce da qualche cosa di 
più di una semplice amplificazione degli 
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errori e da una perdita della capacità di 
previsione; è dovuto alle orbite comples¬ 
se generate da stiramento e piegatura. 

Si osservi che tanto il comportamento 
caotico quanto quello non caotico si pos¬ 
sono presentare in sistemi conservativi, 
cioè privi di dissipazione. Qui le orbite 
non tendono a disporsi su un attrattore, 
ma sono confinate su una superficie di 
energia. La dissipazione, però, è impor¬ 
tante in molti sistemi reali, se non in tut¬ 
ti, ed è naturale aspettarsi che il concetto 
di attrattore abbia un'utilità generale. 

li attrattori caotici con poche dimen- 

sioni hanno inaugurato un nuovo 
dominio della teoria dei sistemi dinami¬ 
ci, ma resta da stabilire se abbiano a che 
fare con Taleatorietà dei sistemi fisici. La 
prima prova sperimentale a sostegno 
dell'ipotesi che alla base del moto alea¬ 
torio dei fluidi vi siano attrattori caotici 
fu piuttosto indiretta. L’esperimento fu 
condotto nel 1974 da Jerry P. Gollub 
dell'Haverford College e da Harry L. 
Swinney dell'Università del Texas ad 
Austin. La prova risultò indiretta perché 
i ricercatori si concentrarono non sull'at- 
trattore in sé, ma sulle proprietà statisti¬ 
che che lo caratterizzano. 

Il sistema studiato era una cella di 
Couette, che è costituita da due cilindri 
concentrici; lo spazio fra i due cilindri è 
occupato da un fluido e uno o entrambi 
i cilindri vengono fatti ruotare a una cer¬ 
ta velocità angolare. All'aumentare del¬ 
la velocità angolare il fluido manifesta 
configurazioni di flusso sempre più com¬ 
plesse, che dipendono dal tempo in mo¬ 
do complicato {si veda rillustrazione di 
questa pagina). Gollub e Swinney in so¬ 
stanza misuravano la velocità del fluido 
in un dato punto. All’aumentare della 
velocità di rotazione, osservarono prima 
una transizione da una velocità costante 
nel tempK) a una velocità che variava pe¬ 
riodicamente e infine a una velocità che 
variava in modo non periodico. Il cuore 
deH'esperimento era questa transizione 
al moto non periodico. 

L’esperimento doveva distinguere tra 
due modelli teorici che prevedevano un 
diverso comportamento del fluido al va¬ 
riare della velocità di rotazione. Il mo¬ 
dello di Landau per il moto aleatorio dei 
fluido prevedeva che all'aumentare della 
velocità venisse eccitato un numero sem¬ 
pre maggiore di oscillazioni indipendenti 
del fluido. L’attrattore associato era un 


I risultati sperimentali confortano Tipotesi che 
gli attrattori caotici siano alla base di alcuni 
tipi di moto aleatorio dei fluidi. L'acqua con¬ 
tenuta in una cella di Couette, che è costituita 
da due cilindri concentrici, è raffigurata in tre 
fotografie in successione. Lo spazio fra 1 due 
cilindri viene riempito d'acqua; quindi il cilin¬ 
dro interno viene posto in rotazione con una 
data velocità angolare (a). All'aumentare di 
questa velocità, il fluido manifesta un moto 
dall'andamento sempre più complesso (à): 
prima irregolare (c) e infine caotico (éO» 


toro a molte dimensioni. Il modello di 
Landau era stato messo in discussione da 
David Ruelle dell'Institut des Hautes 
Études Scientifiques, presso Parigi, e da 
Floris Takens, dell'Università di Gro- 
ningen, nei Paesi Bassi. Le loro argo¬ 
mentazioni matematiche inducevano a 
credere che non fosse plausibile che nel 
moto dei fluidi si presentasse l’attrattore 
associato con il modello di Landau. I ri¬ 
sultati suggerivano invece che qualun¬ 
que toro multidimensionale potesse dar 
luogo a un attrattore caotico, come ave¬ 
va postulato per primo Lorenz. 

Gollub e Swinney scoprirono che a 
bassa velocità di rotazione il flusso non 
variava nel tempo: l’attrattore soggia¬ 
cente era un punto fisso. All'aumentare 
della velocità angolare l'acqua comincia¬ 
va a oscillare con una sola frequenza in¬ 
dipendente e l’attrattore corrispondente 
era un ciclo limite (un’orbita periodica); 
quando poi la rotazione diveniva ancora 
più veloce, l'oscillazione assumeva due 
frequenze indipendenti, e l'attrattore 
corrispondente era un toro bidimensio¬ 
nale. La teoria di Landau prevedeva 
che, aumentando ulteriormente la velo¬ 
cità di rotazione, questa tendenza di 
comportamento venisse confermata, nel 
senso che dovessero via via comparire 
altre frequenze distinte. In corrispon¬ 
denza di una velocità di rotazione critica, 
invece, compariva all'improvviso una 
gamma di frequenze continua. Quest'os¬ 
servazione era in accordo con il «flusso 
non periodico determinìstico» di Lo¬ 
renz, e corroborava la sua idea che alla 
base della turbolenza dei fluidi vi siano 
gii attrattori caotici. 

T 'analisi di Gollub e Swinney awalora- 
^ va l'idea che gli attrattori caotici po¬ 
tessero essere alla base di alcuni moti 
aleatori dei fluidi, ma il loro lavoro non 
fu certo conclusivo. Sarebbe auspicabile 
dimostrare esplicitamente resistenza nei 
dati sperimentali di un attrattore caotico 
semplice. In genere un esperimento non 
registra tutti gli aspetti di un sistema, ma 
solo alcuni. Gollub e Swinney non riu¬ 
scirono a registrare tutto il flusso della 
cella di Couette, ma solo la velocità del 
fluido in un dato punto. Il compito dello 
studioso è «ricostruire» l'attrattore dai 
dati limitati ottenuti. E ciò non è sempre 
possibile; se l’attrattore è troppo compli¬ 
cato qualcosa andrà perduto. In certi ca¬ 
si, però, è possibile ricostruire la dinami¬ 
ca a partire da dati limitati. 

Una tecnica introdotta da noi e posta 
su solide basi matematiche da Takens 
consentì di ricostruire lo spazio degli sta¬ 
ti e di cercare gli attrattori caotici. L’idea 
di base è che l’evoluzione di ciascuna 
componente di un sistema è determinata 
da quelle componenti con le quali inte¬ 
ragisce. Pertanto nella storia di ciascuna 
com|X)nente sono contenute implicita¬ 
mente informazioni sulle componenti 
con cui interagisce. Per ricostruire uno 
spazio degli stati «equivalente», si con¬ 
sidera una singola componente e si trat¬ 


18 







Un rubinetto che gocciobi è un esempio molto comune di sistema che 
può subire una transizione caotica. L'attrattore soggiacente viene rico¬ 
struito riportando a coppie in un grafico gli intervalli di tempo flra gocce 
successive, come appare nella parte in alto dell'illustrazione. Gli attrat¬ 
tori ricostruiti a partire da un reale rubinetto che gocciola (a, c) non 
sono di qualità inferiore agli attrattori generati mediante varianti della 
regoU di Hénon (à, d). (L'attrattore di Hénon completo è a pagina 17.) 
Le illustrazioni e e/sono state ricostruite da flussi d'acqua ad alta 


velocità e rappresentano presumibilmente sezioni di attrattori caotici 
finora mai osservati. In ciascuno dei grafici sono sUte impiegate le 
coordinate ritardo temporale. La coordinaU orizzontale è che è 
l'intervallo fra la goccia ii e la goccia n -1. La coordinaU verticale è 
l'intervallo di tempo successivo, i, e la terza coordinaU, ortogonale 

alU pagina, Quindi ciascun punto è individuato da una tema 

di numeri (f«, f« t, f« 2 ) che sono sUti tracciati per un insieme di 
4094 campioni. Alle illustrazioni btdè sUto aggiunto mmore simulato. 


tano i valori misurati con ritardi tempo¬ 
rali fissi (un secondo prima, due secondi 
prima, e così via, per esempio) come se 
fossero nuove dimensioni. 

I valori ritardati possono essere consi¬ 
derati come nuove coordinate, che defi¬ 
niscono un singolo punto in uno spazio 
degli stati multidimensionale. Ripeten¬ 
do il procedimento e scegliendo i ritardi 
con riferimento a istanti diversi, si pos¬ 
sono generare molti di questi punti. Si 
possono poi sfruttare altre tecniche per 
verificare se questi punti giacciono su un 


attrattore caotico o no. Benché questa 
rappresentazione sia per molti aspetti ar¬ 
bitraria, risulta che in essa vengono con¬ 
servate le proprietà importanti di un at¬ 
trattore, le quali non dij>endono dai par¬ 
ticolari della ricostruzione. 

L’esempio che useremo per illustrare 
questa tecnica ha il pregio di essere noto 
e accessibile quasi a tutti. Molti sanno 
che le gocce che cadono da un rubinetto 
che gocciola presentano un andamento 
periodico. L’intervallo fra due gocce 
successive può essere regolarissimo, e 


molti, nelle notti d’insonnia, sono stati 
con l'orecchio teso ad aspettare che ca¬ 
desse la goccia successiva. Meno noto è 
il comportamento di un rubinetto quan¬ 
do la velocità del flusso è un po’ più ele¬ 
vata. Si può spesso individuare un regi¬ 
me in cui le gocce, pur cadendo sempre 
separate, cadono con un ritmo che non 
si ripete mai, come un tamburo che im¬ 
provvisi cadenze sempre nuove. (È un 
esperimento che chiunque può effettua¬ 
re facilmente; i rubinetti senza frangigei- 
to funzionano meglio.) Il passaggio dal- 
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Tandamento ritmico a quello apparente¬ 
mente aleatorio ricorda la transizione 
dal regime laminare a quello turbolento 
di un fluido. È p>ossibile che alla base di 
questa aleatorietà vi sia un attrattore 
caotico semplice? 

Lo studio sperimentale di un rubinet¬ 


to che gocciola fu eseguito presso TUni- 
versità della California a Santa Cruz da 
uno degli autori (Shaw) in collaborazio¬ 
ne con Peter L. Scott, Stephen C. Pope 
e Philip J. Martein. La prima variante 
delPesperimento consistè nel far cadere 
le gocce da un normale rubinetto su un 


microfono e nel registrare i corrispon¬ 
denti impulsi sonori. A pagina 19 sono 
illustrati alcuni risultati tipici di un espe¬ 
rimento un po’ più raffinato. Un grafico 
in cui gli intervalli fra le gocce siano ri¬ 
portati a coppie è uno strumento efficace 
per ricavare una sezione dell’attrattore 




0 1 1.4 1.6 2 

PARAMETRO DI CONTROLLO (k) 


La transizione al caos è illustrata da un diagramma di biforcazione, in 
cui una famiglia di attrattori (asse verticale) è rappresentata in fùnzione 
di un parametro di controllo {asse orizzontale). Il diagramma è stato 
generato da un semplice sistema dinamico che associa un numero a un 
altro. U sistema dinamico impiegato è l*applicazione circolare ed è 
definito dall'equazione ricorsiva x» + i = o) + x» + kJ2n sin (2 n x*). 
Per ciascun valore scelto del parametro di controllo k un calcolatore ha 
tracciato Tattrattore corrispondente. I colori esprimono la probabilità 
di trovare i punti sugli attrattori: il rosso corrisponde a regioni visitate 
spesso, il verde a regioni visitate meno spesso e il blu a regioni visitate 
di rado. Al crescere di à da 0 a 2 (si veda il disegno a sinistra)^ il 
diagramma illustra due cammini verso il caos: una strada quasiperio- 
dica (da à = 0 a à = 1, che corrisponde alla regione verde qui sopra) 
e una strada di «raddoppio del periodo» (da à = 1,4 a à = 2). La strada 
quasiperìodka è equivalente, sotto il profilo matematico, a un cammino 
che passa attraverso un attrattore a forma di toro. Nella strada del 
raddoppio del periodo, che è basata sulPattrattore a ciclo limite, le 
diramazioni si presentano a coppie, secondo la serie geometrica 2,4,8, 
16, 32 e cosi via. Le iterazioni oscillano tra le coppie dei rami. (Per un 
valore particolare di k - per esempio 1,4 • le iterazioni visitano soltanto 
tre valori. Per k più grande, questa «orbita di perìodo tre» raddoppia 
il suo periodo e visita sei valori; poi, con un ulteriore raddoppio ne visita 
12, e via di questo passo.) Da ultimo la struttura delle diramazioni 
diventa cosi fine che ne emerge una struttura a banda continua: si 
raggiunge una soglia oltre la quale fa la sua comparsa il caos. 
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soggiacente. Nel regime periodico, per 
esempio, il menisco dal quale si staccano 
le gocce si sposta in un modo continuo e 
ripartitivo che potrebbe essere rappre¬ 
sentato da un ciclo limite nello spazio 
degli stati. Ma neH’esperimento reale 
questo movimento continuo è inaccessi¬ 
bile; vengono registrati solo gli intervalli 
tra il distacco di una goccia e della suc¬ 
cessiva. £ come quando si applica una 
luce stroboscopica a un moto regolare su 
una curva chiusa: se la cadenza è scelta 
bene, si vede solo un punto fisso. 

11 risultato più interessante dell’espe- 
rimento fu che nel regime non periodico 
del rubinetto gocciolante furono effetti¬ 
vamente trovati attrattori caotici. L’a- 
leatorietà delle gocce sarebbe potuta de¬ 
rivare da cause invisibili, per esempio da 
piccole vibrazioni o da correnti d’aria. 
Ma, se fosse stato così, non vi sarebbe 
stata alcuna relazione particolare fra un 
intervallo e il successivo e il grafico dei 
dati presi a coppie avrebbe avuto ras[>et- 
to di una chiazza informe. 11 fatto che nei 
grafici compaiano delle strutture dimo¬ 
stra che l’aleatorietà possiede una ba¬ 
se deterministica. In particolare molti 
gruppi di dati hanno una forma a ferro 
di cavallo che è caratteristica del sempli¬ 
ce processo di stiramento e piegatura de¬ 
scritto in precedenza. Questa forma ca¬ 
ratteristica può essere considerata come 
r«istantanea» di una piegatura in atto, 
per esempio una sezione parziale dell’at- 
trattore di Ròssler (si veda Villustrazione 
a pagina 15). Altri gruppi di dati appa¬ 
iono più complicati; potrebbero essere 
sezioni di attrattori a più dimensioni. At¬ 
tualmente la geometria degli attrattori a 
più di tre dimensioni è quasi compieta- 
mente sconosciuta. 

S e un sistema è caotico, quanto è cao¬ 
tico? Una misura del caos è l’^entro- 
pia» del moto, che è grosso modo il tasso 
medio di stiramento e piegatura, ovvero 
il tasso medio al quale viene generata 
l’informazione. Un’altra stima è la «di¬ 
mensione» dell’attrattore. Se un sistema 
è semplice, il suo comportamento do¬ 
vrebbe essere descritto da un attrattore 
dotato di poche dimensioni nello spazio 
degli stati, come negli esempi fomiti in 
questo articolo. Per individuare lo stato 
di un sistema più complicato potrebbe 
essere necessario usare parecchi numeri, 
e l’attrattore corrispondente avrebbe un 
numero maggiore di dimensioni. 

La tecnica di ricostruzione, affiancata 
da misurazioni di entropia e di dimen¬ 
sione, consente di riesaminare il moto 
del fluido studiato da Gollub e Swinney. 
Ciò è stato fatto da alcuni ricercatori del 
gruppo di Swinney in collaborazione con 
due degli autori (Crutchfield e Farmer). 
La tecnica di ricostruzione ci ha permes¬ 
so di ottenere immagini dell’attrattore 
soggiacente. Queste immagini non ci 
danno la sensazionale dimostrazione di 
un attrattore di poche dimensioni, come 
gli studi di altri sistemi, per esempio il 
rubinetto gocciolante. Tuttavia, le misu¬ 


razioni dell’entropia e della dimensione 
rivelano che il moto irregolare del fluido 
in prossimità della transizione nella cella 
di Couette può essere descritto da attrat¬ 
tori caotici. All’aumentare della velocità 
di rotazione della cella, aumentano an¬ 
che l’entropia e la dimensione degli at¬ 
trattori sog^acenti. 

Negli ultimi anni si è dimostrato che 
un numero crescente di sistemi ha un’a- 
leatorietà dovuta a un attrattore caotico 
semplice. Fra questi il moto di convezio¬ 
ne di un fluido riscaldato in una piccola 
scatola, i livelli oscillanti della concen¬ 
trazione in una reazione chimica per ri¬ 
mescolamento, la contrazione delle cel¬ 
lule cardiache di pollo e un gran numero 
di oscillatori elettrici e meccanici. Inol¬ 
tre si è dimostrato che i modelli al calco¬ 
latore di certi fenomeni, che vanno dalle 
epidemie all’attività elettrica di una cel¬ 
lula nervosa alle oscillazioni delle stelle, 
possiedono questo tipo semplice di alea¬ 
torietà. Sono in corso anche esperimenti 
diretti a cercare il caos in aree disparate 
quali le onde cerebrali e l’economia. 

Si deve tuttavia sottolineare che la 
teoria del caos è ben lungi dall’essere 
una panacea. Molti gradi di libertà pos¬ 
sono anche dar luogo a moti complicati 
che sono effettivamente aleatori. Anche 
quando si sappia che un dato sistema è 
caotico, questo fatto da solo non dice 
molto. Un buon esempio è costituito da¬ 
gli urti reciproci e dai rimbalzi delle mo¬ 
lecole di un gas. Sapere che questo siste¬ 
ma è caotico non rende più facile la pre¬ 
visione del suo comportamento. Le mo¬ 
lecole del sistema sono così numerose 
che si può solo sf>erare in una descrizione 
statistica e le proprietà statistiche fonda- 
mentali possono essere ricavate senza 
prendere in considerazione il caos. 

Vi sono altri problemi non ancora stu¬ 
diati, nei quali il ruolo del caos è ignoto. 
Che cosa si può dire per esempio di con¬ 
figurazioni spaziali continuamente mu- 
tevoli, come le dune del Sahara, o della 
turbolenza pienamente sviluppata? Non 
è chiaro se configurazioni spaziali com¬ 
plesse possano essere descritte utilmente 
da un unico attrattore in un unico spazio 
degli stati. Comunque l’esperienza con 
gli attrattori più semplici può forse con¬ 
tribuire a guidarci verso un quadro più 
articolato, che può comprendere interi 
complessi di forme deterministiche mo¬ 
bili nello spazio e affini agli attrattori 
caotici. 

L esistenza del caos ha conseguenze 
per il metodo scientifico stesso. Il 
metodo classico per verificare una teoria 
è fare previsioni e confrontarle |X)i con i 
dati sperimentali. Ma se i fenomeni sono 
caotici, le previsioni a lungo termine so¬ 
no intrinsecamente impossibili e nel giu¬ 
dicare la bontà della teoria si deve tener 
conto anche di questo. Quindi il proce¬ 
dimento di verifica di una teoria diviene 
un’operazione molto più delicata, basata 
su proprietà statistiche e geometriche 
anziché su previsioni particolareggiate. 


Il caos rappresenta una nuova sfida 
per il punto di vista riduzionistico, se¬ 
condo cui un sistema può essere compre¬ 
so scomponendolo e poi studiandone le 
singole parti. Questo punto di vista è sta¬ 
to largamente seguito nella scienza an¬ 
che perché sono moltissimi i sistemi per 
i quali il comp>ortamento del tutto è ef¬ 
fettivamente la somma delle parti. Il 
caos, tuttavia, dimostra che un siste¬ 
ma può manifestare un comportamento 
complicato come risultato di un’intera¬ 
zione non lineare semplice tra poche 
componenti soltanto. 

Il problema si sta facendo acuto in 
un’ampia gamma di discipline scientifi¬ 
che, dalla descrizione della fisica micro¬ 
scopica alla costruzione di modelli per il 
comportamento macroscopico degli or¬ 
ganismi biologici. Negli ultimi anni la ca¬ 
pacità di ricavare conoscenze particola¬ 
reggiate sulla struttura di un sistema ha 
compiuto progressi formidabili, ma la 
capacità di integrare queste conoscenze 
è stata ostacolata dall’assenza di una cor¬ 
nice concettuale adatta entro la quale 
descrivere il comportamento qualitati¬ 
vo. Anche quando si possegga una map¬ 
pa completa del sistema nervoso di un 
organismo semplice, come il nematode 
studiato da Sidney Brenner dell’Univer¬ 
sità di Cambridge, non è possibile rica¬ 
varne il comportamento dell’organismo. 
Analogamente, la speranza che la fisica 
possa raggiungere la compiutezza grazie 
a una comprensione sempre più partico¬ 
lareggiata delle forze fisiche e dei costi¬ 
tuenti fondamentali è infondata. L’inte¬ 
razione delle componenti a una data sca¬ 
la può provocare su scala più vasta un 
comportamento globale complesso che 
in generale non può essere ricavato dalla 
conoscenza delle singole componenti. 

Spesso il caos è visto in termini delle 
limitazioni che comporta, come la man¬ 
canza di prevedibilità. Ma accade che la 
natura sfrutti il caos in modo costruttivo. 
Grazie aU’amplifìcazione delle piccole 
fluttuazioni, esso può consentire ai siste¬ 
mi naturali di accedere alla novità. Una 
preda che sfugga all’attacco di un preda¬ 
tore potrebbe usare un controllo caotico 
del volo come un elemento di sorpresa 
per sfuggire alla cattura. L’evoluzione 
biologica richiede la variabilità genetica, 
e il caos offre un mezzo per la struttura¬ 
zione delle variazioni aleatorie, fornen¬ 
do così la possibilità di porre la variabi¬ 
lità sotto il controllo dell’evoluzione. 

Anche il progresso intellettuale è ba¬ 
sato sull’introduzione di idee nuove e su 
nuove connessioni fra idee vecchie. La 
creatività innata potrebbe essere basata 
su un processo caotico, che amplifica se¬ 
lettivamente piccole fluttuazioni e le fog¬ 
gia in stati mentali macroscopici coerenti 
che vengono esperiti come pensieri. In 
certi casi i pensieri possono essere deci¬ 
sioni o essere percepiti come un esercizio 
della volontà. Sotto questa luce, il caos 
fornisce un meccanismo che spiega il li¬ 
bero ^bitrio nell’ambito di un mondo 
retto da leggi deterministiche. 
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POUR LA SCIENCE n. 62, dicembre 1982 


Determinismo e caos 


di Vincent Croquette 


t evoluzione di certi sistemi fisici, per 
esempio un pendolo, un circuito 
J elettrico semplice, una sfera in 
caduta libera, può essere descritta con 
l’aiuto di una grandezza fisica misurabile 
(la variabile), del suo tasso di variazione 
(la derivata di questa variabile in rapporto 
al tempo), ed eventualmente del tasso di 
variazione del tasso di variazione della va¬ 
riabile (la sua derivata seconda in rappor¬ 
to al tempo). La soluzione dell’equazione 
differenziale che lega queste diverse gran¬ 
dezze consente di descrivere perfettamen¬ 
te l’evoluzione successiva del sistema, che 
viene allora detto deterministico. Nel ca¬ 
so della sfera in caduta libera, l’equazione 
differenziale del moto è particolarmente 
semplice, in quanto traduce il fatto che 
l’accelerazione del corpo (la derivata se¬ 
conda della sua posizione in rapporto al 
tempo) è costante e uguale al peso dell’u¬ 
nità di massa. Quindi, se si conoscono la 
posizione e la velocità della sfera a un 
istante dato (le condizioni iniziali), si può 
inserirle nella soluzione generale dell’e¬ 
quazione del moto per determinare la po¬ 
sizione e la velocità della sfera a qualsiasi 
istante successivo. 

Ancora fino a poco tempo fa, i fisici 
ritenevano che i sistemi deterministici ret¬ 
ti da un’equazione differenziale perfetta¬ 
mente nota avessero soluzioni regolari, 
come nel caso delle oscillazioni di un pen¬ 
dolo o della traiettoria di una sfera in ca¬ 
duta libera. Osservazioni successive, pe¬ 
rò, hanno dimostrato che quan do l’equa ¬ 
zione differenziale del sistemà~è «non li¬ 
neare» il~sì^ema stesso può avere com- 
portamenti caotici: a prima vista, si po- 

IreBbepensarechesia allora il caso a di¬ 
rigere il suo moto. Una «equazione diffe¬ 
renziale non lineare» è un’equazione in 
cui compaiono termini che non sono più 
semplicemente proporzionali alla variabi¬ 
le o a una delle sue derivate. L’equazione 
differenziale della sfera in caduta libera è 
effettivamente lineare, ma quella del pen¬ 
dolo semplice non lo è perché la forza che 
tende a riportare il pendolo nella sua po¬ 
sizione d’equilibrio varia al variare del se¬ 


no dell’angolo formato dal pendolo ri¬ 
spetto alla verticale. Se per angoli piccoli 
si può sostituire la funzione seno con una 
semplice legge lineare, per angoli ampi 
questa approssimazione diventa molto 
scadente. 

È occorso molto tempo perché si impo¬ 
nesse l’idea che i sistemi deterministici 
non sono retti da equazioni con soluzioni 
regolari, conoscibili con precisione infini¬ 
ta, in qualche modo perfette, benché non 
mancassero i controesempi, il più famoso 
dei quali è sicuramente la turbolenza nei 
fluidi. Essa presenta però una proprietà 
particolare che permette di spiegare il ca¬ 
rattere caotico delle soluzioni: in un fluido 
un’infinità di configurazioni, o modi, pos¬ 
sono diventare instabili e il fisico sovietico 
Lev Landau, intorno al 1950, aveva de¬ 
scritto la turbolenza come la manifesta¬ 
zione simultanea dell’insieme di questi 
modi, ciascuno associato a una frequenza 
particolare. Nel 1963 Edward Lorenz die¬ 
de un importante contributo al progresso 
delle conoscenze sull’argomento: per de¬ 
finire un modello dei moti convettivi di 
uno strato d’aria propose un sistema di 
equazioni molto semplici e perfettamente 
deterministiche le cui soluzioni, caotiche, 
descrivevano la turbolenza dello strato 
d’aria senza far intervenire questa infinita 
serie di modi. Da allora si è voluto vedere 
il caos un po’ dappertutto nei sistemi de¬ 
terministici semplici, e oggi i fisici si inte¬ 
ressano a numerosi fenomeni che, per 
quanto individuati, erano stati trascurati 
perché se ne attribuiva il carattere caotico 
all’inadeguatezza delle condizioni speri¬ 
mentali e non al carattere non lineare del¬ 
la loro equazione. 

La semplicità nel caos 

L’entusiasmo dei fisici per i sistemi sto¬ 
castici è legato anche al fascino delle strut¬ 
ture che questi sistemi possono avere: il 
carattere deterministico che si riteneva 
spesso cancellato dalla stocasticità si ma¬ 
nifesta, in certo qual modo, nell’ordine 
relativo che traspare dalle soluzioni cao¬ 


tiche. Il nome di «attrattori strani» dato 
alle rappresentazioni matematiche di que¬ 
ste soluzioni traduce bene quel fascino. 
Descriveremo più avanti alcuni di questi 
attrattori. 

Un semplice esempio matematico che 
illustra bene questi diversi aspetti della 
stocasticità è quello, ormai classico, delle 
iterazioni di una funzione la cui rappre¬ 
sentazione grafica ha la forma di una cam¬ 
pana. Le funzioni a una variabile sono 
espressioni matematiche il cui valore è de¬ 
terminato dal valore attribuito a una sola 
grandezza. Data quindi una funzione / 
della sola variabile jc, il processo di itera¬ 
zione, a partire da un valore iniziale xo, 
consiste nel calcolare /(jco) - il valore as¬ 
sunto dalla funzione /quando la variabile 
X ha valore jco - e nel chiamare x\ questo 
valore dìf(xo); il valore del terzo termine 
X 2 di questa successione è allora uguale a 
/(jci), e così via. Per certi tipi di funzioni 
/dipendenti da un parametro X, come per 
esempio la funzione/(jcì = 4Xjc(1 - :r),la 
successione Xn dei valo^consecutivi della 
funzione diventa caotica^l di là di un cer¬ 
to valore di X.; questa fase caotica è prece¬ 
duta da una fase regolare e la transizione 
verso il caos avviene in modo molto par¬ 
ticolare: nel caso della funzione f(x) = 
= 4Xjc(1 - Jc) la successione dei valori JCn, 
per un valore iniziale xo compreso tra zero 
e uno, tende verso un unico valore limite 
quando k è inferiore a 3/4. Per valori di k 
leggermente superiori a 3/4, la successio¬ 
ne non ammette più un limite unico, ma i 
suoi termini si avvicinano in alternativa a 
due valori: è avvenuto quello che si chia¬ 
ma un primo sdoppiamento. Quando il 
parametro k diventa superiore a 0,086237, 
la successione oscilla intorno a quattro va¬ 
lori: è comparso un secondo sdoppiamen¬ 
to. Gli sdoppiamenti si succedono poi a 
«cascata» all’aumentare del parametro k: 
un terzo sdoppiamento dà luogo a un ciclo 
di otto valori e così via, finché compare lo 
stato caotico per un valore di k corrispon¬ 
dente a un’infinità di sdoppiamenti. 

Questo esempio può sembrare troppo 
semplice e lontano dai sistemi fisici reali. 
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Eppure, Albert Libchaber e Jean Maurer 
deirÉcole Normale Supérieure hanno os¬ 
servato per primi, nel corso di esperimenti 
di turbolenza nell’elio e nel mercurio, una 
situazione del tutto analoga di transizione 
al caos. In seguito altri fisici hanno rileva¬ 
to questo tipo di fenomeno nei fluidi più 
comuni, per esempio l’acqua (Jerry P. 
Gollub e Marzio Giglio). 

Un dispositivo estremamente semplice, 
costituito da un’ago di bussola posto tra 
due campi magnetici, permette di presen¬ 
tare i principali aspetti dei sistemi deter¬ 
ministici in cui compare la stocasticità (si 
veda Villustrazione in questa pagina). Il 
fatto che questo esempio si ricolleghi alla 
meccanica classica è lungi dall’essere for¬ 
tuito: anche se viene ricordato raramente, 
la meccanica classica ha svolto un ruolo 
fondamentale nella comprensione di que¬ 
sti sistemi; il presente articolo vuole porre 
rimedio a questo scarso riconoscimento. 

Ueclissi della meccanica classica 

I successi conseguiti verso il 1930 dalla 
meccanica quantistica nella descrizione 
dei fenomeni microscopici hanno relegato 
in secondo piano la meccanica classica. 
Tuttavia, numerosi enigmi della meccani¬ 
ca classica, direttamente legati alla stoca¬ 
sticità, conservano la loro importanza. 
Non è stato risolto, per esempio, l’impor¬ 
tante problema dei tre corpi, nei confronti 
del quale Henri Poincaré manifesta, in 
una memoria del 1889, un profondo disa¬ 
gio: «Quale sarà il movimento di n punti 
materiali che si attirino reciprocamente in 
ragione diretta della loro massa e in ragio¬ 
ne inversa del quadrato delle distanze? Se 
n = 2, cioè se si ha a che fare con un pia¬ 
neta isolato e con il Sole, trascurando le 
perturbazioni dovute agli altri pianeti; 
l'integrazione è facile: i due corpi descri¬ 
vono delle ellissi, conformandosi alle leg¬ 
gi di Keplero. La difficoltà comincia se il 
numero n dei corpi è uguale a tre; il pro¬ 
blema dei tre corpi ha sfidato finora tutti 
i tentativi di analisi, dato che l’integrazio¬ 
ne rigorosa e completa è manifestamente 
impossibile.» Poincaré propone così il 
concetto di non integrabilità di un proble¬ 
ma di meccanica, cioè il fatto che non si 
potrà mai trovare una soluzione esatta a 
questo problema. L’esempio della busso¬ 
la posta tra due campi magnetici precisa 
il concetto di problema integrabile e mo¬ 
stra perché certi problemi, analoghi a 
quello dei tre corpi, non siano integrabili. 

/ problemi integrabili 

Per risolvere un problema di meccanica 
à cerca innanzitutto il suo numero di gradi 
di libertà, cioè il numero di variabili di cui 
si ha bisogno per descrivere la configura¬ 
zione del sistema considerato a un istante 
dato. Un punto materiale che si sposti lun¬ 
go un asse possiede un solo grado di liber¬ 
tà: basta conoscere la sua ascissa in rap¬ 
porto a un punto scelto come origine per 
determinare senza alcuna ambiguità la 
sua posizione; un pianeta considerato co¬ 


me un punto materiale possiede tre gradi 
di libertà; un sistema di due corpi, sei gra¬ 
di di libertà; uno di tre corpi, nove gradi 
di libertà. La configurazione di un sistema 
a N gradi di libertà è dunque definita da 
Avariabili dette di posizione, ma per de¬ 
terminare lo stato fisico del sistema occor¬ 
re inoltre conoscere il valore delle velocità 
associate ai diversi gradi di libertà o, più 
esattamente, la quantità di moto di ciascu¬ 
no dei corpi (cioè la massa del corpo mol¬ 
tiplicata per la sua velocità). Lo stato del 
sistema è dunque definito da IN coordi¬ 
nate, di cui N sono coordinate di posizio¬ 
ne e A coordinate di quantità di moto. Per 
descrivere l’evoluzione del sistema con¬ 
viene rappresentare il suo stato come un 
punto in uno spazio a 2A dimensioni, con 
la posizione del punto definita dalle 2A 
coordinate del sistema. Lo spazio così de¬ 
finito si chiama spazio delle fasi e la traiet¬ 
toria del punto che rappresenta il sistema 
in questo spazio è determinata, da una 
parte, dalle equazioni del moto, che for¬ 
mano un sistema di 2A equazioni diffe- 
^nziali che collegano le 2A coordinate 
del sistema (in cui sono compresi i diversi 
accoppiamenti tra i gradi di libertà), ma 
anche, d’altra parte, dal punto di partenza 
di questa traiettoria, ossia dalle condizio¬ 
ni iniziali del sistema. 

Integrare il problema consiste nel risol¬ 
vere il sistema di 2A equazioni differen¬ 
ziali che descrive la traiettoria nello spazio 
delle fasi. La difficoltà della soluzione de¬ 
riva dagli accoppiamenti tra le diverse 


equazioni; il metodo per risolvere questo 
sistema di 2A equazioni consiste nel tro¬ 
vare una trasformazione di coordinate che 
permetta al sistema di 2A equazioni di 
scindersi in A sistemi di due equazioni 
equivalenti a quelle di un sistema a un 
grado di libertà. Consideriamo, per esem¬ 
pio, il caso di due oscillatori armonici 
identici formati da due masse mobili lun¬ 
go un asse, ciascuna delle quali collegata 
a una molla ( 5 / veda Villustrazione a pagi¬ 
na 36). Se questi due oscillatori, che for¬ 
mano un sistema a due gradi di libertà, 
sono accoppiati tramite una terza molla, 
la posizione xi, della prima massa dipen¬ 
derà dalla sua velocità vi ma anche dalla 
posizione X 2 e dalla velocità V 2 della se¬ 
conda massa. Se ora scriviamo le equazio¬ 
ni del moto nel sistema di coordina¬ 
te Xi = xi + X 2 e X 2 = xi -r X 2 , Vi = 
= Vi -H V 2 e 1^2 = Vi - V 2 , le equazioni 
che contengono Xi e Vi sono separate da 
quelle che contengono X 2 CV 2 : abbiamo 
trovato, tramite queste trasformazioni, i 
modi caratteristici del sistema, cioè due 
nuovi oscillatori indipendenti. 

In termini generali, un sistema a A gra¬ 
di di libertà è integrabile se lo si può scom¬ 
porre in A sistemi indipendenti a un grado 
di libertà. Il problema è trovare le coor¬ 
dinate di questi modi caratteristici. La co¬ 
sa è sempre possibile quando il sistema è 
lineare, e quindi tutti i problemi lineari 
sono integrabili. Nel caso dei sistemi non 
lineari invece questa determinazione dei 
modi caratteristici è molto più difficile e. 
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L’ago di una bussola posto all’interno di due campi magnetici, uno fisso Bo e l’altro rotante Bu 
può avere, quando lo si avvia fissando le condizioni iniziali, un comportamento caotico. In questo 
tipo di comportamento, i moti dell’ago sembrano aleatori (o caotici); eppure, l’equazione del moto 
dell’ago è perfettamente nota (o deterministica). Due coppie di bobine di Helmholtz (le cui dimen¬ 
sioni sono state qui ridotte) producono, se sono percorse da correnti elettriche sinusoidali, il campo 
magnetico fisso Bq e il campo magnetico rotante Bi. Questi due campi magnetici si trovano nel 
piano di rotazione dell’ago, la cui posizione è data dall’angolo 6 tra esso e il campo magnetico fisso 
00. Quando il campo magnetico Bi ruota a velocità angolare eoo costante, l’angolo (|) tra i due campi 
magnetici è uguale al prodotto della velocità angolare (oo per il tempo. Questo semplice dispositivo 
permette di osservare i moti caotici di un sistema che è tuttavia perfettamente deterministico. 
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nella grande maggioranza dei casi, impos- 
sibile. La nozione di non integrabilità è 
dunque strettamente legata al carattere 
non lineare del sistema, per quanto si 
conoscano sistemi non lineari che sono in¬ 
tegrabili, come per esempio il pendolo 
semplice. 

Il fatto che sia possibile scomporre un 
sistema a N gradi di libertà in N sistemi 
separati significa che esistono N costanti 
del moto. Tutti i sistemi meccanici possie¬ 
dono almeno una costante del moto, che 
generalmente è l’energia: ne risulta che la 
traiettoria del sistema nello spazio delle 
fasi deve appartenere a una ipersuperficie 
di energia costante a 2N-1 dimensioni. 
Quando il sistema è integrabile esistono 
N costanti del moto e la traiettoria del 
punto rappresentativo deve appartenere a 
un’ipersuperficie molto più «piccola», di 

dimensioni soltanto. Questa ipersuper¬ 
ficie è un po’ particolare essendo il «pro¬ 
dotto» delle N traiettorie dei sistemi a un 
grado di libertà; vedremo che finché l’e¬ 
voluzione di un sistema a un grado di li¬ 
bertà resta circoscritta, cioè confinata in 
un volume finito dello spazio delle fasi, la 
traiettoria del sistema appartiene alla fa¬ 
miglia della circonferenza, e l’ipersuperfi- 
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eie che rappresenta la sua evoluzione è 
allora il prodotto di N circonferenze, cioè 
un toro di dimensioni N (il toro comune, 
come per esempio una camera d’aria, è in 
realtà il prodotto di due circonferenze 
indipendenti). 

Nel caso che il sistema non sia integra¬ 
bile, è impossibile trovare N costanti del 
moto; di solito ne esiste una sola, vale a 
dire l’energia. La traiettoria è allora molto 
più «libera» in quanto appartiene a una 
ipersuperficie di dimensione 2A^—1. Ne 
deriva che, aH’interno dei sistemi a N 
gradi di libertà (per i quali la dimensione 
dello spazio delle fasi è uguale a 2N), la 
classe dei problemi integrabili appare co¬ 
me un sottoinsieme molto piccolo (se N è 
superiore al). Quando il sistema ha sol¬ 
tanto due gradi di libertà (A^ = 2) i pro¬ 
blemi integrabili sono quelli le cui traiet¬ 
torie nello spazio delle fasi si collocano 
su tori di dimensione due, mentre le 
traiettorie dei sistemi non integrabili a 
due gradi di libertà si collocano a priori 
su ipersuperfici a tre (2 x 2 - 1) dimen¬ 
sioni. Pertanto, il numero di gradi di li¬ 
bertà è uguale o superiore a due e in ge¬ 
nere i problemi di meccanica non sono più 
integrabili. 



SPAZIO DELLE FASI 
(DUE DIMENSIONI) 


Le illusioni perdute dei deterministi 

Che cosa significa che un sistema non è 
integrabile? Sono molti i casi in cui la ma¬ 
tematica non consente la descrizione esat¬ 
ta dei fenomeni: non esiste, per esempio, 
un metodo per calcolare il valore esatto 
delle radici di un’equazione di n-esimo 
grado. Tutti noi conosciamo il metodo per 
trovare le radici dell’equazione di secon¬ 
do grado ax^ -F òx + c = 0; ben pochi 
sono coloro che conoscono i metodi per 
risolvere un’equazione di terzo e quarto 
grado; quando poi il grado dell’equazione 
è superiore a quattro, non esiste più un 
metodo generale di risoluzione, benché 
sia dimostrato che le equazioni di n-esimo 
grado possiedono in generale n radici. In 
meccanica classica, il problema della non 
integrabilità è molto diverso: un sistema è 
non integrabile non soltanto perché ci 
manca un metodo di soluzione, ma so¬ 
prattutto perché le sue traiettorie nello 
spazio delle fasi sono di tipo nuovo, sono 
traiettorie stocastiche. Ancora una volta 
fu Poincaré a osservare per primo questo 
tipo di soluzioni. 

Per dimostrare come sia possibile che 
sistemi perfettamente deterministici ab¬ 
biano soluzioni stocastiche e che cosa sia¬ 
no esattamente queste soluzioni, esami¬ 
niamo innanzitutto una delle proprietà es¬ 
senziali delle soluzioni regolari: in esse si 
associano i movimenti di A oscillatori, cia¬ 
scuno dei quali vibra alla propria frequen¬ 
za. Quando si analizza il sistema nei ter¬ 
mini di una delle grandezze dipendenti dal 
tempo, così come il nostro orecchio fa nel 
caso dei suoni, si ottiene la seguente cor¬ 
rispondenza: le soluzioni regolari sono co¬ 
me gli accordi in musica; l’energia è con¬ 
centrata in piccolissimi intervalli di fre¬ 
quenza (le differenti frequenze degli oscil¬ 
latori) e in intervalli corrispondenti alle 
frequenze delle loro armoniche (un’armo¬ 
nica è una vibrazione di frequenza pari a 
un multiplo intero della frequenza propria 
dell’oscillatore). Se si «ascoltasse» allo 
stesso modo un sistema stocastico, il no¬ 
stro orecchio potrebbe forse distinguere 
note di altezza (frequenza) ben definita, 
ma sentiremmo anche un «rumore» abba¬ 
stanza simile a quello di un torrente. Se si 
traccia in un grafie^ l’energia di vibrazio¬ 
ne in funzione della frequenza si ottiene 
lo spettro di Fourier; per le soluzioni re¬ 
golari lo spettro di Fourier è fatto di picchi 
infinitamente sottili, mentre gli spettri 
delle soluzioni stocastiche comportano 
anche righe larghe associate al rumore. 

C’è un altro criterio che permette di di¬ 
stinguere le soluzioni regolari dalle solu¬ 
zioni stocastiche: la sensibilità alle condi¬ 
zioni iniziali. Immaginiamo di costruire 
due bussole rigorosamente identiche e di 
porle in identiche configurazioni di campi 
magnetici, in condizioni iniziali rigorosa¬ 
mente uguali: i loro movimenti, regolari 
o stocastici che siano, saranno esattamen¬ 
te identici, il che ne evidenzia il carattere 
deterministico. Quando, caso più realisti¬ 
co, le condizioni iniziali dei due sistemi 
differiscono di pochissimo, l’evoluzione 
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Un oscillatore, un solido di massa M collegato a una molla e obbligato a muoversi lungo un asse, è 
un sistema a un grado di libertà: in un istante qualsiasi, è sufficiente un numero (l’ascissa) per 
descrivere la sua posizione (a). Per rappresentare il moto di questo solido, cioè l’evoluzione del 
sistema, conviene ricorrere a un punto in uno spazio a due dimensioni, lo spazio delle fasi, punto 
le cui coordinate sono la posizione x del solido e la sua velocità x. In questo spazio delle fasi, il pun¬ 
to rappresentativo del sistema descrive traiettorie che dipendono dalle condizioni imziali date 
al solido (posizione e velocità iniziali) nel momento in cui lo si è messo in movimento. Per questo 
sistema, le traiettorie sono tutte ellissi. Nel caso di due solidi collegati da molle e obbligati a muoversi 
lungo un asse Ojc (à), sono invece necessarie due grandezze per descrivere la configurazione del 
sistema: le ascisse jci e X 2 dei due solidi. Il sistema possiede due gradi di libertà e lo spazio delle fasi 
ha allora quattro dimensioni: le coordinate x\ e xi dei solidi e le loro velocità x\ e xi. Con queste 
coordinate, però, è difficile risolvere le equazioni del moto per determinare la traiettoria del punto 
rappresentativo del sistema nello spazio delle fasi. Operando il cambiamento di coordinate 
X = x\xitY = x\ - JC2, si ottengono equazioni identiche a quella del caso precedente risolvibile: 
in questo nuovo sistema di coordinate, le soluzioni sono quelle di oscillatori indipendenti e le 
traiettorie si inscrivono su tori a due dimensioni dello spazio delle fasi a quattro dimensioni (qui 
non rappresentato). Allo stesso modo, i problemi integrabili a N gradi di libertà sono problemi per 
i quali si possono porre le equazioni del moto sotto forma di sistemi corrispondenti a N oscillatori 
indipendenti; le traiettorie, nello spazio delle fasi a IN dimensioni, appartengono allora a tori di N 
dimensioni. (In realtà, il cambiamento di variabili è generalmente molto più difficile da trovare di 
quello del nostro esempio.) L’ago della bussola collocato nel solo campo magnetico fisso fio è un 
sistema integrabile; quando invece lo si colloca in due campi magnetici, uno fisso fio e uno rotante 
fii, si ottiene un sistema a due gradi di libertà, non integrabile, in cui si manifesta il caos. 
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SPAZIO DELLE FASI (DUE DIMENSIONI) 






OSCILLAZIONE REGOLARE 


ROTAZIONE COMPLETA 


Per descrivere i moti delFago rotante senza attriti in un campo magnetico fisso Bo si utilizzano le 
traiettorie di un punto che rappresenta il sistema in uno spazio detto spazio delle fasi. Le traiettorie 
sono identiche a quelle descritte dal punto rappresentativo di un pendolo semplice. In entrambi i 
casi lo spazio delle fasi contiene traiettorie di due tipi: le prime sono curve chiuse di forma simile 
a un’ellisse e corrispondenti a oscillazioni dell’ago (o del pendolo). Queste curve chiuse sono 
contenute in un dominio chiamato risonanza {in colore). Quando si fornisce all’ago energia suffi¬ 
ciente per effettuare rotazioni complete, la sua traiettoria nello spazio delle fasi è una curva aperta. 
I confini tra la risonanza e il dominio esterno contenente le traiettorie aperte si chiamano separatrici: 
esse corrispondono a moti dell’ago di energia appena sufficiente a permettergli di allinearsi nella 
direzione opposta a quella del campo magnetico fisso Bq, una posizione di equilibrio instabile. 


relativa delle due bussole dipende in mo¬ 
do fondamentale dalla natura dei loro mo¬ 
vimenti: se sono regolari, le bussole an¬ 
dranno progressivamente sfasandosi l’u- 
na rispetto all’altra, e la differenza tra i 
due movimenti crescerà linearmente nel 
tempo, come due orologi uno dei quali 
acceleri. In caso di traiettorie stocastiche, 
invece, la piccola differenza che esisteva 
all’inizio tra i due movimenti cresce espo¬ 
nenzialmente nel tempo, e i movimenti 
diventano diversissimi molto rapidamen¬ 
te, tanto che si stenta a credere che abbia¬ 
no avuto qualcosa in comune. In meteo¬ 
rologia, Lorenz ha denominato «effetto 
farfalla» il fatto che l’evoluzione dell’at¬ 
mosfera, di cui si intuisce il carattere cao¬ 
tico, venga radicahnente modificata da un 
cambiamento anche infimo delle condi¬ 
zioni iniziali, come potrebbe essere quello 
prodotto dal battito d’ali di una farfalla. 

Attualmente i risultati ottenuti nell’am¬ 
bito della stocasticità sono utilizzati in nu¬ 
merosi campi di studio: fisica dei plasmi, 
accelerazione di particelle, confinamento 
magnetico, stabilità delle fasce di Van Al¬ 
ien ecc. Inoltre, sono entrati a far parte di 
questo settore anche i sistemi dissipativi, 
cioè quelli in cui, contrariamente a quanto 
si studia in meccanica classica, l’energia 
non si conserva nel corso del tempo. Così, 
anche la turbolenza nei fluidi o nelle rea¬ 
zioni chimiche viene attualmente conside¬ 
rata da un’angolazione nuova e si può pre¬ 
vedere che nei prossimi anni numerosi ri¬ 
cercatori utilizzeranno questi risultati nei 
domini della fisica non lineare. 

Dal sistema integrabile 
al sistema non integrabile 

Torniamo alla nostra bussola posta in 
un campo magnetico uniforme e staziona¬ 
rio, per esempio il campo terrestre: quali 
che siano le condizioni iniziali, l’ago si al¬ 
linea con il campo magnetico dopo aver 
compiuto alcune oscillazioni da una parte 
e dall’altra. Se ruotasse senza alcun attri¬ 
to, l’ago oscillerebbe indefinitamente per¬ 
ché costituisce un sistema del tutto equi¬ 
valente al pendolo semplice: come que¬ 
st’ultimo, l’ago della bussola possiede un 
grado di libertà e appartiene alla classe dei 
sistemi per i quali l’insieme dei casi inte¬ 
grabili ha la stessa dimensione dell’insie- 
me delle soluzioni (per A = 1, si ha 
A = 2A — 1). Tutti i sistemi a un grado 
di libertà sono integrabili e anche il pen¬ 
dolo semplice, malgrado il suo carattere 
non lineare, lo è; come il nostro ago sog¬ 
getto a un campo magnetico fisso, il pen¬ 
dolo avrà solo movimenti regolari. 

Per far comparire movimenti stocastici 
occorre aumentare il numero di gradi di 
libertà: a questo scopo, si aggiunge al 
campo magnetico fisso un campo magne¬ 
tico rotante {si veda Villustrazione a pagi¬ 
na 35). In pratica, per aggiungere un cam¬ 
po magnetico rotante al campo magnetico 
terrestre (fisso) che agisce sull’ago, basta 
mettere una barretta magnetica sul piatto 
di un giradischi il cui asse coincida con 
quello dell’ago della bussola; si produce in 


questo modo un campo magnetico oriz¬ 
zontale in rotazione alla stessa velocità del 
piatto. Il sistema così realizzato, molto 
semplice, ci permette di osservare movi¬ 
menti stocastici di notevole complessità 
ma prima di affrontare la descrizione di 
questi movimenti cerchiamo di capire per¬ 
ché questo sistema possieda due gradi di 
libertà. 

Per restare nell’ambito della meccanica 
classica, supporremo che il piatto del gi¬ 
radischi ruoti senza attriti dopo essere sta¬ 
to avviato con velocità angolare coo e che 
quindi continui a ruotare a velocità co¬ 
stante grazie alla sua inerzia. In queste 
condizioni si può descrivere la configura¬ 
zione del sistema con due variabili: l’an¬ 
golo 0 tra l’ago e il campo magnetico 


fisso, e l’angolo cj) tra il campo magnetico 
rotante e il campo magnetico fisso. Tutta¬ 
via, questo sistema a due gradi di libertà 
è un po’ particolare, in quanto gli accop¬ 
piamenti tra l’ago e il magnete solidale 
al piatto hanno effetti molto asimmetri¬ 
ci: il movimento dell’ago della bussola è 
direttamente influenzato da quello del 
piatto (tramite il campo magnetico rotan¬ 
te), mentre il movimento del piatto è in¬ 
fluenzato in maniera ridottissima da quel¬ 
lo dell’ago. Ciò è tanto più vero in quanto 
il piatto ha una massa di molto superiore 
all’ago e la sua inerzia è molto più grande: 
i nel caso limite in cui la massa del piatto 
sia infinita, questo si comporta come un 
sistema isolato e il suo moto è solo una 
rotazione regolare; l’angolo cj) è uguale al 
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prodotto della velocità angolare eoo per il 
tempo t. Nello spazio delle fasi (0,0,4), (j)) 
a quattro dimensioni, l’evoluzione del si¬ 
stema avviene in un sottospazio a tre di¬ 
mensioni un po’ particolare: dato che è 
uguale a 0)0 X la derivataci) dell’angolo (() 
è uguale alla costante o)o e questo sotto¬ 
spazio è quindi (0, 0, cj)), con 0 che indica 
la velocità angolare dell’ago della bussola. 
Inoltre, l’evoluzione del punto rappresen¬ 
tativo del sistema lungo l’asse cj) è molto 
semplice perché l’angolo cj) varia in modo 
lineare nel tempo. 

Fino a questo punto abbiamo trascura¬ 
to l’influenza degli attriti che dissipano 
energia nei sistemi fisici, ma è proprio re¬ 
sistenza di questi attriti a determinare la 
natura di un sistema. Un sistema è non 


dissipativo, o hamiltoniano, in assenza di 
attrito, come nel caso dei sistemi celesti; 
i sistemi a noi più accessibili, invece, sono 
di solito dissipativi perché presentano at¬ 
triti: è il caso dell’ago della bussola. Noi 
prenderemo in esame in primo luogo le 
soluzioni del sistema non dissipativo otte¬ 
nuto tramite simulazioni al calcolatore. 

Il campo magnetico fisso 

Consideriamo innanzitutto il caso in cui 
il campo magnetico rotante sia nullo; co¬ 
me abbiamo visto, il problema è allora 
analogo allo studio del movimento di un 
pendolo: lo spazio delle fasi possiede due 
dimensioni, una individuata dall’angolo 0 
tra l’ago e il campo magnetico fisso. 


l’altra dalla velocità angolare 0 dell’ago. 
Dato che due configurazioni che differi¬ 
scano solo per un numero intero di giri 
dell’ago sono identiche, lo spazio delle fa¬ 
si è periodico lungo l’asse 0, ossia la sua 
configurazione ricorre ogni volta che si 
aumenta 0 di 2jr. Ci limiteremo quindi a 
studiare questa configurazione per valori 
dell’angolo 0 compresi tra -jr e +jr. Gra¬ 
zie alle equazioni del moto, si ottengo¬ 
no le differenti traiettorie del punto rap¬ 
presentativo del sistema nello spazio del¬ 
le fasi (si veda Villustrazione a pagi¬ 
na 37). Queste traiettorie sono molteplici 
in quanto, in assenza d’attrito, ne esiste 
una per ciascun valore dell’energia totale: 
a ciascuna coppia (0o, 0o) di condizioni 
iniziali è associata un’energia e una traiet- 
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Lo spazio delle fasi del sistema formato dall’ago rotante senza attriti in 
un campo magnetico fisso c in un campo magnetico B\ rotante a 
velocità costante oq ha quattro dimensioni: l’angolo 6 tra la direzione 
dell’ago e il campo magnetico fisso Bq, la velocità angolare 6 dell’ago, 
l’angolo ({) tra il campo magnetico rotante e il campo magnetico fisso 
^0 c In velocità angolare (]> del campo magnetico rotante B\, Dato che il 
campo magnetico B\ ruota a velocità angolare (Oo costante, ci si può 
limitare allo studio dello spazio delle fasi a tre dimensioni (6, 6, (j>). 
Inoltre, dato che le configurazioni del sistema che differiscono tra loro 
solo per un numero intero di giri dell’ago corrispondono allo stesso stato, 
lo spazio delle fasi è periodico (nell’illustrazione sono rappresentati solo 
due periodi secondo 6 e uno secondo ({>). Lo spazio delle fasi comporta 
traiettorie regolari che si avvolgono su tori, detti tori di kàm (dal nome 
dei matematici Kolmogorov-Arnold-Moser) e corrispondenti a moti re¬ 
golari dell’ago (il numero delle frequenze che compongono questi moti è 
limitato); lo spazio delle fasi comporta inoltre traiettorie stocastiche cor¬ 
rispondenti a moti disordinati dell’ago e non avvolte su tori di kam. I 
tori si raggruppano in due risonanze principali: la risonanza intorno al 
campo magnetico fìsso {in basso)^ nella quale l’ago è «imprigionato» 
intorno a questo campo, e la risonanza intorno al campo magnetico 
rotante {in alto), dove l’ago oscilla intorno al campo magnetico rotante 
accompagnandolo nel suo moto di rotazione. I tori di kam posti al centro 


delle risonanze principali corrispondono a moti dell’ago composti da due 
frequenze fondamentali, il cui rapporto F è un numero irrazionale. La 
non integrabilità del problema fa sì che gli altri tori, associati a rapporti 
tra frequenze che sono nunìeri razionali, cedano il posto a zone stocasti¬ 
che e ad «agganciamenti», cioè a incastri di piccoli tori eccentrici rispetto 
alle risonanze principali e costituiti dall’avvolgimento a elica di traietto¬ 
rie regolari. Per queste traiktorie regolari avvolte sui tori degli aggan¬ 
ciamenti, i moti dell’ago comportano ancora due frequenze: la frequenza 
d’oscillazione intorno al «punto ellittico» situato al centro dell’aggancia¬ 
mento, e la più piccola delle due frequenze che avrebbero formato il 
rapporto razionale nel problema integrabile. Dato che questo rapporto 
F//o è uguale a un numero razionale ptq, la frequenza più alta è un 
multiplo della più bassa, la quale dunque è semplicemente una delle sue 
armoniche. I tori che avrebbero dovuto corrispondere alle separatrici 
delle risonanze (il confine dei domini in cui l’ago è imprigionato, cioè co¬ 
stretto a oscillare intorno a uno dei campi magnetici) sono scomparsi e so¬ 
no stati sostituiti da zone stocastiche. Queste invadono lo spazio delle fasi 
quando si aumenta il parametro di stocasticità s facendo variare l’am¬ 
piezza dei campi magnetici o la velocità angolare del campo magnetico 
rotante. A causa della complessità dello spazio delle fasi a tre dimensio¬ 
ni, conviene considerarne delle sezioni, dette sezioni di Poincaré; una di 
esse costituisce la zona frontale dello spazio delle fasi qui rappresentato. 
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toria. Così, quando incliniamo l’ago ri¬ 
spetto al campo magnetico fisso e lo la¬ 
sciamo a sé senza imprimergli una velocità 
iniziale, la traiettoria del punto rappre¬ 
sentativo del sistema è una curva chiusa 
simile a un’ellisse, tanto più grande quan¬ 
to maggiore sarà l’angolo di scostamento 
dell’ago dalla direzione del campo magne¬ 
tico; questo tipo di traiettoria corrisponde 
a un moto di oscillazione dell’ago intorno 
al campo magnetico fisso, e si dice allora 
che esso è imprigionato nel campo magne¬ 
tico fisso. Se imprimiamo all’ago una spin¬ 
ta abbastanza forte da dargli un’energia 
sufficiente a superare l’angolo 0 = jr (la 
posizione in cui l’ago è orientato nella di¬ 
rezione opposta al campo magnetico), es¬ 
so inizia a girare senza fine, accelerando 
quando la sua direzione si avvicina a quel¬ 
la del campo magnetico e rallentando 
quando se ne allontana. Nello spazio delle 
fasi, la traiettoria del suo punto rappre¬ 
sentativo è aperta {curva in colore nell’il¬ 
lustrazione di pagina 37). Una traiettoria 
molto particolare, che più avanti ricopri¬ 
rà un ruolo fondamentale, è quella che 
costituisce il confine tra l’insieme delle 
traiettorie aperte e quello delle traiettorie 
chiuse: questa curva separatrice corri¬ 
sponde alla situazione in cui la spinta im¬ 
partita all’ago permette a quest’ultimo di 
raggiungere la sua posizione d’equilibrio 
instabile (in cui 0 è uguale a Jt) con velo¬ 
cità nulla. 

In questo problema integrabile, tutte le 
traiettorie sono regolari: l’effetto del cam¬ 
po magnetico fisso è rilevante per le 
traiettorie imprigionate, le quali si trova¬ 
no in un dominio, delimitato dalle curve 
separatrici, che prende il nome di risonan¬ 
za. Il cuore della risonanza è costituito da 
traiettorie a forma di ellisse, che corri¬ 
spondono a piccole oscillazioni in cui l’ago 
è sottoposto a una forza di richiamo, crea¬ 
ta dal campo magnetico, proporzionale al 
seno dell’angolo 0; dato che questo ango¬ 
lo è piccolo, la forza di richiamo in questa 
regione è in pratica proporzionale all’an¬ 
golo 0 stesso e il cuore della risonanza è 
dunque il dominio in cui le oscillazioni 
sono lineari, mentre il centro di questa 
regione è costituito esso stesso da un’el¬ 
lisse infinitamente piccola: un punto ellit¬ 
tico. Analogamente, le cuspidi delle sepa¬ 
ratrici sono dette iperboliche perché in 
prossimità di questi punti le traiettorie so¬ 
no iperboli che hanno per assi le separa¬ 
trici. È per queste traiettorie che si fanno 
sentire in modo più rilevante gli effetti 
non lineari. In termini generali, l’inciden¬ 
za di questi effetti cresce dal centro della 
risonanza verso le separatrici, come si può 
constatare in due modi. Per prima cosa le 
traiettorie a forma di ellisse, nel cuore del¬ 
la risonanza, si deformano nell’approssi- 
marsi ai punti iperbolici, indicando in 
questo modo la comparsa di armoniche: 
le oscillazioni, allora, non sono più sinu¬ 
soidali e compaiono anche frequenze mul¬ 
tiple della frequenza fondamentale del 
moto. Inoltre, si perde l’isocronismo delle 
oscillazioni. (L’isocronismo, scoperto da 
Galileo per le oscillazioni lineari, consiste 



Per costruire le sezioni di Poincaré si portano su uno stesso piano {a destra) i punti che si tro¬ 
vano all’intersezione delle diverse traiettorie con piani di «taglio» spaziati di 2k lungo Passe 4>. 
Per le traiettorie regolari che si avvolgono a elica sui tori di kam, ciascuna intersezione è un pun¬ 
to posto su una curva (in questo caso una circonferenza): la sovrapposizione dei piani di ta¬ 
glio costituisce la curva punto per punto. Le traiettorie stocastiche, invece, corrispondono 
a moti disordinati dell’ago; i punti all’intersezione tra i piani di taglio e queste traiet¬ 
torie si distribuiscono in una regione che si trova all’esterno degli ultimi tori di kam. 
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nel fatto che la frequenza d’oscillazione 
non dipende daH’ampiezza delFoscillazio- 
ne stessa.) Per l’ago magnetico, la fre¬ 
quenza delle oscillazioni dipende dalla lo¬ 
ro ampiezza; vicino al punto ellittico, do¬ 
ve le traiettorie sono ellissi quasi perfette 
e gli effetti non lineari sono di scarsa rile¬ 
vanza, la frequenza d’oscillazione è mas¬ 
sima e dipende poco dall’ampiezza. Via 
via che ci si avvicina alla separatrice, la 
frequenza diminuisce sempre più veloce¬ 
mente e diventa nulla in corrispondenza 
della separatrice. Aumentando l’intensità 
del campo magnetico fisso, l’estensione 
della risonanza lungo la direzione 0 cresce 
insieme alla frequenza d’oscillazione. 

Tutto ciò che abbiamo appena osserva¬ 
to a proposito dell’ago rotante senza at¬ 
trito in un campo magnetico fisso possia¬ 
mo applicarlo al caso di un ago sottopo¬ 
sto solamente a un campo magnetico ro¬ 
tante, a condizione di immaginare che noi 
stessi ruotiamo insieme al campo magne¬ 
tico: anche il campo rotante crea una ri¬ 
sonanza, questa volta centrata sulla retta 
dello spazio delle fasi avente equazione 
0 = 0 ) 0 . Ma che cosa avviene quando l’ago 
si trova collocato simultaneamente nei 
due campi magnetici? 

La comparsa della stocasticità 

Abbiamo detto in precedenza che, per 
questo sistema a due gradi di libertà un 
po’ particolare, le traiettorie del punto 
rappresentativo del sistema si inscrivono 
nello spazio delle fasi a tre dimensioni in¬ 
dividuato da (0, 0, (j)). Ora, i problemi in¬ 
tegrabili sono quelli le cui traiettorie s’in¬ 
scrivono su tori di dimensione due: nel 
caso dell’ago posto nei due campi magne¬ 
tici, se il problema fosse integrabile le 
traiettorie si inscriverebbero su superfici 
a due dimensioni nello spazio (0, 0, (j)). 
Immaginiamo (e vedremo che, in certi ca¬ 
si, è quanto effettivamente avviene) che il 
moto dell’ago sia semplicemente la som¬ 
ma dei due moti corrispondenti al caso in 
cui vi sia uno solo dei due campi magne¬ 
tici. Imprigionato nel campo fisso, l’ago 
oscillerebbe con frequenza F, e il punto 
rappresentativo del sistema descriverebbe 
un’ellisse nel piano (0, 0). Il campo 
magnetico rotante imprimerebbe all’ago 
un secondo moto d’oscillazione, con fre¬ 
quenza/o (uguale a a)o/2jr), e il punto rap¬ 
presentativo del sistema descriverebbe al¬ 
lora una traiettoria elicoidale giacente su 
un cilindro, dato che dovrebbe contempo¬ 
raneamente ruotare nel piano (0,0) e spo¬ 
starsi a velocità costante lungo l’asse (j). (Si 
otterrebbe un toro rappresentando (() lun¬ 
go una circonferenza.) Il passo dell’elica 
sarebbe allora uguale al rapporto F//o del¬ 
le frequenze di ciascun moto. In queste 
condizioni, le traiettorie stocastiche esi¬ 
stenti nel sistema si trovano in un volume 
che si può descrivere come una delle su¬ 
perfici del sistema supposto integrabile, 
che abbia assunto un certo «spessore»; in 
realtà, il sistema non integrabile possiede 
entrambi i tipi di soluzione: moti regolari 
corrispondenti ai cilindri nello spazio del¬ 


le fasi e, come vedremo, anche moti sto¬ 
castici; la natura del moto dipende dalle 
condizioni iniziali. 

Le sezioni di Poincaré 

Per rappresentare lo spazio delle fasi (a 
tre dimensioni) dell’ago posto nei due 
campi magnetici, possiamo tracciare le 
traiettorie in una visione prospettica; que¬ 
sto metodo, però, è spesso impraticabile. 
Henri Poincaré ebbe l’idea di effettuare 
una sezione nello spazio delle fasi. In que¬ 
ste sezioni, a cui è stato dato il nome del 
loro ideatore, una traiettoria regolare eli¬ 
coidale su un toro appare come una serie 
di punti (i punti di intersezione tra la 
traiettoria e il piano della sezione) i quali 
formano ellissi che rappresentano le se¬ 
zioni del toro. Le traiettorie stocastiche, 
invece, si presentano sotto forma di un 
nugolo di punti che occupano una certa 
superficie della sezione di Poincaré (si ve¬ 
da rillustrazione a pagina 38). A priori si 
possono scegliere piani di sezione qualsia¬ 
si nello spazio delle fasi; nel nostro esem¬ 
pio, però, l’evoluzione della posizione an¬ 
golare del taglio è banale lungo l’asse (j) (cj) 
è infatti uguale a cooO ® i^^i tagliamo lo 
spazio perpendicolarmente a questo asse, 
il che equivale a studiare le traiettorie in 
un piano per il quale il valore dell’angolo 
(j) è costante. In questo caso, quindi, 
le sezioni di Poincaré corrispondono a 
un’operazione molto semplice: dato che il 
sistema ha un’evoluzione periodica nella 
direzione (j), fare una sezione di questo ge¬ 
nere equivale a sottoporre a stroboscopia 
il sistema ogni volta che il campo rotante 
ha compiuto un giro completo. 

Questa tecnica è relativamente sempli¬ 
ce da mettere in pratica sperimentalmen¬ 
te: basta misurare l’angolo 0 e la sua de¬ 
rivata 0 in rapporto al tempo (la velocità 
angolare) ogni volta che il campo rotante 
passa per un certo angolo. Si ottiene così 
un punto (0„ Òj) della sezione di Poincaré. 
Dato che la stroboscopia «blocca» tut¬ 
ti i moti che abbiano la medesima fre¬ 
quenza /o del campo rotante, le soluzio¬ 
ni che rappresentano Pimprigionamento 
dell’ago nel campo rotante (in questo ca¬ 


so, l’ago segue globalmente il campo ro¬ 
tante) appariranno, nello spazio delle fa¬ 
si, come le soluzioni in cui l’ago è impri¬ 
gionato nel campo fisso, ma con uno sco¬ 
stamento di 0)0 lungo l’asse 0. Le sezioni 
di Poincaré comportano dunque due riso¬ 
nanze principali, una associata al campo 
magnetico fisso e l’altra associata al cam¬ 
po magnetico rotante. Queste risonanze, 
però, sembrano incomplete: solo le traiet¬ 
torie centrate intorno ai punti ellittici ap¬ 
paiono chiaramente (in effetti sono rima¬ 
ste regolari), mentre le traiettorie vicine 
alle separatrici si sono mescolate dando 
luogo a uno strato stocastico. Inoltre sono 
apparse in modo strutturato nuove riso¬ 
nanze che si dispongono intorno alle pri¬ 
me e le riproducono a scala ridotta. 

Per capire a che cosa corrispondano 
queste strutture, dobbiamo tornare al ca¬ 
so integrabile: se il sistema fosse integra¬ 
bile le traiettorie, nello spazio delle fasi, 
si inscriverebbero su tori a due dimensioni 
generati da due moti d’oscillazione. Si po¬ 
trebbe descrivere ciascuno di questi tori 
con le due frequenze fondamentali delle 
sue oscillazioni; così, quando l’ago è im¬ 
prigionato nel campo magnetico fisso, 
queste due frequenze sono la frequenza 
del campo magnetico rotante /o e la fre¬ 
quenza d’oscillazione Fdell’ago intorno al 
campo magnetico fisso. Se il sistema fosse 
integrabile, questi due oscillatori sarebbe¬ 
ro indipendenti e i loro moti sarebbero 
completamente separati. Nel caso reale 
dell’ago, gli oscillatori non sono più indi- 
pendenti: gli accoppiamenti non lineari 
distruggono alcuni dei tori che abbiamo 
appena esaminato. Per descrivere lo spa¬ 
zio delle fasi in questo caso non integra¬ 
bile conviene considerare i tori del caso 
immaginario (integrabile) e seguirne l’e¬ 
voluzione «innestando» progressivamen¬ 
te gli accoppiamenti non lineari. 

In certo qual modo, utilizziamo impli¬ 
citamente un metodo di perturbazione: 
per ottenere le soluzioni di un problema 
incognito, si considerano quelle di un si¬ 
stema risolvibile molto simile, e la diffe¬ 
renza tra i due sistemi costituisce la per¬ 
turbazione che si fa crescere in modo con¬ 
tinuo per passare da un problema all’al- 


Tutte le risonanze possiedono una struttura paragonabile a quella delle bambole russe che 
si inseriscono l’una nelFaltra. Ciascun toro di kam (a) è generato dalPavvolgimento a elica 
di una traiettoria regolare. NelFillustrazione è rappresentato solo il toro su cui si avvolge la traiet¬ 
toria, e non la traiettoria stessa. Queste traiettorie regolari corrispondono a moti deir ago asso¬ 
ciati a due frequenze e alle loro armoniche e in cui il rapporto tra le due frequenze fondamenta¬ 
li sia un numero irrazionale. I tori che sarebbero generati dalPavvolgimento di traiettorie asso¬ 
ciate a due frequenze commensurabili (il cui rapporto sarebbe allora un numero razionale piq) non 
esistono perché il problema non è integrabile; questi tori sono sostituiti da zone stocastiche che 
circondano degli «agganciamenti», cioè piccole risonanze {in colore) centrate {b) intorno a q punti 
ellittici (qui ^ = 4). Nelle sezioni di Poincaré questi agganciamenti appaiono come piccole risonanze 
distribuite intorno alle risonanze principali. Il modo di costruzione delle sezioni di Poincaré spiega 
perché le sezioni di questi piccoli tori di kam corrispondano in realtà a un’unica traiettoria rego¬ 
lare. Il moto associato a questa traiettoria regolare comporta due frequenze fondamentali e le lo¬ 
ro armoniche: una di queste frequenze è la frequenza d’oscillazione dell’ago (/à/4) e l’altra è la 
frequenza dell’oscillazione di fase che caratterizza l’agganciamento. Dato che ciascun numero reale 
razionale è compreso tra numeri reali irrazionali, gli agganciamenti e la zona stocastica che hanno 
sostituito un toro razionale sono compresi in un altro toro di kam (il toro esterno mostrato 
in c) associato a un moto dell’ago che comporta due frequenze fondamentali il cui rapporto è un 
numero irrazionale. Questo incastro di tori si ripete qualunque sia la scala del disegno. 
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L’esplosione di una risonanza è uno fenomeno che influenza allo stesso modo tutte le risonanze delle 
sezioni di Poincaré. Queste sezioni di Poincaré, ottenute per valori crescenti dei parametro di 
stocasticità s, permettono di vedere come i diversi agganciamenti modifichino la risonanza (qui è 
presa in considerazione solo la risonanza corrispondente all’imprigionamento dell’ago nei campo 
magnetico fisso). La prima serie di sezioni di Poincaré (a sinistra) mostra come nasca e si sviluppi 
l’agganciamento associato alla sostituzione di un toro con quattro piccole risonanze: i quattro isolotti 
nascono nel cuore della risonanza e se ne allontanano progressivamente, ampliandosi via via che 
aumenta il parametro di stocasticità. La seconda serie di sezioni di Poincaré (a destra) illustra 
l’importanza sempre maggiore degli agganciamenti in funzione della semplicità crescente del rap¬ 
porto r tra le frequenze: l’agganciamento associato al rapporto tra frequenze 1/3 deforma la 
risonanza più dell’agganciamento 1/4, mentre l’agganciamento associato al rapporto 1/2 scinde la 
risonanza in due nuove risonanze che seguiranno la stessa evoluzione. Le due nuove risonanze 
esploderanno e ciascuna si scinderà in due. Le quattro risonanze risultanti subiranno a loro volta 
la stessa sorte. Si assiste così, nel caso dell’ago, a una cascata di sdoppiamenti di frequenza. 


tro, supponendo che lo stesso avvenga per 
le soluzioni. Purtroppo questo tipo di me¬ 
todo non è applicabile al caso dell’ago ma¬ 
gnetico, né d’altra parte lo si sarebbe po¬ 
tuto pretendere visto che il problema è 
non integrabile! Tuttavia, il metodo ci 
permette di illustrare la comparsa dei mo¬ 
ti stocastici. A questo scopo useremo due 
parametri: il rapporto T delle due fre¬ 
quenze del toro considerato (rapporto 
uguale a /7/o per le traiettorie imprigio¬ 
nate intorno al campo magnetico fisso) e 
l’ampiezza degli accoppiamenti non linea¬ 
ri, cioè il livello di perturbazione. Questo 
livello di perturbazione dipende anch’es- 
so dal toro preso in considerazione, ma è 
direttamente legato alla grandezza dei 
due campi magnetici e alla frequenza del 
campo magnetico rotante. Questi para¬ 
metri vengono raggruppati in un parame¬ 
tro unico: il parametro di stocasticità s, 
uguale alla somma della semilarghezza di 
ciascuna delle risonanze divisa per la loro 
distanza nello spazio delle fasi. Il parame¬ 
tro di stocasticità 5 è quindi un numero 
puro (dato che è il rapporto tra due distan¬ 
ze). Se esso fosse uguale a uno le separa- 
trici delle due risonanze, nel caso esistes¬ 
sero ancora, verrebbero giusto a toccarsi. 

Per adesso ci siamo interessati soltanto 
alle traiettorie appartenenti alla risonanza 
del campo magnetico fisso; lo stesso ra¬ 
gionamento si applica alla risonanza in¬ 
torno al campo magnetico rotante, ben¬ 
ché in questo caso la frequenza F rappre¬ 
senti la frequenza d’oscillazione intorno al 
campo rotante. Per le traiettorie compre¬ 
se tra le due risonanze, i tori sono ancora 
superfici caratterizzate da due frequenze: 
la velocità angolare media di rotazione e 
la differenza tra questa e la velocità ango¬ 
lare del campo magnetico rotante. 

Che cosa succede ai tori del problema 
integrabile quando si introducono gli ac¬ 
coppiamenti non lineari? Le sezioni di 
Poincaré ci permettono di avvicinarci alla 
risposta {si veda Villustrazione a pagina 
58): vicino al punto ellittico, dove gli ac¬ 
coppiamenti non lineari sono deboli, i tori 
sembrano conservarsi; vicino alla separa- 
trice (che corrisponde aH’equilibrio insta¬ 
bile dell’ago), uno strato stocastico indica 
che i tori non hanno resistito alle pertur¬ 
bazioni non lineari; sono comparse traiet¬ 
torie stocastiche e si sono sviluppate nuo¬ 
ve risonanze. 

Cerchiamo di classificare queste diver¬ 
se evoluzioni in funzione dei due parame¬ 
tri che abbiamo introdotto per ciascun to¬ 
ro: il rapporto T tra le due frequenze che 
lo caratterizzano e il parametro di stoca¬ 
sticità 5 . Consideriamo le traiettorie im¬ 
prigionate intorno al campo magnetico 
fisso: il rapporto L delle frequenze è al¬ 
lora uguale a F//o e ci permette di distin¬ 
guere due tipi di tori: quelli per i quali il 
rapporto T delle frequenze è un numero 
irrazionale e quelli per i quali questo rap¬ 
porto r è razionale. Come abbiamo os¬ 
servato in precedenza, la frequenza di 
oscillazione F intorno al campo magneti¬ 
co fisso varia in modo continuo da un va¬ 
lore massimo Fo nel cuore della risonanza 
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Gli attriti modificano molto il comportamento delfago. Quando questo 
ruota in un campo magnetico fisso Bq (a), il suo moto può essere di due 
tipi: da una parte, quando l’energia dell’ago è scarsa, la traiettoria del 
sistema nello spazio delle fasi è una curva chiusa {in nero) e l’ago oscilla 
intorno alla direzione del campo Bo* H dominio in cui si trovano le 
traiettorie chiuse si chiama risonanza {in colore). D’altra parte, quando 
è dotato di energia sufficiente, l’ago effettua rotazioni complete e la sua 
traiettoria nello spazio delle fasi è una curva aperta {in colore). Quando 
l’ago ruota in presenza di attriti in un campo magnetico fisso Bq {b), 
1 perde la propria energia e finisce con l’immobilizzarsi, puntando nella 
\ in direzione del campo magnetico fisso Bq. Se si applica all’ago il secondo 
I campo magnetico fii, i suoi moti diventano più complessi (c) e, in certi 



OSCILLAZIONI ROTAZIONE SEGUITA 

SMORZATE_ DA OSCILLAZIONI SMORZATE 


d 



AGO CON ATTRITI IN UN CAMPO MAGNETICO FISSO B 
E IN UN CAMPO M AGNETICO ROTANTE H _ 

casi, caotici. Quando l’ago ruota senza attriti, lo spazio delle fasi è a tre 
dimensioni {si veda Billustrazione a pagina 38) e per descrivere i mo¬ 
ti dell’ago si ricorre alle sezioni di Poincaré. Queste sezioni comprendo¬ 
no due risonanze principali {in colore) che corrispondono ai moti per i 
quali l’ago è imprigionato nel campo magnetico fisso {in basso) o nel 
campo magnetico rotante {in alto). Nelle sezioni di Poincaré le traiet¬ 
torie possono essere regolari, e in questo caso le intersezioni tra le traiet¬ 
torie e i piani di taglio si distribuiscono su curve chiuse (le sezioni dei 
tori di kam), oppure stocastiche, e queste ultime appaiono nelle se¬ 
zioni di Poincaré sotto forma di punti distribuiti in modo aleatorio. In 
presenza di attriti, l’ago posto nei due campi magnetici descrive, nello 
spazio delle fasi, una traiettoria che viene chiamata attrattore strano {d). 


43 






































fino a zero a livello della sepàratrice; il 
rapporto F tra le frequenze evolve allo 
stesso modo e la risonanza del campo ma¬ 
gnetico fisso è un insieme di «tori razio¬ 
nali» e di «tori irrazionali» parzialmente 
sovrapposti. 


I tori di KAM e gli «agganciamenti» 

Come si modificano i tori per i quali il 
rapporto F tra le frequenze è irrazionale? 
Finché il livello di perturbazione (dato da¬ 
gli accoppiamenti non lineari) è debole, 


questi tori permangono e sono del tutto 
paragonabili a quelli di un sistema inte¬ 
grabile. Al di là di una certa soglia, però, 
i «tori irrazionali» vengono distrutti e 
le traiettorie del sistema sono stocasti¬ 
che. Enunciato nel 1954 da Andrej Kol- 
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Nascita di un attrattore strano: si rappresenta con un albero {qui sopra 
al centro) l’evoluzione, in funzione del parametro di stocasticità s, dei 
moti dell’ago che ruota con attriti in un campo magnetico fisso e in un 
campo magnetico rotante a velocità angolare costante (oq. Per ciascuno 
dei valori del parametro di stocasticità s dati in ascissa, si riportano in 
ordinata le differenti velocità angolari dell’ago sottoposto a stroboscopia 
alla frequenza/o uguale a (oo/2ji. Quando si trova un solo punto per un 
valore dato del parametro di stocasticità s, l’ago oscilla solo alla frequen¬ 
za /o e alle sue armoniche; quando si trovano due punti, l’ago oscilla alle 
frequenze/o e/o/2 e alle loro armoniche. Un insieme continuo di punti 
rappresenta un moto caotico dell’ago. La regione A corrisponde a una 
cascata di sdoppiamenti di periodo seguita da una cascata inversa {si 
veda nella pagina a fronte un ingrandimento di questa regione deW albero). 
Durante questa fase, si può realizzare un modello delle evoluzioni del 
sistema servendosi delle iterazioni di una funzione a una variablie come 



f{x) = 4Xjc (1 - x); il parametro X svolge lo stesso ruolo del parametro 
di stocasticità s: quando quest’ultimo è piccolo, l’ago oscilla alla frequen- ] 
za/o (i); quando X è inferiore a 3/4 (a), le iterazioni della funzione/, 
giustificano il fatto che il moto abbia una sola frequenza: le iterazioni] 
della funzione conducono a un unico valore Xi,i. Quando il parametro] 
di stocasticità s aumenta, avviene il primo sdoppiamento, che si traduce 
nella comparsa, nello spettro di Fourier (2), dell’armonica di frequenza, 
/o/2. Lo sdoppiamento appare anche per le iterazioni della funzione ^ 
quando X è superiore a 3/4 e inferiore a 0,86... {b): i valori successivi della 
funzione/si distribuiscono intorno ai due valori X 2 ,i e X2,2> Se si aumenta^ 
ancora il parametro di stocasticità s, si produce un nuovo sdoppiamento,! 
la frequenza/o/4 appare nel moto dell’ago (3) e i valori consecutivi della 
funzione/si distribuiscono intorno a quattro valori 3^3,1,3^3,2» 3^3,3 e Xx4 
(c). Il fenomeno si ripete all’infinito, ma si possono osservare sperimen-^ 
talmente gli sdoppiamenti solo fino alla comparsa dell’armonica di fre- 
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mogorov, questo risultato apparentemen¬ 
te semplice venne dimostrato da Vladimir 
I. Arnold e Jùrgen Moser nel 1962: co¬ 
stituisce il teorema KAM e i tori non di¬ 
strutti hanno preso il nome di tori di KAM. 
Per questi tori, i moti d’oscillazione alle 


frequenze Fe/o si sovrappongono in mo¬ 
do indipendente; inoltre, una traiettoria 
su un toro di kam finisce per ricoprire 
quest’ultimo in modo denso (ossia, data 
una qualsiasi superficie di questo toro, 
piccola a piacere, la traiettoria finisce 


sempre per attraversarla) perché questa 
traiettoria è un’elica il cui passo è incom¬ 
mensurabile con 2 ji e che non ripassa mai 
per lo stesso punto. 

Quando il rapporto F tra le frequenze 
è razionale, questa proprietà non è più 





7 

fo/2 

fa 


RUMORE 

y\ 

A 



fo/10 


fa/2 




quenza fo/16 (4). Quando il parametro di stocasticità s diventa superiore 
al valore Soo, i moti dell’ago sono caotici: il «rumore» distrugge innanzi¬ 
tutto Parmonica di frequenza fo/16 e i punti della sezione di Poincaré si 
distribuiscono su una curva. Per realizzare questa sezione di Poincaré, 
è stata registrata la forza elettromotrice indotta dai moti dell’ago in 
bobine di rilevamento; questo segnale e la sua derivata alla frequenza/o 
sono stati sottoposti a stroboscopia e si sono riportate in grafico le diffe¬ 
renti coppie (xi, Xi). Aumentando ancora il parametro di stocasticità s, 
si osserva una cascata inversa: le armoniche scompaiono nell’ordine 
inverso a quello della loro comparsa. In 5 è mostrata la distruzione 
dell’armonica di frequenza/o/8 e, in occasione di questa distruzione, si 
osservano gli agganciamenti 1/5 e 1/3 corrispondenti alle frequenze /a/20 
e/o/12. Il fenomeno si ripete per fo/4 e si vede, in óy come il caos tenda 
a distruggere questa armonica con la comparsa dell’agganciamento 1/5 
alla frequenza fo/10 (8), A partire da questo valore del parametro di 


stocasticità, il caos si amplifica e non resta più confinato a una dimen¬ 
sione nelle sezioni di Poincaré; a questo punto le iterazioni della funzione 
/non rappresentano più un modello dei moti dell’ago. Progressivamente, 
invece, si costituisce un attrattore strano (e, /, g, h), L’attrattore g 
corrisponde a oscillazioni irregolari dell’ago imprigionato nel campo 
magnetico fisso. Nella regione B dell’albero, il caos è a grande scala e 
l’ago non è più imprigionato (ù). Dopo la regione B compare una fase 
regolare {regione C), e il passaggio dalla regione B alla C avviene attra¬ 
verso una transizione del tipo dell’intermittenza {si veda Villustrazione a 
pagina 47), mentre il passaggio dalla C alla D, o quello dalla E alla F, 
avviene attraverso una cascata di sdoppiamenti di frequenza. La regione 
E corrisponde a una nuova fase regolare e la restante parte dell’albero è 
un’alternanza di fasi regolari e di fasi stocastiche. Questi risultati sono 
stati ottenuti al CEA di Gif-sur-Yvette; C. Poitou, M. Labouise, B. O- 
zenda e M. Clément hanno progettato e realizzato gli elementi meccanici. 
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verificata: infatti, se il rapporto F tra le 
frequenze è per esempio uguale Sip/q (do¬ 
ve p e ^ sono numeri interi), dopo q giri 
completi del campo rotante l’elica si ri¬ 
chiude su se stessa e il moto si ripete esat¬ 
tamente identico. La traiettoria è allora 
una curva chiusa sul toro e non ricopre più 
il toro stesso. In questo caso il toro è co¬ 
stituito da un’infinità di queste curve, cia¬ 
scuna delle quali è associata a un certo 
sfasamento tra il moto d’oscillazione alla 
frequenza F e quello alla frequenza /o- I 
due moti d’oscillazione sono sensibili al¬ 
l’accoppiamento non lineare, per quanto 
debole esso sia, e una sola traiettoria ri¬ 
mane immodificata: quella per cui le due 
oscillazioni sono in fase. Per le altre traiet¬ 
torie, questa differenza di fase oscilla 
nel tempo con un terza frequenza: si è 
prodotto un «agganciamento». Le nuove 
traiettorie sono eliche che ruotano intor¬ 
no alla traiettoria immodificata {si veda 
l’illustrazione a pagina 41). Allo stesso 
modo se questa nuova frequenza è incom¬ 
mensurabile con la frequenza Fo, le eliche 
si inscrivono su tori di kam; se la nuova 
frequenza è commensurabile con la fre¬ 
quenza /o si produce un nuovo aggancia¬ 
mento, a una scala ancora più piccola nel¬ 
lo spazio delle fasi. Questo agganciamen¬ 
to può dare luogo a tori di kam o a nuovi 
agganciamenti, e così via. Questo è quan¬ 
to effettivamente si produce nello spazio 
delle fasi perché le oscillazioni di fase in 
un agganciamento hanno lo stesso carat¬ 
tere non lineare di quelle del pendolo; la 
terza frequenza varierà quindi in modo 
continuo dal centro della risonanza che le 
è associata fino a quella che funge da se- 
paratrice. Complessivamente, si può pa¬ 
ragonare lo spazio delle fasi alle bambole 
russe che si inseriscono una dentro l’altra. 

Questo ragionamento vale per tutti i to¬ 
ri dello spazio delle fasi. Occupiamoci al¬ 
lora delle modificazioni nello spazio delle 
fasi che appaiono quando si aumenta il 
valore del parametro di stocasticità^, cosa 
che si può fare aumentando l’intensità dei 
campi magnetici o diminuendo la velocità 
angolare del campo magnetico rotante 
(cioè quello del piatto). Si può riassumere 
l’evoluzione dello spazio delle fasi in due 
fenomeni: l’allargamento delle zone sto¬ 
castiche e l’esplosione delle risonanze. 
Dato un punto qualsiasi nello spazio delle 
fasi, infatti, ci si trova sempre o in una 
risonanza, nel qual caso si potrà descrive¬ 
re l’evoluzione con la sua esplosione, o tra 
due risonanze, e l’evoluzione sarà allora 
determinata daH’allargamento delle zone 
stocastiche che le contornano. 

La stocasticità a grande scala 

Le risonanze associate ai campi magne¬ 
tici fisso e rotante sono contornate da zo¬ 
ne stocastiche che hanno sostituito le se- 
paratrici; se si aumenta il parametro di 
stocasticità s, queste zone stocastiche si 
ispessiscono e finiscono per fondersi dan¬ 
do luogo alla stocasticità a grande scala. 
È molto semplice descrivere questo feno¬ 
meno prendendo in considerazione il cri¬ 


terio di sovrapposizione delle risonanze: 
per un parametro di stocasticità uguale a 
uno le separatrici delle risonanze, se esi¬ 
stessero ancora, verrebbero a toccarsi; 
per valori del parametro di stocasticità 
superiori a uno i domini di imprigiona¬ 
mento delimitati dalle separatrici si so¬ 
vrapporrebbero e l’ago della bussola sa¬ 
rebbe imprigionato contemporaneamen¬ 
te dal campo magnetico fisso e da quello 
rotante. Dato che questo non è possibile, 
l’ago risolve il problema adottando un 
movimento stocastico: rimane imprigio¬ 
nato per un certo tempo intorno al campo 
magnetico fisso, oscillando in modo irre¬ 
golare, poi accelera improvvisamente per 
«agguantare» il campo magnetico rotan¬ 
te, intorno al quale oscilla ancora in modo 
irregolare, quindi ritorna al campo ma¬ 
gnetico fisso eccetera. 

La comparsa delle stocasticità a grande 
scala è legata alla distruzione dei tori di 
KAM che si trovano tra le due risonanze: 
dato che lo spazio delle fasi possiede tre 
dimensioni, i tori di kam lo dividono in 
due regioni distinte in quanto una traiet¬ 
toria stocastica non può superare la bar¬ 
riera costituita da questi tori (infatti un 
punto dello spazio non può appartenere 
contemporaneamente a una traiettoria 
normale e a una traiettoria stocastica). 
Pertanto, finché permane un toro di kam, 
gli strati stocastici delle due risonanze so¬ 
no distinti e la stocasticità a grande scala 
non compare. Sembra che l’ultimo toro di 
KAM sia quello per il quale il rapporto del¬ 
le due frequenze che lo caratterizzano è 
uguale a (vT- l)/2: il numero aureo! 

Storia di una risonanza 

Dato che tutte le risonanze evolvono 
allo stesso modo, ci basta considerare una 
delle due risonanze fondamentali, per 
esempio quella associata al campo magne¬ 
tico fisso. Per studiare la sua evoluzione 
in funzione del parametro di stocasticità 
5, bisogna notare che quest’ultimo agisce 
simultaneamente su tutti e due i parametri 
che caratterizzano i tori: da una parte au¬ 
menta il livello degli accoppiamenti non 
lineari, dall’altra aumenta anche il rap¬ 
porto r tra le due frequenze del toro per¬ 
ché la frequenza d’oscillazione F propria 
dell’ago cresce con l’ampiezza del campo 
magnetico rotante. Abbiamo già visto che 
il rapporto F tra le frequenze diminuisce 
andando dal centro della risonanza verso 
la regione stocastica che sostituisce le se¬ 
paratrici, e che la posizione di un aggan¬ 
ciamento ptq è determinata dal punto in 
cui il rapporto F è uguale a piq. Quando 
si aumenta il parametro di stocasticità 5, 
la «corona» di q isolotti corrispondenti al¬ 
l’agganciamento pIq si allontana dal cen¬ 
tro della risonanza verso la regione stoca¬ 
stica. Un agganciamento nasce al centro 
della risonanza perché questo è il primo 
punto in cui il rapporto F tra le frequenze 
assume il valore piq quando aumenta il 
parametro di stocasticità s. Si assiste così 
a una successione di agganciamenti corri¬ 
spondenti a rapporti F tra frequenze sem¬ 


pre più grandi, dal cuore della risonanza 
fino alla zona stocastica che la circonda. 

Preannunciando l’esplosione delle riso¬ 
nanze abbiamo anticipato la loro storia: 
proprio come la nascita della stocasticità 
a grande scala è legata alla distruzione del¬ 
l’ultimo toro di KAM per il quale il rappor¬ 
to F tra le frequenze è il numero più irra¬ 
zionale possibile, così l’esplosione di una 
risonanza coincide con un agganciamento 
semplicissimo: quello associato al numero 
razionale 1/2. 

Si può dimostrare che l’importanza de¬ 
gli agganciamenti è tanto più grande 
quanto più essi sono associati a numeri 
razionali semplici: sulla sezione di Poinca¬ 
ré dell’illustrazione di pagina 43 (c), com¬ 
pare solo la corona di risonanze associate 
al rapporto 1/5, benché esistano altri ag¬ 
ganciamenti (per esempio quello associa¬ 
to al rapporto 6/35) che danno luogo a 
corone di risonanze talmente piccole da 
non poter essere rappresentate nella figu¬ 
ra. Nell’illustrazione di pagina 42 si vedo¬ 
no le sezioni di Poincaré per valori del 
parametro di stocasticità che fanno appa¬ 
rire gli agganciamenti associati ai numeri 
razionali 1/4, 1/3 e 1/2. Questi aggancia¬ 
menti, a differenza degli altri (per esem¬ 
pio 1/5), non sono più soltanto aggancia¬ 
menti di fase come quelli che abbiamo de¬ 
scritto, e si accompagnano anche a una 
modulazione d’ampiezza. Se questo feno¬ 
meno non è visibile per l’agganciamento 
1/4, è però aH’origine della forma partico¬ 
lare dell’agganciamento 1/3 e, soprattut¬ 
to, spiega perché l’agganciamento 1/2 
scinda la risonanza da cui è nato in due 
risonanze distinte, separate da una regio¬ 
ne stocastica. 

L’evoluzione di tutte le risonanze è la 
stessa; in particolare, le due risonanze che 
compaiono con l’agganciamento 1/2 a- 
vranno la stessa evoluzione: gli aggancia¬ 
menti associati ai diversi numeri razionali 
si succederanno simultaneamente nelle 
due risonanze, diventando sempre più ri¬ 
levanti finché un nuovo agganciamento 
1/2 scinderà in due ciascuna delle due ri¬ 
sonanze. Otterremo allora quattro riso¬ 
nanze che avranno la stessa evoluzione 
ecc. Via via che si aumenta il parametro 
di stocasticità 5 , gli sdoppiamenti si succe¬ 
dono a «cascata»; le risonanze che com¬ 
paiono diventano sempre più piccole e 
l’entità di cui bisogna aumentare il para¬ 
metro di stocasticità s per produrre uno 
sdoppiamento si riduce anch’essa sempre 
di più: se si indica con Sn il valore del pa¬ 
rametro per il quale cojnpare l’/i-esimo 
sdoppiamento, la successione dei valori 
tende verso un limite 5oo in cui si è prodot¬ 
ta un’infinità di sdoppiamenti. 

Questa cascata di sdoppiamenti, per 
quanto di natura differente da quella che 
si osserva quando si itera la funzione 
f{x) = 4}a:(l - x), possiede le stesse pro¬ 
prietà di universalità introdotte da Mit- 
chell Feigenbaum. Così, per esempio, i 
rapporti tra le distanze successive delle so¬ 
glie di sdoppiamento (5^—5n-i)/(5n+i—^n) 
tendono verso un valore limite ò, identico 
per tutti i problemi di una stessa classe: 
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tutti i sistemi meccanici a due gradi di li¬ 
bertà e senza attriti presentano delle ca¬ 
scate di sdoppiamenti con la stessa costan¬ 
te Ò, indipendentemente dalla natura di 
questi sistemi. Per questa classe di proble¬ 
mi, la costante ò è uguale a 8,72... . 

I moti di un ago reale 

Che cosa succede quando si impongono 
all’ago campi magnetici tali per cui il va¬ 
lore del parametro di stocasticità s supera 
5oo? La stocasticità a grande scala invade 
lo spazio delle fasi e ben presto non rima¬ 
ne più traccia delle due risonanze fonda- 
mentali. Se però si aumenta ancora il pa¬ 
rametro di stocasticità 5, nascono, si svi¬ 
luppano ed esplodono in mezzo al «mare 
stocastico» nuove risonanze, associate a 
moti regolari. La descrizione che abbiamo 
appena fatto è dunque incompleta, ma ci 
ha permesso di mettere in luce le princi¬ 
pali caratteristiche del problema. 

Siamo ora in grado di chiederci quale 
sia la validità di questa descrizione nel ca¬ 
so, più realistico, in cui siano presenti at¬ 
triti. È allora difficile, per esempio, pren¬ 
dere in esame la commensurabilità del 
rapporto tra la frequenza d’oscillazione 
dell’ago e quella di rotazione del campo 
magnetico, in quanto tale rapporto dipen¬ 
de dall’ampiezza delle oscillazioni e gli at¬ 
triti fanno diminuire questa ampiezza. 

La descrizione del sistema privo di at¬ 
triti rimane utile perché possiamo osser¬ 
vare, almeno parzialmente, i diversi ele¬ 
menti che abbiamo descritto, ma soprat¬ 
tutto perché l’essenza stessa del caos, in 
questo sistema, è collegata al suo caratte¬ 
re non integrabile, e gli attriti non modi¬ 
ficano questo aspetto. 

Se si monta l’asse dell’ago su dei rubini, 
per ridurre gli attriti, è facile osservare i 
diversi agganciamenti associati ai rapporti 
r tra frequenze uguali a 1/5, 1/4,1/3, 2/5, 
1/2. Vedremo in seguito, infatti, che gli 
attriti fanno «cadere» il punto rappresen¬ 
tativo del sistema nello spazio delle fasi 
sui punti ellittici che si trovano al centro 
delle risonanze. Se si colloca l’ago in cam¬ 
pi magnetici tali per cui il parametro di 
stocasticità s sia uguale a 0,9, come nella 
sezione di Poincaré dell’illustrazione di 
pagina 43 (c), a seconda del modo in cui 
si mette in movimento l’ago si potrà finire 
nei centri delle cinque risonanze che for¬ 
mano l’agganciamento 1/5 (e l’ago oscilla 
allora con la frequenza /o/5) oppure al 
centro della risonanza fondamentale. Con 
un po’ di abilità, si può evidenziare la 
struttura a bambole russe facendo sì che 
l’agganciamento 1/3 venga a trovarsi nel¬ 
l’agganciamento 1/5. Si può anche seguire 
l’inizio della cascata di sdoppiamenti ma, 
in tutti questi esperimenti, il piccolo con¬ 
tributo degli attriti rende delicata la ma¬ 
nipolazione, soprattutto quando si voglio¬ 
no osservare agganciamenti corrispon¬ 
denti a piccolissime risonanze nello spazio 
delle fasi; in tal caso, infatti, il sistema è 
molto sensibile a ogni perturbazione (per 
esempio il rumore sperimentale o una mo¬ 
dificazione un po’ troppo rapida del para¬ 


metro di stocasticità) e l’ago se ne va ra¬ 
pidamente alla deriva nel mare stocastico 
che circonda questi isolotti: impazzisce, 
oscilla a scatti intorno al campo magnetico 
fisso, si ferma, accelera bruscamente, ac¬ 
compagna il campo magnetico rotante 
ecc. La stocasticità a grande scala, dun¬ 
que, è di gran lunga il fenomeno più facil¬ 
mente osservabile. 

Gli attriti influiscono comunque su que¬ 
sto caos; gli episodi di stocasticità a gran¬ 
de scala, infatti, non durano indefinita¬ 
mente e l’ago riprende in maniera abba¬ 
stanza improvvisa un moto regolare che 
corrisponde a un isolotto posto al centro 
del mare stocastico, vicino al quale è pas¬ 
sato il punto rappresentativo prima di ca¬ 
dervi. Tuttavia, quando gli attriti sono de¬ 
boli, questa erraticità stocastica può dura¬ 
re a volte diverse ore, o anche diversi 
giorni. 



Gli attriti non impediscono la comparsa 
del caos: tutt’al più la ritardano e ne ren¬ 
dono l’evoluzione molto più progressiva. 
Per studiare le modificazioni apportate 
dagli attriti, riprendiamo il caso dell’ago 
collocato in un solo campo magnetico, 
quello fisso. 

Nell’illustrazione di pagina 43 (a) ab¬ 


biamo rappresentato, nello spazio delle 
fasi, le traiettorie in assenza di attriti: vi si 
ritrova la risonanza legata al campo ma¬ 
gnetico fisso. In b abbiamo calcolato le 
traiettorie per le stesse condizioni iniziali, 
ma questa volta in presenza di attriti: le 
traiettorie ellittiche sono diventate spirali 
che terminano nel centro delle risonanze 
del problema senza attriti. Questo signifi¬ 
ca che le oscillazioni dell’ago sono smor¬ 
zate e che il moto d’oscillazione finisce per 
scomparire. Gli attriti hanno dunque un 
effetto «di contrazione» nello spazio del¬ 
le fasi, dato che riportano il punto rap¬ 
presentativo del sistema al centro di una 
risonanza, qualunque sia il punto di par¬ 
tenza, purché situato in una certa zona 
d’attrazione. 

Quando l’ago è collocato nei due campi 
magnetici, in assenza di attriti, lo spazio 
delle fasi è costituito da numerose riso¬ 
nanze circondate da regioni stocastiche; 
se gli attriti sono deboli, i centri di riso¬ 
nanza attirano allo stesso modo il punto 
rappresentativo del sistema. Le risonanze 
più piccole, però, hanno solo una debole 
capacità di attrazione, e questa attrazione 
viene rapidamente superata da quelle del¬ 
le risonanze più grandi che le circondano; 
a questo punto le risonanze più piccole 
non sono più visibili: se si aumentano gli 
attriti, per esempio ponendo un liquido 


REINSERIMENTO REINSERIMENTO 



L’intermittenza è caratterizzata da uno strano comportamento dell’ago: esso oscilla «regolarmente» 
intorno al campo magnetico fisso, poi, aU’improvviso, l’ampiezza delle oscillazioni aumenta e l’ago 
compie alcuni movimenti caotici prima di riprendere il suo moto regolare; il ciclo si ripete indefi¬ 
nitamente con periodi di moto quasi regolare la cui durata aumenta progressivamente all’aumentare 
del parametro di stocasticità. Si può realizzare un modello di questo tipo di comportamento me¬ 
diante le iterazioni di una funzione a forma di U suU’intervallo [0,1]. I valori consecutivi della 
funzione possono allora corrispondere, per esempio, all’ampiezza di ciascuna oscillazione dell’ago; 
su queste curve si vede che la durata della fase quasi regolare (associata alla «traversata» del canale) 
aumenta quando diminuisce la larghezza del canale tra la curva a U e la bisettrice y = x. 
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viscoso tra l’asse dell’ago e il suo suppor¬ 
to, rimangono osservabili solo le risonan¬ 
ze più grandi. In certi casi (quando gli at¬ 
triti sono molto rilevanti) le traiettorie 
terminano solo al centro delle risonanze 
principali: se si avvia a caso l’ago, esso 
finirà per allinearsi con il campo magne¬ 
tico fisso o ruoterà con il campo rotante. 
In certo qual modo, quindi, esistono solo 
due tipi di condizioni iniziali. 

Se osserviamo il centro della risonanza 
associata al campo magnetico fisso au¬ 
mentando ancora il parametro di stocasti- 
cità s, appare un fenomeno identico all’e¬ 
splosione di una risonanza: si produce una 
cascata di sdoppiamenti di periodo e l’a¬ 
go, che fino ad allora oscillava intorno al 
campo magnetico fisso alla frequenza /o, 
oscilla inizialmente a una frequenza ar¬ 
monica della fondamentale, /o/2, conser¬ 
vando però contemporaneamente un mo¬ 
to alla frequenza /o. Un secondo sdoppia¬ 
mento fa apparire l’armonica/o/4 (si veda 
rillustrazione alle pagine 44 e 45). Gli at¬ 
triti facilitano gli esperimenti e si possono 
osservare fino a quattro sdoppiamenti 
successivi; l’analogia con i sistemi senza 
attriti è però abusiva, in quanto, se è vero 
che essa permette di dare una descrizione 
semplice dei fenomeni, la cascata di sdop¬ 
piamenti che abbiamo appena descritto è 
differente da quella osservata in assenza 
di attriti; in particolare, la costante ò, li¬ 
mite del rapporto - Sn -i)l(sn + i — 
— 5n), è uguale a 4,66... invece che a 
8,72... . 

Si produce inoltre un fenomeno nuovo. 
Per valori del parametro di stocasticità su¬ 
periori a 5 00 si osserva quella che viene 
detta una «cascata inversa»: a differenza 
della situazione senza attriti, il caos appa¬ 
re solo progressivamente al di là di s^\ 
così come sono apparse in modo gerar- 
chizzato, le armoniche si disgregano se¬ 
guendo a rovescio la gerarchia, via via che 
si aumenta il parametro di stocasticità s, 
e lasciano posto al caos. Possiamo seguire 
questa cascata inversa sulle sezioni di 
Poincaré dell’illustrazione citata prima. 
Per valori del parametro di stocasticità di 
pochissimo inferiori a queste sezioni 
comportano 16 punti riuniti in otto coppie 
raggruppate in quattro gruppi di punti che 
si possono ancora ripartire in due (4). 

Queste suddivisioni spiegano perché le 
armoniche appaiano con ampiezze sem¬ 
pre più piccole, con l’ampiezza della ar¬ 
monica di frequenza /o/l6 corrispondente 
alla separazione dei punti delle coppie. La 
prima fase della cascata inversa è la distru¬ 
zione della armonica di frequenza /o/16: 
nella sezione di Poincaré, le otto coppie 
diventano otto piccole curve sulle quali i 
punti si inscrivono in modo aleatorio. 
Questo caos, però, è molto debole; le ot¬ 
to piccole curve sono ancora ben distinte 
e lo spettro contiene ancora righe sotti¬ 
li corrispondenti alle combinazioni delle 
frequenze /()/8,/o/4,/o/2 e /o. Se si aumenta 
ancora il parametro di stocasticità 5, la 
stessa situazione si ripresenta per 1’armo¬ 
nica/o/8, ma in questo caso il caos diventa 
un po’ più diffuso. Possiamo osservare più 


facilmente il fenomeno negli altri spettri 
riportati nell’illustrazione delle pagine 44 
e 45: nella sezione di Poincaré (5), le otto 
curve caotiche si sono fuse a due a due, 
lasciando il posto a quattro curve più 
marcate. Questo tipo di comportamento 
è del tutto analogo a quello che si produce 
per le iterazioni della funzione f(x) = 
= 4>a(l - x) e si può osservare anche la 
comparsa delle cosiddette «finestre di ri- 
laminarizzazione»: al centro di questa dif¬ 
fusione del rumore che sostituisce pro¬ 
gressivamente l’armonica di frequenza 
/o/8, si producono agganciamenti associati 
a rapporti F di frequenze uguali prima a 
1/5, poi a 1/3, per i quali il sistema torna 
a essere perfettamente regolare. Lo spet¬ 
tro contiene allora rispettivamente le fre¬ 
quenze /o/20, /o/12 e i loro multipli (6 e 8 
nelVillustrazione delle pagine 44 e 45). 

Gli attrattori strani 

Le finestre di rilaminarizzazione sono 
molto sensibili alle variazioni del parame¬ 
tro di stocasticità, e questo mette in evi¬ 
denza il carattere deterministico del caos 
osservato. Dobbiamo anche notare, sulle 
sezioni di Poincaré, che il caos si sviluppa 
lungo una curva e non si spande in un 
nugolo di punti come farebbe, per esem¬ 
pio, un rumore termico. Finché il caos se¬ 
gue una curva a una dimensione, si pos¬ 
sono descrivere i comportamenti dell’ago 
con un modello analogo alle iterazioni 
della funzione/(x) = 45u:(l — x), cioè al¬ 
le iterazioni di una funzione a una varia¬ 
bile il cui valore indichi, per esempio, la 
posizione del punto rappresentativo del 
sistema su questa curva. Lo spazio delle 
fasi dell’ago, però, comporta tre dimen¬ 
sioni e le sue sezioni di Poincaré possono 
estendersi su due dimensioni. A partire da 
un certo valore del parametro di stocasti¬ 
cità .y, il punto rappresentativo del sistema 
si distribuisce nelle due dimensioni dello 
spazio delle fasi: la curva caotica si ispes- 
sisce e appare un «attrattore strano». Da 
quel momento, non si può più rappresen¬ 
tare questo caos con le iterazioni di una 
funzione a una variabile. La transizione 
tra i due tipi di comportamento è graduale 
e, nel caso dell’ago, ha luogo quando il 
caos prende il posto deH’armonica di fre¬ 
quenza/o/4. Si osserva così la finestra cor¬ 
rispondente all’agganciamento associato 
al rapporto tra frequenze uguale a 1/5, 
cioè l’armonica/o/lO, il che indica che si 
può ancora descrivere il sistema con un 
modello basato sulle iterazioni di una fun¬ 
zione a una variabile. Non si può osserva¬ 
re, invece, la finestra 1/3, teoricamente 
situata poco oltre e corrispondente all’ar¬ 
monica di frequenza/o/6. Questa finestra 
dovrebbe essere più grande di tutte quelle 
già osservate e dunque facile da vedere; 
in effetti la si osserva quando gli attriti 
sono rilevanti, ma non si possono osser¬ 
vare le finestre successive, teoricamente 
ancora più grandi. Quando si aumenta an¬ 
cora il parametro di stocasticità s, le ar¬ 
moniche subiscono anche in questo caso 
una distruzione progressiva, ma le sezioni 


di Poincaré mettono in luce delle «lamel¬ 
le» nella curva caotica: è comparso un at¬ 
trattore strano, vera e propria firma del 
caos. Inizialmente esso corrisponde a o- 
scillazioni irregolari dell’ago intorno al 
campo magnetico fisso e la sua struttura 
vista in dettaglio appare costituita da mol¬ 
teplici lamelle leggermente sovrapposte: 
una struttura quindi molto simile a quella 
delle bambole russe, caratteristica delle 
risonanze nel caso senza attriti. 

Se si continua ad aumentare il parame¬ 
tro di stocasticità, l’ago finisce con l’ac¬ 
compagnare per qualche giro il campo 
magnetico rotante nei suoi moti caotici, e 
l’attrattore strano si espande maggior¬ 
mente nello spazio delle fasi (si veda d 
nell illustrazione di pagina 43). Questo at¬ 
trattore strano permane per un intervallo 
abbastanza ampio di valori del parametro 
di stocasticità, ma il sistema ritrova ben 
presto una soluzione regolare, poi ritornà 
al caos, dopo una nuova cascata di sdop¬ 
piamenti. In seguito, il sistema conoscerà 
un’alternanza di fasi caotiche intervallate 
da fasi regolari. 

U intermittenza 

In occasione di queste alternanze, ogni 
volta che si passa da una fase regolare a 
una fase caotica con l’aumento del para¬ 
metro di stocasticità 5, si osservano sia una 
cascata di sdoppiamenti di periodo sia una 
cascata inversa. Quando si passa da una 
fase caotica a una fase regolare, sempre 
aumentando il parametro di stocasticità 5, 
la transizione avviene con un meccanismo 
altrettanto interessante: l’intermittenza. 
Subito prima del ritorno a un movimento 
regolare, la fase caotica è abbastanza fa¬ 
cile da descrivere: l’ago oscilla intorno 
al campo magnetico fisso e si potrebbe 
pensare che questa oscillazione sia rego¬ 
lare. In realtà, l’ampiezza dell’oscillazio¬ 
ne evolve lentamente nel tempo: prima 
aumenta molto gradualmente, poi, a par¬ 
tire da un certo punto, si amplifica più 
nettamente e aU’improvviso l’oscillazione 
diventa caotica (l’ago può accompagnare 
per qualche giro il campo magnetico ro¬ 
tante, oscillando a scatti, poi rimettersi a 
oscillare regolarmente, mentre la sua am¬ 
piezza evolve a poco a poco ecc.). 

Nei moti dell’ago, dunque, si succedo¬ 
no fasi di oscillazioni quasi regolari, inter¬ 
calate a sprazzi caotici, e la durata di cia¬ 
scuna di queste fasi è variabile. La durata 
media delle fasi regolari, tuttavia, varia in 
funzione del parametro di stocasticità e 
diventa sempre maggiore al tendere del 
parametro verso un valore , a partire dal 
quale l’oscillazione dell’ago è perfetta¬ 
mente regolare. Anche questo fenomeno 
ha un carattere universale: come nei feno¬ 
meni di transizione di fase, la durata me¬ 
dia T delle fasi caotiche varia secondo la 
legge T = a(sn — s)~ Come nel caso 
degli sdoppiamenti di periodo, Yves Po- 
meau e P. Manneville, a Gif-sur-Yvette, 
hanno descritto questo fenomeno serven¬ 
dosi delle iterazioni di una funzione a una 
variabile: questa funzione ha la forma di 
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una U su un certo intervallo (per esempio 
[0,1]), e quando la si itera, il canale che 
essa forma con la bisettrice (di equazione 
y = x) svolge un ruolo particolare: il pun¬ 
to che rappresenta la posizione dell’Az-esi- 
mo valore della funzione rimbalza dalla 
curva alla bisettrice (si veda Villustrazione 
a pagina 47). Quando il canale è stretto, 
sono necessarie numerose iterazioni per 
attraversarlo e, nel corso di questa fase, il 
valore Xn deH’/t-esimo valore della funzio¬ 
ne evolve in maniera molto lenta: questo 
fenomeno corrisponde alla fase regolare 
dell’intermittenza. Modificare il parame¬ 
tro di stocasticità s equivale a regolare l’al¬ 
tezza della curva a Li in rapporto alla bi¬ 
settrice: il canale si restringe quando il 
parametro di stocasticità 5 tende verso Sr. 
(Per questo valore, la curva è tangente 
alla bisettrice e i valori successivi della 
funzione tendono a un limite: il punto di 
contatto tra la curva e la bisettrice. Il moto 
dell’ago è allora regolare.) Quando il pa¬ 
rametro di stocasticità s è superiore a Sr, 
la curva a U taglia la bisettrice in due pun¬ 
ti, uno dei quali corrisponde alle oscilla¬ 


zioni stabili della fase regolare (l’altro è 
instabile). 

Meccanica classica e fenomeni dissipativi 

Se abbiamo deciso di discutere i concet¬ 
ti della meccanica classica non lineare per 
spiegare l’evoluzione di un sistema dissi- 
pativo, che quindi non appartiene a que¬ 
sta classe di problemi, è perché gli sviluppi 
della meccanica classica hanno svolto sen¬ 
z’altro un ruolo determinante per la com¬ 
prensione della stocasticità nei sistemi de¬ 
terministici. In effetti, i progressi nella 
meccanica classica si sono manifestati in 
modo abbastanza regolare, e oggi le gran¬ 
di linee vengono a formare un insieme 
piuttosto coerente. Il calcolatore ha avuto 
un ruolo fondamentale nell’elaborazione 
di concetti nuovi, permettendo di analiz¬ 
zare a fondo i sistemi. Se è vero però che 
il calcolatore permette di simulare perfet¬ 
tamente un dispositivo meccanico, è al¬ 
trettanto vero che sono necessari altri 
mezzi matematici più potenti: la rinorma¬ 
lizzazione, un metodo introdotto da Ken¬ 


neth Wilson (premio Nobel per la fisica 
nel 1982) per lo studio delle transizioni di 
fase, permette di ottenere preziosi risul¬ 
tati quantitativi. Attualmente, D. Escan- 
de e F. Doreil dell’École Polytechnique 
stanno tentando di precisare in modo 
quantitativo la comparsa della stocasticità 
a grande scala. La situazione è molto più 
arretrata nel campo dei problemi dissipa¬ 
tivi; si presentano tre grandi scenari per la 
comparsa del caos (le cascate di sdoppia¬ 
menti di periodo introdotte da Feigen- 
baum, P. Coullet e C. Tresser, il mecca¬ 
nismo di Ruelle-Takens, l’intermittenza 
descritta da Pomeau e Manne ville), ma 
manca ancora l’unificazione di questi di¬ 
versi meccanismi; del resto, si scopriran¬ 
no certamente altri scenari poiché i siste¬ 
mi dissipativi sono un campo di studi mol¬ 
to più nuovo che non la meccanica. 

E comunque confortante constatare la 
possibilità di illustrare con esperimenti 
semplicissimi i nuovi concetti apparsi in 
questi domini: il fatto che il pendolo sem¬ 
plice, o le sue varianti, sia ancora in voga 
ne sottolinea il carattere fondamentale. 
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Il moto browniano 
da Einstein a oggi 

La teoria dinamica del moto browniano ci offre un filo 
conduttore entro la scienza fisica, dalla termodinamica 
statistica del non equilibrio alla teoria quantistica 


di Bernard H. Lavenda 


N el 1827» il botanico inglese Robert 
Brown fu il primo a osservare al 
microscopio i minuscoli e rapidi 
moti irregolari di piccoli granelli di polli¬ 
ne sospesi nell'acqua» cioè quello che oggi 
è conosciuto come «moto browniano». Il 
suo scopritore fu affascinato dal «rapido 
moto oscillatorio» dei granelli di polline e 
dal fatto che «l'inaspettata apparente vi¬ 
talità di queste “molecole” persiste lun¬ 
gamente dopo la morte della pianta». Le 
prime spiegazioni attribuivano la causa 
dei moti irregolari alle correnti termiche 
convettive aH'intemo del fluido di so¬ 
spensione: tuttavia, se così fosse, ci si 
aspetterebbe che il comportamento di 
una particella sia correlato con quello del¬ 
le particelle vicine. Le osservazioni però 
non confermavano quest'idea, anzi il 
comportamento di una particella appari¬ 
va indipendente dal suo passato. Questo 
dilemma fu indubbiamente causa di gran¬ 
de confusione» in un periodo in cui i pila¬ 
stri della scienza erano fondati sui principi 
della meccanica classica: l'osservazione 
che il moto futuro è indipendente da quel¬ 
lo passato» e che il moto è incessante, 
restò inspiegata per quasi un secolo. 

Verso la fine deH'Ottocento si era già 
messo in evidenza che il moto browniano 
era tanto più rapido quanto più piccole 
erano le particelle e quanto più bassa la 
viscosità del fluido. Anche gli aumenti di 
temperatura provocavano un aumento 
della frequenza delle oscillazioni, così che 
in qualche modo la causa del moto doveva 
essere imputata ai moti termici delle mo¬ 
lecole del mezzo. A quei tempi, la teoria 
cinetica dei gas era già stata sviluppata 
grazie al lavoro monumentale di James 
Clerk Maxwell e Ludwig Boitzmann, 
durante l'ultima metà del diciannovesimo 
secolo. Da tale teoria era noto che la tem¬ 
peratura di una sostanza è proporzionale 
all’energia cinetica media di agitazione 
delle molecole costituenti il mezzo. Se 
tale moto di agitazione potesse essere in 
qualche modo trasferito a molecole suffi¬ 
cientemente grandi da essere osservabili 
con un microscopio» ciò costituirebbe la 


prima evidenza diretta della validità della 
teoria cinetica del calore. 

Nel periodo in cui apparve sulla scena 
Albert Einstein, nel 1905 (lo stesso anno 
in cui formulò la teoria della relatività 
ristretta, e in cui spiegò l'effetto fotoelet¬ 
trico introducendo il concetto di «foto¬ 
ne»), era disponibile una notevole mole 
di dati sperimentali sul moto browniano. 
Ciononostante» Einstein era alla ricerca 
di fatti che comprovassero l'esistenza di 
atomi di dimen.sioni definite e non cono¬ 
sceva quel fenomeno; i suoi sforzi lo por¬ 
tarono a prevederne l'esistenza su basi 
puramente teoriche, e a fornirne la prima 
teoria quantitativa. 

C onsideriamo il moto di una particella 
libera» sulla quale, cioè, non agisce 
alcun campo di forze esterne: per deter¬ 
minare il moto della particella non baste¬ 
rebbe conoscere gli impulsi che essa rice¬ 
ve in un dato intervallo di tempo» ma oc¬ 
correrebbe sapere anche la sua velocità 
iniziale. Per Einstein la conoscenza della 
velocità iniziale della particella brownia¬ 
na» rispetto a un qualsiasi intervallo di 
tempo di osservazione, rappresentava un 
dato insignificante in confronto al nume¬ 
ro di urti che la particella riceve nello 
stesso intervallo di tempo. (In effetti la 
particella browniana subisce circa 10^* 
collisioni al secondo; quindi l'assunzione 
di Einstein è ampiamente giustificata.) 

Facendo l'ulteriore assunzione di una 
distribuzione casuale delle posizioni mo¬ 
lecolari e prendendo in considerazione 
intervalli di tempo lunghi rispetto all'in- 
tervallo di tempo medio fra due collisioni 
molecolari successive» Einstein giunse 
alla formulazione di un'equazione di dif¬ 
fusione, analoga a quella che descrive la 
conduzione termica» la cui soluzione for¬ 
nisce la densità di probabilità che una par¬ 
ticella browniana occupi una data posi¬ 
zione a un dato i.stante. Se consideriamo 
tale funzione nel caso di una particella che 
si trovi inizialmente neH’origine e diffon¬ 
da in una sola direzione, la densità di pro¬ 
babilità si comporta in modo simile a una 


goccia di inchiostro che diffonde nel tem¬ 
po in un bicchiere d’acqua. In altre paro¬ 
le» p>otremmo immaginare la densità di 
probabilità come la distribuzione, lungo 
una direzione dello spazio, di una sostan¬ 
za estranea introdotta in un mezzo omo¬ 
geneo, e l'evoluzione di questa densità di 
probabilità nel tempo come la diffusione 
della stessa sostanza. Per avvicinarci di 
più al modello reale, la posizione di un 
punto rappresentativo della sostanza a 
ogni dato istante dovrebbe essere descrit¬ 
ta da una funzione casuale» associata al 
moto di ciascuna molecola della sostanza. 
La traiettoria deve avere necessariamen¬ 
te una forma estremamente complicata e 
discontinua» il che determina una caratte¬ 
ristica di vitale importanza del moto 
browniano: la velocità istantanea di un 
punto che descrive la traiettoria del pro¬ 
cesso non è definibile! 

Comunque, in un intervallo di tempo 
finito» si può ottenere uno spostamento 
finito per il fatto che la velocità del punto 
rappresentativo inveite il suo segno con 
frequenza infinita, mentre il punto si 
muove in entrambe le direzioni. Così» dal¬ 
l’osservazione di un grande numero di 
processi casuali» otteniamo un gran nu¬ 
mero di punti rappresentativi che si spo¬ 
stano in maniera erratica, o casuale, come 
in un movimento a «zig-zag», a causa del¬ 
le interazioni con le particelle del mezzo. 
La pendenza di ogni tratto di cammino 
libero (Io «zig») non è necessariamente 
uguale a quella di un altro (Io «zag») e» 
con l'aumentare della frequenza delle 
interazioni, il «cammino libero medio» 
della particella diminuisce. Al limite del¬ 
l’idealizzazione matematica, in cui il 
cammino libero medio tende a zero» pos¬ 
siamo dire che il vettore spostamento di 
una particella browniana non è differen¬ 
ziabile in alcun punto; non possiamo 
cioè definire una velocità per il processo. 
Conseguentemente, tutto quello che pos¬ 
siamo fare è parlare di una densità di pro¬ 
babilità, che equivale ad avere una densi¬ 
tà di punti costituenti una sorta di gas che 
diffonde. Naturalmente queste particelle 


24 



La densità normale o gaussiana rappresenta la quantità g (Xj) — 
= |4rrl>r|‘^ X exp(-.V^ 4D/). Possiamo immaginare un gran numero 
di particelle simili, affollate nelle immediate sicinan/e di A =0 al- 
ristante r = 0» che vengono lasciate a se stesse da / 0 in poi. 

Dopo un tempo r, si stabilisce spontaneamente una distrìbu/.ione di 
particelle tale che il relativo numero di particelle comprese fra X e 
A ^ dAf è iQ(X,t)óX, Oppure» alternativamente, possiamo conside¬ 
rare come nostro sistema, non un gran numero di particelle simili 
fra loro ma, piuttosto» una particella singola. Allora g(Xj)&\ 


denota la probabilità che la particella sì sìa spostata, nel tempo /, in 
una regione compresa fra A e A dV. Sulla base di questa formu¬ 
la, Einstem_calcolò che fallontanamento medio da A = 0 doveva 
essere \2Di ai; tempo /, in cui D è il coefficiente di diffusione. 
Einstein concluse così che il cammino descrìtto in media da una 
particella non è proporzionale al tempo, ma alla radice quadrata 
del tempo. Ciò deriva dal fatto che gli spostamenti descrìtti, per 
esempio durante due intervalli di tempo unitari, «non vanno sempre 
sommati fra loro, ma altrettanto frequentemente vanno sottratti». 


di gas non possono essere né create né 
distrutte durante il loro moto e ciò equiva¬ 
le a dire che la probabilità si conserva; il 
valore della probabilità in una certa re¬ 
gione corrisponde al numero di punti che 
si trovano in quella regione oppure, equi¬ 
valentemente, corrisponde al tempo che 
in media ogni «punto browniano» tra¬ 
scorre in quella regione. 

Anche se questa descrizione costituisce 
un’astrazione limite dei processi che av¬ 
vengono realmente in natura, è la sola che 
rende possibile allo stesso tempo l'intro¬ 
duzione di concetti probabilistici e l'inter¬ 
ruzione della trasmissione di informazio¬ 
ne tra passato e futuro. In altre parole, per 
descrivere il moto browniano» occorre 
simulare un processo senza «memoria», 
utilizzando quella che i matematici chia¬ 
mano proprietà markoviana. Del resto» 
qualsiasi processo casuale, anche con 
memoria, può sempre essere decomposto 
in processi più elementari che godano del¬ 
la proprietà markoviana (ne troverete 
una prova vivente nella maggior parte 
delle istituzioni burocratiche esistenti). 

Nella teoria di Einstein compare un 
solo parametro caratteristico - il coeffi¬ 
ciente di diffusione - e Einstein derivò 
una formula in cui esso era espresso in 
termini del numero di Avogadro e di altre 
grandezze fisiche che potevano essere 


misurate in laboratorio. Einstein suppose 
che la diffusione delle particelle sospese 
nel liquido fosse governata da una condi¬ 
zione di «equilibrio dinamico» fra la forza 
osmotica che tende a sospingere le parti- 
celle dalle regioni a alta concentrazione 
alle regioni a bassa concentrazione, e una 
forza viscosa che tende a ritardare il moto 
delle particelle. La forza viscosa è pro¬ 
porzionale alla velocità della particella 
anziché alla sua accelerazione» poiché 
l'accelerazione iniziale subisce un rapido 
smorzamento in un mezzo viscoso. Ein¬ 
stein voleva evitare il ricorso alla nozione 
di velocità ben definita della particella e la 
novità del suo trattamento consiste nel 
tentativo di descrivere il moto delle parti- 
celle con ragionamenti probabilistici. In¬ 
fatti l'analisi di Einstein prelude allo svi¬ 
luppo della teoria matematica dei proces¬ 
si stocastici e l'eleganza del suo procedi¬ 
mento consiste nel fatto che la velocità 
introdotta con la forza viscosa è puramen¬ 
te virtuale! La formula di Einstein per il 
coefficiente di diffusione si applica anche 
quando non è definita alcuna velocità e 
anche quando vi è una sola particella 
browniana» per cui non è possibile defini¬ 
re la concentrazione! Allora» semplice- 
mente invertendo la formula di Einstein, 
era possibile ottenere il numero di Avo¬ 
gadro dalla misura del coefficiente di dif¬ 


fusione di una sospensione colloidale di 
particelle sferiche di raggio approssimati¬ 
vamente uniforme. Considerando il nu¬ 
mero di ipotesi introdotte nella deriva¬ 
zione della formula di Einstein, è vera¬ 
mente notevole che J. Perrin ottenesse un 
risultato sperimentale in accordo entro il 
19 per cento col valore effettivo del nu¬ 
mero di Avogadro» dedotto per altre vie. 

T utto ciò che abbiamo detto riguardo 
alla teoria di Einstein non le rende 
completa giustizia. Grazie agli sforzi di 
Einstein venne alla luce che la meccanica 
statistica era una teoria con implicazioni 
sperimentali che non potevano essere 
spiegate dalla termodinamica classica. La 
teoria delle fluttuazioni inaugurata dalla 
teoria di Einstein ha dato frutti che solo di 
recente cominciano a essere presi in con¬ 
siderazione dalle scienze fisiche e mate¬ 
matiche. Durante gli ultimi due decenni è 
stata sviluppata un'intensa ricerca» che 
nella scienza matematica va sotto il nome 
di «studio dei processi stocastici di diffu¬ 
sione». Sono state trovate immediate 
applicazioni nelle teorie di ottimiz 2 :azione 
dei controlli e del filtraggio dei segnali. 
Ma applicazioni ancora più ampie alle 
scienze fisiche e chimiche hanno portato a 
dimostrare che la teoria del moto brow¬ 
niano può sia costituire le fondamenta 
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Un esperimento sulFosmosi illustra la situazione di equilibrio «dinamico». Una membrana 
semipermeabile, permeabile alle molecole di solvente (in colore chiaro) e impermeabile alle 
molecole di soluto (in colore più intenso), separa due compartimenti: uno contiene molecole di 
solvente soltanto e l'altro contiene sia molecole di solvente che di soluto. Il gradiente di 
concentrazione delle molecole di soluto dà luogo a una forza osmotica che agisce nel senso di 
aumentare il flusso di molecole di solvente nella direzione da sinistra verso destra. Nello stato 
di equilibrio dinamico, la forza osmotica Fo è bilanciata da una forza uguale ed opposta Fv, 
che è la forza viscosa che agisce in modo da ritardare il moto delle molecole di solvente. La 
differenza di livello fra i due compartimenti è uguale alla pressione osmotica del solvente. 



Lo slalom (ottenuto con una simulazione al calcolatore) illustra il modo di Wiener di trattare 
il moto browniano come «somma su tutti i cammini». Sapendo che lo sciatore parte da O e 
arriva a la probabilità che esso passi attraverso ciascuna delle porte, negli istanti dì tempo 
assodati, è data dairìntegrale multiplo riportato in basso a destra neirUlustrazione. in cui g è 
la densità di probabilità visualizzata nell'illustrazione della pagina precedente (cioè la 
distribuzione trovata da Einstein). È piuttosto intuitivo che. se aumentassimo il numero 
di ostacoli e se avvicinassimo sempre più i paletti delle porte fra loro, potremmo tracciare 
il cammino dello sciatore sempre con maggior precisione. Andando al limite, otterremo 
una misura nello «spazio dei cammini» nota come misura condizionale di Wiener, condi¬ 
zionata dalla nostra conoscenza del fatto che lo sciatore è partito da O ed è arrivato a N, 


della termodinamica statistica dei proces¬ 
si di non equilibrio sia (anche se meno 
rigorosamente, dal punto di vista mate¬ 
matico) fornire un completamento alla 
formulazione della meccanica quantistica 
introdotta da Richard P. Feynman me¬ 
diante i cosiddetti «integrali di cammi¬ 
no». Nel seguito, vogliamo presentare 
alcune delle nuove e eccitanti prospettive 
di ricerca chimico-fisica che la teoria del 
moto browniano ha recentemente aperto. 

Sebbene molti studi sulla natura fisi¬ 
co-matematica del moto browniano fos¬ 


sero stati effettuati prima del 1923, in 
particolare da Einstein, M. Smoluchow- 
ski, P. Langevin, J. Perrin e altri, la formu¬ 
lazione matematica completa di quella 
che è oggi nota come teoria del moto 
browniano fu presentata da N. Wiener, 
nel suo ormai famoso lavoro sugli spazi 
differenziali. Per questo nella letteratura 
matematica spesso ci si riferisce al moto 
browniano col nome di «processo Wie¬ 
ner». In quegli anni, Wiener sviluppò 
un’interpretazione del moto browniano 
come «somma su tutti i cammini», che 


descriveremo qualitativamente. Conside¬ 
riamo una particella che subisca una serie 
di spostamenti, tali che l’entità e la dire¬ 
zione di ciascuno di essi sia indipendente 
dagli sp>ostamenti precedenti. Ora, la 
probabilità che lo spostamento della par¬ 
ticella browniana avvenga fra i due punti 
ai e bi è determinata da una funzione di 
distribuzione che, se la particella ha un 
moto simile al cammino di un ubriaco, 
risulta essere proprio la soluzione dell’e¬ 
quazione di diffusione derivata da Ein¬ 
stein. Il problema è determinare qual è la 
probabilità che, dopo n spostamenti, la 
particella venga a trovarsi nella zona fra 
Qn e b„. Così, la probabilità dipende da un 
gran numero di altre grandezze aventi di¬ 
stribuzioni preassegnate entro un inter¬ 
vallo di valori. Il problema che ci trovia¬ 
mo di fronte è analogo a quello di uno 
sciatore che debba affrontare un percorso 
di slalom (si veda Villustrazione in questa 
pagina in basso). La probabilità che l’atle¬ 
ta passi attraverso una porta-ostacolo è 
data dal prodotto della larghezza della 
porta per la densità di probabilità, fattore 
peso che tiene conto sia della mobilità 
dello sciatore, sia della distanza fra due 
porte successive, sia ancora del tempo 
impiegato dallo sciatore per passare da 
una porta alla successiva. Se ora osser¬ 
viamo l’atleta passare attraverso una data 
porta in un certo istante, potremmo desi¬ 
derare di conoscere qual è la probabilità 
che egli passi attraverso un successivo 
ostacolo dopo un certo lasso di tempo. Se 
tale intervallo è grande, il fatto che lo 
sciatore passi o meno attraverso la porta 
non dovrebbe dipendere dal fatto che noi 

10 abbiamo visto passare per un’altra por¬ 
ta in un istante precedente. La probabilità 
totale sarà allora il prodotto delle proba¬ 
bilità individuali e possiamo immaginare 
che, aumentando il numero di osserva¬ 
zioni sullo sciatore (cioè aumentando il 
numero degli ostacoli sul suo percorso) e 
rendendo sempre più piccola la larghezza 
di ciascuna porta, saremmo capaci di loca¬ 
lizzare la traiettoria dello sciatore con 
sempre maggiore precisione. 

La difficoltà risiede nell’andare al li¬ 
mite di osservazioni infinitamente fre¬ 
quenti, e tale è appunto il problema ri¬ 
solto da Wiener. L’indipendenza stati¬ 
stica tra gli eventi può essere rigorosa¬ 
mente mantenuta anche nel caso limite 
di piccoli intervalli di tempo? 

Al limite di intervalli infinitamente pic¬ 
coli e di ostacoli infinitamente stretti, ot¬ 
teniamo quella che i matematici conosco¬ 
no come «misura» di Wiener. La misura è 
proprio il numero che otteniamo facendo 

11 prodotto delle varie probabilità indivi¬ 
duali per ogni singolo evento. In più, 
quando non è richiesta la conoscenza del 
passaggio dello sciatore attraverso una 
qualsiasi particolare porta-ostacolo, dob¬ 
biamo sommare le probabilità su tutti i 
punti attraverso i quali lo sciatore potreb¬ 
be essere passato. Possiamo ora collegare 
il problema degli ostacoli dello slalom alla 
teoria delle misure, sia nella teoria classi¬ 
ca. sia in quella quantistica. 

In entrambe queste teorie il concetto di 
probabilità di ottenere un dato risultato in 
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un esperimento è fondamentale. Le no¬ 
zioni probabilistiche entrano nella fisica 
classica a causa della imp>ossibilità di co¬ 
noscere posizione e velocità di particelle 
in un sistema macroscopico nel quale la 
popolazione sia dello stesso ordine di 
grandezza del numero di Avogadro (circa 
10^^). Anche se potessimo seguire cia¬ 
scuna particella singolarmente, le nostre 
misure eseguite con strumenti macrosco¬ 
pici, pur non introducendo perturbazioni 
nel moto, potrebbero non rispecchiare il 
comportamento medio delle singole par¬ 
ticelle. In meccanica quantistica, le consi¬ 
derazioni probabilistiche entrano per 
un’altra ragione: in questo caso abbiamo 
a che fare con particelle di dimensioni 
estremamente ridotte (per esempio elet¬ 
troni), così che qualunque apparecchio di 
misura usato per rilevarne la posizione 
introduce una perturbazione inevitabile; 
le particelle che interagiscono durante la 
misura, per esempio i fotoni, hanno di¬ 
mensioni dello stesso ordine di grandezza 
degli oggetti che vogliamo misurare! 
Classicamente potremmo chiederci qual è 
la probabilità Pah che la misura A dia il 
risultato a e che, nello stesso tempo, la 
misura B dia il risultato b. In maniera 
simile, poniamo che Pu sia la probabilità 
che la misura B dia il risultato b mentre la 
misura C dia il risultato c; supponiamo 
inoltre che Pabe sia la probabilità relativa 
al verificarsi di tutti e tre i risultati: cioè A 
dà a, R dà ò e C dà c. 

Allora, se gli eventi fra 6 e c sono in¬ 
dipendenti da quelli fra a e ò (assumen¬ 
do che le misure A, B, C vengano ese¬ 
guite in successione temporale con lo 
stesso ordine), la probabilità è sempli¬ 
cemente il prodotto: 

Pabe ^ Pab ^ Pbc^ 

Supponiamo ora di non eseguire la 
misura B; la probabilità che A dia a e 
che C dia c è proprio: 

Poc = somma su tutti i b (Pabe), 
questo poiché la grandezza b deve ne¬ 
cessariamente assumere qualche valore 
fra le misure A e C. 

Classicamente questa seconda equa¬ 
zione è corretta, mentre è stato dimostra¬ 
to che in meccanica quantistica essa è in 
generale errata. Perché? Abbiamo dovu¬ 
to ipotizzare che, passando da d a c, B 
abbia assunto qualche valore definito b. 
Ora, qualsiasi tentativo di misura distur¬ 
berebbe il sistema in modo tale da rende¬ 
re l’equazione errata per la meccanica 
quantistica. La perturbazione introdotta 
dall'apparecchio di misura suH’oggetto 
che deve essere misurato sarebbe suffi¬ 
ciente per trasformare il nostro oggetto in 
un sistema completamente nuovo dopo la 
misura! Che la seconda equazione non 
possa essere vera in meccanica quantisti¬ 
ca fu affermato chiaramente per la prima 
volta da Werner Heisenberg col suo fa¬ 
moso principio di indeterminazione. 

Classicamente è possibile caratteriz¬ 
zare un cammino con una successione di 
misure a istanti successivi che ci forni¬ 
scano una successione di punti. Se ese¬ 
guiamo un numero sufficientemente 
alto di misure, possiamo collegare i pun¬ 
ti e definire una traiettoria. Sia Pr^ r, r,— 


la probabilità per tale cammino. Qui r„ 
r,... sostituiscono i risultati sperimentali 
a, b, c,... Se desideriamo conoscere la 
probabilità che sia fra a, e ecc., 
dobbiamo sommare (più correttamente 
integrare) su tutti i possibili valori inter¬ 
medi. Se usassimo la soluzione dell’e¬ 
quazione di diffusione di Einstein come 
densità di probabilità, il risultato ottenu¬ 
to sarebbe la misura di Wiener. 

Ora, in meccanica quantistica non è 
possibile seguire un cammino di una par¬ 
ticella. perché ogni volta che misuriamo la 
sua posizione ne disturbiamo il p>ercorso 
tanto da convertirlo in un altro processo. 
Feynman fu il primo a capire che se si 
fossero sostituite le probabilità con le 
«ampiezze di probabilità», allora tutte le 
regole della probabilità classica sarebbe¬ 
ro state valide per la meccanica quantisti¬ 
ca. Secondo l’interpretazione ortodossa 
della meccanica quantistica, le ampiezze 
di probabilità sono grandezze complesse i 
cui moduli quadrati forniscono le densità 
di probabilità. Poiché le ampiezze di pro¬ 
babilità stesse non costituiscono grandez¬ 
ze fisicamente osservabili, è lecito inten¬ 
derle quale strumento probabilistico per 
la descrizione dei cammini delle particel¬ 
le. Tutto ciò che cambia, passando dalla 
visione classica di Wiener di una somma 
su tutti i cammini all’interpretazione di 
Feynman, sta nell’introduzione di una 
misura «complessa». Non abbiamo al¬ 
cun motivo per opporci a tale assunzione 
perché i cammini non sono in alcun modo 



Una riproduzione della superfìcie entropica 
che venne presentata a Gibbs da Maxwell nel 
1875. La funzione entropia può essere rappre¬ 
sentata graficamente con una superfìcie in un 
sistema multidimensionalc di coordinate gene¬ 
ralizzate. con assi che indicano i valori della 
differenza fra le variabili termodinamiche 
estensive generalizzate e quelle rispettivamen¬ 
te corrispondenti ai valori di equilibrio. Lo 
stato dì massima entropia O corrisponde allo 
stato di equilibrio. Considerando qualunque 
dominio aihitrario G, con frontiera B, il siste¬ 
ma. quasi certamente, farà la sua uscita allo 
stato U, che ha la mavsima entropia rispetto a 
tutti gli altri siati della frontiera, a causa delie 
fluttuazioni termiche che guideranno il siste¬ 
ma al dì fuori dì qualsiasi dominio circoscritto, 
contenente lo stato di equilìbrio, nel limite in 
cui l'intensità del rumore termico tende a 
zero. Nella stessa condizione, il sistema non 
visiterà quegli stati le cui entropie siano mino¬ 
ri di quella massima sulla frontiera B, a patto 
che esista uno stato di mavsima entropia in B. 



Il diagramma raffigura una buca di potenziale blstabile: un campo di forze con due punti di 
stabilità locale. Se prenefiamo in considerazione le fluttuazioni, una particella ha qualche possibili¬ 
tà di superare la barriera di potenziale, e co^ le stabilità relative delle due buche possono essere 
messe a confronto fra loro. Questa descrizione viene spesso usata come un modello per le reazioni 
chimiche, e in tal caso la distanza denota una coordinata dì reazione. Le collisioni molecolari 
povsono eccitare una molecola tanto da superare la barriera, co^ che sì verifichino la rottura 
del legame molecolare e la dissociazione della molecola. Le collisioni casuali sono descritte da un 
«rumore bianco» la cui intensità determina la temperatura dei reagenti. Una volta superata la 
barriera di potenziale, c'è la povsibilità che si vengano a formare nuovi e diversi legami molecolari, 
e che di conseguenza il sistema vada a cadere nello stalo di equilibrio più stabile, restandovi in 
quiete (a meno delle fluttuazioni termiche). Il tasso con cui le collisioni molecolari spingono le 
molecole al di là della soglia della buca dì potenziale è determinato dalla cinetica della reazione. 
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A sinistra le linee di fluvso per il caso in cui lo stato stazionario O, nel dominio G, è stabile. Le 
fluttuazioni termiche casuali possono essere immaginate come causa di una lenta dilTusione del 
sistema in un campo di flusso deterministico. Poiché lo stato stazionario è stabile, il sistema deve 
dilTondere «contro il flusso» per raggiungere il contorno B. A causa delle fluttuazioni termiche 
casuali, il sistema può passare da uno stato stazionario stabile ad un altro, ma esso deve necessa* 
riamente andare contro il flusso, almeno per una parte della traiettoria. A destra, il moto del 
sistema, precedente alla sua uscita dal contorno B, a partire da un intorno dello stato stazionario 
stabile O appartenente a un dominio limitato G, ha la seguente natura: il sistema è attratto dallo 
stato stazionario, qualunque sia lo stato in G in cui esso si trovi, e il moto verso lo stato stazionario 
è descritto da un'equazione deterministica cinetica. Giunto nelle vicinanze di O, il sistema può 
effettuare escursioni in quegli stati che sono più distanti, per poi tornare indietro attratto dallo 
stato stazionario. Se accade che il sistema raggiunge il contorno, allora il suo moto, in precedenza, 
non sarà lento e continuo, ma piuttosto avrà l'aspetto di un moto a balzi in cui percorre una 
distanza definita in un tempo definito: altrimenti verrebbe risucchiato verso lo stato stazionario. 


osservabili. Il rigore matematico di tale 
formulazione è ancora in fase di perfezio¬ 
namento poiché insorgono problemi di 
convergenza, e in più non è stata indivi¬ 
duata la provenienza del rumore che im¬ 
pedisce una trattazione deterministica 
della meccanica quantistica. 

VWiener mise in relazione la densità di 
probabilità con il processo di diffu¬ 
sione di una particella «libera», mentre 
Feynman diede, in forma assiomatica, 
regole per il calcolo della densità di am¬ 
piezza di probabilità, dimostrando a po¬ 
steriori che essa soddisfa Inequazione di 
diffusione più notevole della meccanica 
quantistica: Inequazione di Schròdinger. 
Ha senso allora chiedersi a quale processo 
fisico queste regole formali corrisponda¬ 


no. Per rispondere a questa domanda 
dobbiamo introdurre una linea di ricerca 
parallela allo studio delle equazioni di dif¬ 
fusione: la teoria delle equazioni diffe¬ 
renziali stocastiche. P. Langevin può es¬ 
sere considerato il fondatore di tale for¬ 
malismo che consente una rappresenta¬ 
zione semplice (sebbene matematica- 
mente complessa) del processo fisico 
chiamato moto browniano. 

Caratteristica di questa interpretazione 
è il fatto che le equazioni del moto utiliz¬ 
zate nelPanalisi dei sistemi fisici sono una 
riformulazione della legge del moto di 
Newton: F - ma, cioè forza = massa x 
accelerazione, con l'eventuale inclusione 
delle forze di attrito, o dissipative. Sebbe¬ 
ne l'applicazione diretta di F = ma con¬ 
duca a equazioni differenziali del secondo 


ordine, è sempre possibile, mediante l’in¬ 
troduzione di variabili aggiuntive, tra¬ 
sformare queste equazioni in un sistema 
di equazioni differenziali accoppiate del 
primo ordine (ma sovente non lineari). 


aventi la forma: 

= b[m\ 

dove x(t) è in generale un vettore di di¬ 
mensione ai > 1, detto «stato del sistema» 
al tempo t. Se si vogliono prendere in 
considerazione anche fluttuazioni del si¬ 
stema simili ai moto perpetuo delle parti- 
celle browniane, mantenute in tale stato 
dalle collisioni casuali con le molecole più 
leggere del fluido circostante, occorre 
aggiungere, come di consueto, una forza 
casuale o fluttuante al membro di destra 
di quest'ultima equazione; ciò provoca la 
conversione dell'equazione differenziale 
deterministica in un'altra, nota come 
equazione differenziale stocastica (o 
equazione di Langevin), avente la forma: 


àx(t) 


d/ 


= b[x(t)\ ^ fui 


Le equazioni differenziali del tipo del¬ 
l'equazione di Langevin connettono due 
mondi separati: il mondo macroscopico 
rappresentato dal «vettore di deriva» />, 
e il mondo microscopico, rappresentato 
dalla forza fluttuante /. Nella formula¬ 
zione originale di Langevin, x(t) rappre¬ 
sentava la quantità di moto della particel¬ 
la browniana e b\x(t)] l'attrito dinamico 
agente sulla particella; la parte fluttuante 
f(t) caratterizzava il moto browniano. 
Langevin arguì che tale decomposizione 
doveva essere valida in quanto il moto ha 
luogo su due scale di tempo largamente 
separate fra loro: una corta, secondo la 
quale varia rapidamente la forza flut¬ 
tuante f(t) (ricordiamo che una particella 
subisce normalmente circa 10^^ collisioni 
al secondo) e una lunga, rispetto alla 
quale si manifestano gli effetti dell'attrito 
dinamico. 

Risolvere un'equazione differenziale 
stocastica del tipo di quella di Langevin 
non è come risolvere un'equazione diffe¬ 



I cammini tipici di una particella bronniana sono follemente irregolari definire una velocità media, ma non esiste una velocità istantanea. Que- 

se ossers ati su scala molto fine, come mostrato qui. Così, è possibile sto significa che i cammini del moto browniano non sono differenziabili. 
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Mentre l'entropia del sistema tende ad aumentare fino a raggiungere il valore massimo all'e¬ 
quilibrio, l'entropia generata dalle correlazioni statistiche fra stati di non equilibrio tende, in 
media, a diminuire col trascorrere del tempo. L'entropia addizionale, prodotta dalle correla¬ 
zioni statistiche, distrugge la proprietà termodinamica di additività, che toma a valere solo per 
tempi lunghi, ove le correlazioni statistiche abbiano avuto abbastanza tempo per esaurirsi. 


renziale ordinaria: infatti l'equazione di 
Langevin mette in gioco una forza flut¬ 
tuante fU) che ha proprietà definite solo 
statisticamente. In assenza di una cono¬ 
scenza specifica delle forze casuali, si as¬ 
sume comunemente che f(t) sia un cosid¬ 
detto processo casuale gaussiano di 
«rumore bianco»: il termine «rumore 
bianco» è usato per analogia con la luce 
«bianca», poiché in entrambi i casi lo 
spettro è costante, ovvero di ampiezza 
indipendente dalla frequenza. Si deve 
tuttavia considerare che un vero rumore 
bianco non può esistere nel mondo reale: 
qualsiasi rumore osservabile, infatti, in¬ 
dipendentemente da quanto risulti «piat¬ 
to» il suo spettro alle basse frequenze, si 
annulla regolarmente alle alte frequenze. 
Il modello del rumore bianco, quindi, 
porta inevitabilmente alla cosiddetta 
«catastrofe ultravioletta», conseguenza 
questa che vanificò i tentativi di trattare 
lo spettro del «corpo nero» sulla base del 
principio di equipartizione dell’energia. 
Perciò si tratta di una idealizzazione 
matematica che può soltanto approssi¬ 
mare la realtà. 

In effetti esistono altre forme di rumo¬ 
re; per esempio il rumore granulare crea¬ 
to per emissione spontanea dal catodo di 
un elettrone che, raggiungendo l’anodo, 
produce una corrente. Analogamente 
l’emissione di altri elettroni è descritta da 
una distribuzione casuale di tempi di 
emissione che statisticamente ha l'aspetto 
di una distribuzione di Poisson. Comun¬ 
que, se applichiamo la legge dei grandi 
numeri, sappiamo che al limite di molti 
eventi indipendenti le distribuzioni stati¬ 
stiche tendono sempre a una distribuzio¬ 
ne gaussiana, e ciò ci riconduce al rumore 
bianco che è sempre stazionario nel tem¬ 
po e ha uno spettro uniforme. 

A questo punto viene da chiedersi: 

quale delle due descrizioni, determi¬ 
nistica (equazioni differenziali del primo 
ordine) o statistica (equazioni differenzia¬ 
li stocastiche di Langevin), si avvicina di 
più a una descrizione realistica di ciò che 
accade nei sistemi dinamici? Prendiamo 
in considerazione, per esempio, la termo- 
dinamica classica: essa prevede che le 
fluttuazioni relative di una variabile ter¬ 
modinamica estensiva siano proporziona¬ 
li all'inverso della radice quadrata del 
numero delle particelle. Al limite termo- 
dinamico, in cui il numero delle particelle 
e il volume tendono all’infinito in modo 
tale che il loro rapporto rimanga costante, 
le fluttuazioni relative tendono a zero, e la 
distribuzione si raccoglie sempre più at¬ 
torno al valore atteso, che è quello che la 
termodinamica prevede essere il valore 
sperimentale. Ma noi sappiamo che si ve¬ 
rificano sempre piccole deviazioni dalle 
equazioni di stato termodinamiche: se 
due sistemi sono preparati in modo iden¬ 
tico, non è detto che successivamente si 
comporteranno esattamente allo stesso 
modo. 

È questo che intendiamo quando so¬ 
steniamo la necessità di prendere in con¬ 
siderazione le fluttuazioni. Inoltre, in pic¬ 
cole regioni di spazio, oppure in pros¬ 


simità di un punto critico, le proprie¬ 
tà di un sistema fluttuano largamente 
intorno ai valori previsti dalle equazioni 
di stato deterministiche, e il comporta¬ 
mento macroscopico futuro è determina¬ 
to dalle fluttuazioni iniziali. Consideria¬ 
mo inoltre il caso di una buca di potenzia¬ 
le bistabile, del tipo di quelle comune¬ 
mente usate per descrivere le reazioni 
chimiche (si veda rillustrazione a pagina 
000). La termodinamica classica prevede 
che il sistema tenderà a trovarsi sempre in 
corrispondenza del minimo più basso 


(Gz) perché esso corrisponde all’energia 
libera più bassa; un sistema che si trovasse 
però nel minimo più alto (Gi) sarebbe 
destinato a rimanervi, in assenza di flut¬ 
tuazioni: quindi la previsione della ter¬ 
modinamica classica non può essere del 
tutto legittima. In altri termini non esiste 
per il sistema alcun modo per accorgersi 
della presenza di un minimo dell’energia 
libera termodinamicamente più stabile. 

È ben noto che le fluttuazioni giocano 
un ruolo cruciale nel caso di sistemi fisici 
che diventano instabili (in modo appros- 



Schematizzazìone delle fluttuazioni intorno al cammino medio per la regressione del sistema fino 
all'equilibrio. Poiché le medie e i valori più probabili di una distribuzione gaussiana sono identici, il 
cammino medio coinciderà con il cammino più probabile perla regressione di una fluttuazione solo 
nel caso che le fluttuazioni siano gaussiane. Per fluttuazioni non-gaussiane, solo nel limite di 
intensità di rumore termico molto piccola, le distribuzioni delle variabili termodinamiche fluttuanti 
diverranno cosà nette che il comportamento medio e quello più probabile torneranno a coincidere. 
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simativo possiamo dire che un sistema 
dinamico è stabile se è insensibile a picco¬ 
le perturbazioni). Comunque le nostre 
equazioni, sia quella deterministica, sia 
quella di Langevin, prevedono un com¬ 
portamento qualitativamente differente. 
Assumiamo che esista uno stato determi- 
nisticamente stabile, isolato e stazionario, 
determinato dalla scomparsa della deri¬ 
va: = 0 in cui con O si simboleggia lo 

stato stazionario. Questo significa che il 
sistema non sta «evolvendo». Allora 
ambedue le equazioni saranno concordi 
nel prevedere che il sistema tenderà ini¬ 
zialmente ad agire in modo da eliminare 
ogni eventuale variazione del suo stato 
causata da perturbazioni, ristabilendo 
così lo stato stazionario, O. 

Ambedue le equazioni sono concordi 
nel dire che il sistema «scivolerà» lungo 
una curva che sia soluzione del sistema 
deterministico. Ora Inequazione differen¬ 
ziale del primo ordine prevede che il si¬ 
stema si avvicinerà asintoticamente allo 
stato stazionario, e nulPaltro. Al contra¬ 


rio Inequazione di Langevin prevede che il 
sistema si avvicinerà a un piccolo intorno 
di O, nel quale trascorrerà la maggior par¬ 
te del suo tempo. Ma, tenendo conto della 
forza casuale, il sistema avrà sempre una 
probabilità di saltare in un altro stato in 
G. Il moto non è continuo; consiste invece 
di salti discontinui, poiché il sistema av¬ 
verte sempre Tattrazione dello stato sta¬ 
zionario. Presto o tardi, il sistema rag¬ 
giungerà la frontiera B con una probabili¬ 
tà prossima a 1. Certamente il tempo che 
impiegherà per raggiungere tale frontiera 
sarà più lungo di quello impiegato in ten¬ 
tativi infruttuosi di raggiungere B. Co¬ 
munque l’equazione di Langevin dice che 
il sistema abbandonerà quasi certamente 
qualsiasi dominio circoscritto in un tempo 
finito. Il sistema è sempre instabile, indi- 
pendente dalla grandezza della forza flut¬ 
tuante, posto che tale forza agisca anche 
nello stato stazionario che dall’equazione 
differenziale ordinaria del primo ordine 
risulta essere globalmente stabile (la for¬ 
za fluttuante è in media zero). 


I l problema che abbiamo descritto è 
quello di una particella che diffonde 
in direzione contraria al flusso. Questo 
problema diviene fisicamente più inte¬ 
ressante se sono presenti più stati stazio¬ 
nari del moto. In tal caso esso può rap¬ 
presentare la fuga di una particella da 
una buca di potenziale divenendo così un 
modello per le reazioni chimiche, per la 
diffusione nei cristalli, per le transizioni 
nelle giunzioni Josephson, così come per 
Tattraversamento delle barriere di po¬ 
tenziale da parte di particelle quanto- 
meccaniche (effetto «tunnel»). 

La presenza di fluttuazioni termiche 
casuali introduce un limite superiore alla 
precisione con la quale è possibile specifi¬ 
care un dato stato macroscopico di un 
sistema. Agli inizi degli anni cinquanta 
cominciarono intense ricerche per lo stu¬ 
dio delle equazioni differenziali stocasti¬ 
che dei tipo di quella di Langevin; ne è 
risultato un nuovo tipo di calcolo, che 
prende il nome dal suo ideatore: Itò. 11 
calcolo stocastico di K. Itò è basato sul¬ 
l’osservazione che il cammino di una par¬ 
ticella browniana è molto irregolare, se 
osservato con sufficiente dettaglio. (Ab¬ 
biamo trascurato questo particolare nel 
formulare l’equazione di Langevin, che 
rimane comunque formale.) Ne consegue 
che, nel moto browniano non lo sposta¬ 
mento Ajc, ma il suo quadrato è propor¬ 
zionale a A/, il coefficiente di proporzio¬ 
nalità essendo proprio due volte la co¬ 
stante di diffusione, D. In più è noto, fino 
dal 1933, che il moto browniano dà luogo 
alla relazione di indeterminazione: 

A.t2 :^2DA/ 

in diretta analogia con la relazione di in¬ 
determinazione vigente nella meccanica 
quantistica: 

^ — A/ 
m 

in cui è la costante di Planck e m è la 
massa della particella. Si può quindi os¬ 
servare che in meccanica quantistica il 
rapporto hìlm svolge lo stesso ruolo del 
coefficiente D nella teoria dei processi 
stocastici, e il calcolo stocastico può esse¬ 
re applicato in modo formale alla mecca¬ 
nica quantistica, sebbene non vi sia alcun 
processo di diffusione reale. La relazione 
di indeterminazione del moto browniano 
sta a significare che dobbiamo modificare 
le usuali regole di differenziazione (o di 
integrazione). Per ottenere il differenzia¬ 
le di una funzione è ora necessario pren¬ 
dere due termini nello sviluppo in serie di 
Taylor e sostituire il termine quadratico 
con il suo valor medio IDòit. 

La relazione di indeterminazione del 
moto browniano è una manifestazione 
delle correlazioni statistiche fra stati di 
non equilibrio attraverso i quali il sistema 
passa a istanti di tempo successivi. 

La presenza di fluttuazioni termiche 
rende necessaria la transizione verso 
un’interpretazione probabilistica. La ter¬ 
modinamica statistica offre una connes¬ 
sione naturale fra la probabilità di uno 
stato e la sua entropia. Perciò l’entropia, 
anziché l’energia libera, ha un ruolo privi¬ 
legiato quando vengono introdotti con¬ 
cetti probabilistici in termodinamica. 



Una simula/ione col metodo dì Monte Carlo dì un sistema dinamico bidimensionale lineare, 
soggetto a pìccole eccitazioni del tipo del rumore bianco, descriventi le fluttuazioni termiche, è 
stata eseguita da R. G. Williams, che ne ha riferito sul «SIAM Journal on Applied Mathematics» 
nel 1981. Lo stato stazionario è posto airorigìne, e la figura mostra i risultati per cinque 
traiettorie di fuga. Sebbene il sistema trascorra la maggior parte del tempo nelle immediate 
vicinanze dello stato stazionario, effettua anche deviazioni erratiche, allontanandosene. 11 moto 
di diffusione contrario al flusso non è un processo lento; copre distanze finite in intervalli dì 
tempo relativamente corti. Se il sistema non raggiunge la frontiera circolare, viene attratto dalle 
vicinanze dello stato stazionario, dove inizierà un'altra escursione a un tempo successivo. Il risul¬ 
tato conferma la previsione teorica che le traiettorie si stringono attorno alla traiettoria a tempo 
rovesciato del sistema deterministico, che collega lo stato stazionario con lo stato della fron¬ 
tiera più vicino avente massima entropia, se diminuisce sufficientemente Pintensìtà del rumore. 
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Boltzmann fu il primo a riconoscere la 
connessione fra probabilità e entropia. 
Sfortunatamente visse in un’epoca in cui 
il determinismo della meccanica classica 
pervadeva le scienze naturali e soltanto 
dopo la sua morte Einstein riprese le sue 
idee e le applicò con tanto successo al 
moto browniano. Questo avvenimento, 
insieme alla spiegazione di Max Planck 
della radiazione del corpo nero, annunciò 
la nascita dell’era atomica. 

Einstein mise in relazione la densità di 
probabilità P(x), per una fluttuazione 
spontanea in uno stato di non equilibrio, 
con la diminuzione dell’entropia A.S se¬ 
condo la relazione: 

P(x) » exp [ AS(.v; ]. 

Questo implica che la probabilità, per dif¬ 
ferenti stati di non equilibrio, è proprio il 
prodotto delle probabilità individuali, 
confermando la proprietà di additività 
dell’entropia. Possiamo apprezzare la 
formula di Einstein per una fluttuazione 
spontanea dairequilibrio come una forma 
limite, valida per tempi lunghi, qualora, 
cioè, le correlazioni statistiche abbiano 
avuto il tempo di attenuarsi, o al limite di 
piccole fluttuazione termiche. In generale 
vi sarà un’entropia addizionale generata 
dalle correlazioni statistiche fra stati di 
non equilibrio. Gli andamenti medi delle 
entropie di stato, opposti a quelli delle 
entropie correlazionali per stati di non 
equilibrio, sono schematizzati nella figu¬ 
ra a pagina 29 in alto. Si può vedere che 
la presenza di correlazioni statistiche di¬ 
strugge le proprietà termodinamiche di 
additività che caratterizzano l’equilibrio 
e che alla formula di Einstein per la den¬ 
sità di probabilità bisogna aggiungere 
una densità supplementare che tenga 
conto delle probabilità di transizione fra 
stati di non equilibrio. 

Noi abbiamo derivato un’espressione 
generale per la densità di probabilità di 
transizione ►>), relativa a due stati 
di non equilibriox ey; essa è data dall’a¬ 
nalogo cinetico della formula di Einstein: 

P(x-^y) o exp [ V 2 f S -H ÙS) ] 
in cui 1 è l’entropia congiunta e A5 è la 
differenza di entropia fra i due stati di 
non equilibrio. L’entropia congiunta ha 
la proprietà di ridursi, dopo lungo tempo, 
alla somma delle entropie, e quest'ultima 
formula si riduce alla formula di Einstein. 

Il principio generale della termodina¬ 
mica del non equilibrio che governa l’evo¬ 
luzione dei processi irreversibili verso l’e¬ 
quilibrio è: _ 


in cui la sopralineatura denota l’opera¬ 
zione di media. La diseguaglianza affer¬ 
ma che le correlazioni statistiche fra stati 
di non equilibrio sono, in media, una fun¬ 
zione decrescente del tempo. Usando le 
parole di Lars Onsager, essa esprime il 
fatto che tutti i sistemi fisici tendono a 
dimenticare il loro passato. Infine, la di¬ 
seguaglianza può essere considerata 
come l’analogo stocastico del celebre teo¬ 
rema H di Boltzmann. Essa fornisce un 
meccanismo fisico per la conversione del 
nostro analogo cinetico nella formula di 
Einstein, al limite dei tempi lunghi. 


S i può comprendere la differenza fra 
il modello deterministico (equazione 
diffenziale del primo ordine) e quello sto¬ 
castico (equazione di Langevin) dei si¬ 
stemi dinamici considerando che l’entro¬ 
pia è una funzione della variabile x che è 
lo scarto dairequilibrio di una variabile di 
stato. Utilizzando l’equazione differen¬ 
ziale deterministica si scopre che l’entro¬ 
pia tenderebbe a zero per tempi lunghi, 
poiché per definizione x si annulla all’e¬ 
quilibrio (tempi lunghi). Se viene invece 
usata l’equazione di Langevin per calco¬ 
lare l’entropia, troviamo che essa tende 
alla sua corretta forma d’equilibrio, al 
limite per tempi lunghi; questo dimostra 
che la presenza di fluttuazioni termiche 
casuali è fondamentale per lo stabilirsi 
della distribuzione d’equilibrio. In altre 
parole, l’equilibrio macroscopico corri¬ 
sponde a uno stato medio attorno al quale 
il sistema fluttua a causa delle fluttuazioni 
termiche casuali. Infatti, mediando l’e¬ 
quazione di Langevin otteniamo l’equa¬ 
zione macroscopica fenomenologica della 
termodinamica dei processi irreversibili. 
Questa affermazione è stata enunciata 
per la prima volta da Onsager nella sua 
ipotesi della regressione delle fluttuazio¬ 
ni: la regressione delle fluttuazioni di non 
equilibrio obbedisce, in media, alle leggi 
fenomenologiche della termodinamica 
dei processi irreversibili. Il cammino che 
coincide con la soluzione deterministica 
della equazione cinetica (equazione diffe¬ 
renziale del primo ordine) è chiamato 
«cammino termodinamico»; le fluttua¬ 
zioni intorno al cammino termodinamico 
sono illustrate a pagina 29 in basso. 

11 sistema progredisce verso un piccolo 
intorno dello stato di equilibrio caratte¬ 
rizzato dalla distribuzione statistica data 
dalla formula di Einstein; qui il sistema 
trascorre la maggior parte del suo tempo. 
Ora spostiamo il nostro asse del tempo a 
qualche istante lontano nel passato, af¬ 
fermando che il sistema invecchiato deve 
pur essere stato aH’equilibrio molto tem¬ 
po fa. A causa delle fluttuazioni termiche, 
il sistema avrà pure compiuto escursioni 
in stati a entropia inferiore di quella dello 
stato di equilibrio ma, con la diminuzione 
dell’intensità del rumore termico, il si¬ 
stema evita gli stati nel dominio G con 
un’entropia inferiore di quello stato della 
frontiera B che p>ossiede l’entropia mas¬ 
sima, e attraverso il quale dovrebbe aver 
luogo l’uscita dal dominio G. In altre pa¬ 
role, con la diminuzione dell’intensità del 
rumore, il sistema non avrà energia suffi¬ 
ciente per visitare quella parte del domi¬ 
nio in cui l’entropia è inferiore a questo 
massimo sulla frontiera. 

Nel caso di piccole fluttuazioni termiche, 
la prima uscita dalla frontiera avrà luogo, 
quasi certamente, in prossimità di quello 
stato U suB che rende massima l’entropia 
congiunta, soggetta alla condizione che il 
sistema sia stato nella vicinanza dello stato 
di equilibrio molto tempio fa. La fuga sarà 
avvenuta entro una piccola zona cilindrica, 
come un tubicino, attorno a un percorso che 
rende massima l’entropia congiunta. Sotto 
le stesse condizioni, questo cammino è 
rimmagine speculare nel tempo del percor¬ 



La linea piena mostra ravvicinamento, entro 
un intorno A dello stalo di equilibrio O, lun¬ 
go U percorM) più probabile o cammino ter¬ 
modinamico. A è una misura della grandezza 
delle fluttuazioni lermicbe attorno allo stato 
di equilibrio. Il cammino più probabile per 
ruscHa dalla regione G sarà entro un piccolo 
tubicino attorno al cammino ebe sìa l'imma¬ 
gine speculare nel tempo del cammino più 
pmbahile per la regressione di una fluttua¬ 
zione (linea troneggiata), al limite per l'in¬ 
tensità del rumore termico tendente a zero. 


so termodinamico, o deterministico, per la 
regressione delle fluttuazioni. Pertanto, il 
proces.so manifesta « una simmetria tra pas¬ 
sato e futuro». 

Questo comportamento è stato verifica¬ 
to con esperimenti di simulazione al calco¬ 
latore col metodo di Monte Carlo. Al di¬ 
minuire dell’intensità del rumore termico, 
gli ultimi segmenti dei cammini che condu¬ 
cono al contorno si concentrano, quasi cer¬ 
tamente, intorno a quella traiettoria che è 
rimmagine speculare del cammino più 
probabile per la regressione di una fluttua¬ 
zione. Nella illustrazione a pagina 32 viene 
mostrato il processo chimico di Lotka, nel 
quale la rappresentazione delle curve inte¬ 
grali nel piano di fase indica che qualunque 
perturbazione del sistema «dinamico» 
causerà una reazione diretta alla restaura¬ 
zione deH'equilibrio, che avrà luogo asin¬ 
toticamente nel tempo, per piccole pertur¬ 
bazioni. A causa delle fluttuazioni termi¬ 
che, è certo che il processo potrà sfuggire 
da qualunque dominio limitato contenente 
lo stato di equilibrio stabile. Per intensità 
molto piccole del rumore termico, la traiet¬ 
toria di fuga convergerà con l'immagine 
speculare della traiettoria per il cammino 
più probabile della regressione di una flut¬ 
tuazione. 

Abbiamo chiamato l’immagine specu¬ 
lare del percorso termodinamico nel tem¬ 
po col nome di «cammino antitermodi¬ 
namico». Sebbene, a partire da un intor¬ 
no dello stato di equilibrio, l’uscita dalla 
frontiera lungo il cammino antitermodi¬ 
namico sia improbabile, anche l’uscita 
lungo qualsiasi altro percorso sarà impro¬ 
babile, e in misura maggiore. Poiché, 
però, il tempo che il sistema trascorre nel¬ 
le vicinanze dello stato di equilibrio è illi¬ 
mitato, l’uscita meno improbabile fino 
alla frontiera avrà luogo, prima o poi, e 
naturalmente nel modo più probabile. 
Ovviamente, il sistema avrebbe potuto 
raggiungere la frontiera lungo un’infinità 
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Lo schema della reazione chimica di Lotka viene usato anche come modello per fenomeni 
oscillatori che possono verificarsi negli ecosistemi. Il substrato iniziale .4 e il prodotto finale P 
sono mantenuti in quantità costanti dai (lussi esterni. Gli intermedi X eY variano nel tempo, in 
un modo descritto da equazioni deterministiche. Oscillazioni di queste concentrazioni nel tempo 
si verificano in situazioni lontane dall'equUibrio chimico, dove le reazioni inverse sono trascura¬ 
bili in confronto alle reazioni dirette. In questo caso lo stato stazionario non è più stabile, nel 
senso che il sistema non agisce contro le perturbazioni che spostano il sistema dallo stato 
stazionario. Un fatto assai interessante è che anche quando ci troviamo nelle vicinanze dello 
stato di equilibrio, in cui si applica la legge delPazione di massa, lo stato di equilibrio (situato 
all'origine del piano [X-Xon Y~Yo]) è instabile in presenza delle fluttuazioni termiche. Le equa¬ 
zioni cinetiche impiegate nella descrizione della reazione chimica sono ora del tipo deH'equazio- 
ne di Langevin e, diversamente dal caso deterministico, il sistema compirà la sua uscita fuori da 
qualunque regione limitata contenente lo stato di equilibrio. Per piccole deviazioni dallo stato di 
equilibrio, la superficie entropica è convessa e ha il massimo di entropia So in corrispondenza 
dello stato di equilibrio. Le curve integrali, che sono ovunque tangenti al moto del sistema, 
sono mostrate in colore chiaro. Esse descrivono il moto del sistema nel suo avvicinarsi allo 
stato di equilibrio. In presenza di fluttuazioni termiche, il sistema farà la sua uscita da qualsiasi 
regione G, con contorno B, racchiudente lo siato di equilibrio. Nel limite di disturbi di intensi¬ 
tà molto piccole, il cammino più probabile che il sistema seguirà neireffettuare la sua uscita da 
G è la traiettoria del sistema deterministico, con il tempo rovesciato, che collega lo stato di 
equilibrio O con lo stato di massima entropia 5^ sul contorno a patto che esista uno stato di 
massima entropia in B, Questa curva integrale col tempo invertito è rappresentata in colore 
più intenso e l'uscita si verificherà, quasi certamente, dallo stato V della frontiera che ha la 
massima entropia, al limite per il rumore termico tendente a zero. La traiettoria più probabile 
per l'uscita può essere trovata dalla condizione di stazionarietà dell'entropia congiunta, sog¬ 
getta alla condizione che il sistema si sia trovato nello stato di equilibrio molto tempo prima. 


di altri cammini, diversi da quello anliter- 
modinamico. La probabilità del passaggio 
attraverso un tubicino, contenente uno di 
questi cammini qualsiasi, è infinitamente 
piccola se paragonata alla probabilità che il 
cammino avvenga airintemo di un tubicino 
contenente il percorso antitermodinamico. 
Occorre tuttavia notare che la somma delle 
probabilità di passaggio lungo gli infiniti 
tubicini possibili può anche essere più gran¬ 
de di quest'ultima. 


N on è un caso che la meccanica quanti¬ 
stica ci dia una relazione di indeter¬ 
minazione formalmente identica alla re¬ 
lazione di indeterminazione del moto 
browniano. Sin dalle prime formulazioni, 
si era intuito che la meccanica quantistica 
era incompleta: se fosse stato possibile 
specificare ulteriori variabili per descrive¬ 
re qualche meccanismo interno fonda- 
mentale. ciò che ora è soltanto probabile 
sarebbe divenuto «certezza», rivelando 


così un determinismo soggiacente. Seb¬ 
bene vi sia molta letteratura sulle teorie 
delle «variabili nascoste», nessuna di 
queste ha avuto successo nel dare un'in¬ 
terpretazione completamente soddisfa¬ 
cente di tutta la meccanica quantistica. Le 
formulazioni stocastiche della meccanica 
quantistica sono una via di mezzo fra la 
meccanica quantistica tradizionale e la 
teoria delle variabili nascoste, ipotizzan¬ 
do interazioni casuali fra le particelle 
quantistiche e il mezzo ipotetico nel quale 
esse si muovono. L'idea che una particella 
quantistica possa essere soggetta a un 
moto bdd^iano classico è molto sugge¬ 
stiva, anche se prima sarà necessario ri- 
conciliare quest'idea col fatto che le 
traiettorie delle particelle quantistiche 
non sono osservabili, pioiché qualsiasi ten¬ 
tativo di osservare la particella quantisti¬ 
ca richiede un'interazione che perturba il 
sistema osservato. A questo punto ci pia¬ 
cerebbe credere che le probabilità siano 
reali, positive e normalizzabili, e che pre¬ 
vedano la frequenza con cui si verificano 
gli eventi reali. Per esempio, potremmo 
assegnare una distribuzione di probabilità 
a tutte le traiettorie possibili di una parti- 
cella browniana. In meccanica quantisti¬ 
ca. però, non vi è motivo per supporre 
resistenza di una distribuzione positiva e 
reale di probabilità per una data traietto¬ 
ria. non potendosi eseguire più di una 
misura sullo stesso processo. (Una singola 
misura sulla particella causa la realizza¬ 
zione di un evento osservabile, per il qua¬ 
le otteniamo una densità di probabilità 
reale che è sia positiva sia normalizzata.) 

A differenza della meccanica classica, 
la meccanica quantistica è selettiva, nel 
senso che fa distinzione fra ciò che è fisi¬ 
camente osservabile e ciò che è matema¬ 
ticamente «misurabile». Così la mecca¬ 
nica quantistica stocastica associa un 
processo, descritto da un'equazione del 
tipo di quella di Langevin. a ogni stato 
quantistico dinamico, e tutte le medie 
sono eseguite con una misura complessa 
della probabilità. La teoria è di per sé 
selettiva poiché risultano fisicamente 
osservabili solo quantità medie che siano 
reali. L'influenza dei campi esterni sul 
sistema entra attraverso la definizione 
del moto di deriva, e la formulazione 
usuale della meccanica quantistica mette 
in relazione il campo esterno con la fun¬ 
zione d’onda. In questo senso si può dire 
che la funzione d'onda determina lo stato 
del sistema, poiché specifica il moto tra¬ 
mite la deriva. Quindi non v'è alcuna dif¬ 
ferenza fisica fra il moto classico brow¬ 
niano e la meccanica quantistica; la sola 
differenza è di ordine matematico: l'uso 
di misure di probabilità complesse separa 
le osservazioni che hanno probabilità 
reali e positive di verificarsi da quelle 
non osservabili, che risultano poi essere 
quantità complesse. È un merito e un 
vantaggio dell’impostazione stocastica, 
che tutti i concetti probabilistici vengano 
introdotti in modo completamente clas¬ 
sico. Se non altro il moto browniano ha 
fornito un modo per interpretare e capire 
da un punto di vista fisico cose note da 
tempo, ma astratte. 
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La freccia del tempo 

Perché il tempo scorre in un'unica direzione? La risposta non va cercata 
nelle le^i di natura, che ben difficilmente riescono a distinguere tra 
passato e futuro, ma nelle condizioni prevalenti alVorigine delVuniverso 


di David Layzer 


S embra facile distìnguere il passa¬ 
to dal futuro, dato che la me¬ 
moria et fornisce una registra¬ 
zione del passato, mentre del futuro 
non abbiamo una conoscenza certa* 
Tuttavia neirinterpretazione degli even¬ 
ti secondo le leggi fondamentali della 
fìsica la distinzione tra passato e futuro 
quasi scompare* La nostra percezione 
intuitiva del mondo ce lo rappresenta 
come qualcosa di esteso nello spazio 
ma « in sviluppo > nel tempo* Conside¬ 
rato in scala atomica il mondo è un 
continuo quadridimensionale esteso nel¬ 
lo spazio e nel tempo. Intuitivamente 
diamo un significato particolare a un 
momento specifico* il presente* che ve¬ 
diamo come la cresta di un’onda che 
trasforma continuamente la potenza in 
atto e lascia nella sua scìa il morto 
passato. La microfisica non privilegia 
nessun momento del tempo e fa solo 
una leggera differenza tra la direzione 
del passato e quella del futuro* 

La nostra percezione intuitiva del 
mondo come qualcosa che si sviluppa 
nel tempo non può però essere abban¬ 
donata come qualcosa di meramente 
soggettivo* dato che ha una controparte 
oggettiva in una sene dì processi bio¬ 
logici, geologici e astronomici. Aspetti 
evidenti sono i processi fisiologici che 
sono alla base della memoria, della cre¬ 
scita, dello sviluppo e della differenzia¬ 
zione degli organismi viventi, processi 
evolutivi, dove variazioni casuali asso¬ 
ciate alla selezione naturale hanno pro¬ 
dotto un numero enorme e in crescita 
costante di forme viventi organizzate in 
modo sempre più complesso* La crosta 
terrestre reca i segni di mutamenti evo¬ 
lutivi durati 4 miliardi e mezzo di anni, 
e le superficl piene di crateri della Luna 
e di Marte testimoniano il passaggio 
di un analogo periodo di tempo* Le 
stelle normali, le giganti rosse, le super¬ 
nove e le nane bianche rappresentano 
stadi diversi nel ciclo evolutivo della 


vita dì una singola stella* Infine la re¬ 
cessione delie galassie più lontane sug¬ 
gerisce ridea che Tintero universo sia 
il prodotto di un processo evolutivo, 
che abbia avuto origine* in un tempo 
finitamente lontano, da uno stato in¬ 
differenziato estremamente denso* 

Tutti questi processi hanno qualcosa 
in comune: generano ordine* ossìa in¬ 
formazione, trasformano uno stalo più 
semplice in uno più complesso. Per 
usare un’espressione di Sìr Arthur Ed- 
dington* indicano in che direzione è 
orientata la « freccia del tempo >, defi¬ 
niscono quella che chiamo la freccia 
« storica » del tempo. 

Panidossalmente è possibile definire 
la direzione del tempo per mezzo di 
una classe diametralmente opposta di 
processi* quelli che distruggono l’infor¬ 
mazione e che generano disordine* Se 
lascio cadere una zolletta di zucchero 
in una tazza di tè caldo e mescolo* la 
concentrazione spaziale delle molecole 
di zucchero, il movimento del tè e la 
differenza di temperatura tra il tè e ciò 
che lo circonda costituiscono Tinforma- 
zione macroscopica, ossia l'ordine. Col 
dissolversi dello zucchero, il raffreddar¬ 
si del tè e il cessare dei suoi mo¬ 
vimenti rinformazione svanisce gra¬ 
dualmente* I processi irreversibili che 
distruggono rinformazione macroscopi¬ 
ca (nel nostro esempio la diffusione mo¬ 
lecolare, la viscosità e la conduzione 
del calore) sono mantfestazìoni della 
seconda legge della termodinamica* Ta¬ 
le legge stabilisce che tutti ì processi 
naturali generano entropia* essendo 
Tentropia una misura del disordine* La 
distruzione irreversibile del Lord ine ma¬ 
croscopico definisce quella che ho chia¬ 
mato freccia € termodinamica » del 
tempo. 

A livello microscopico non si osser¬ 
va né la freccia storica né quella ter¬ 
modinamica* Il movimento di una sin¬ 
gola molecola di zucchero o di tè non 


genera né informazione né entropia* Il 
concetto di « ordine > è di tipo macro¬ 
scopico, è una proprietà dei sistemi co¬ 
stituiti da molte particelle che non ha 
alcun senso quando sia applicata a sin¬ 
goli atomi o molecole. Nella fisica del¬ 
le particelle elementari il mondo cam¬ 
bia senza evolversi. 

Io sostengo che né la concezione ma¬ 
croscopica del mondo come un siste¬ 
ma che degenera verso un disordine 
completo, né quella microscopica di un 
sistema di campi e particelle interagenti 
che muta senza evolversi* sono richie¬ 
ste dalle leggi fondamentali delta fisica. 
La mia proposta consiste nel considera¬ 
re entrambi i punti di vista come de¬ 
rivati da assunzioni ausitiarie circa la 
natura e Torigine dell universo, e quindi 
nel sostituire tali assunzioni con altre, 
a mio parere più semplici, ugualmente 
in accordo con Tosservazione empirica* 
Il modello di universo che si ricava, 
sebbene differisca da quello accettato 
dalla maggior parte dei fìsici, risolve 
l’apparente contraddizione tra freccia 
storica e termodinamica del tempo, 
riconciliandole entrambe con il caratte¬ 
re quasi simmetrico rispetto al tempo 
delle leggi fìsiche a livello microscopico. 
Questa teoria implica che il mondo sta 
in espansione nel tempo e contempora¬ 
neamente spiega come diventi a ogni 
istante più complesso e ricco d'infor¬ 
mazione. 

Llrreversi bilità 

La freccia storica e quella termodi¬ 
namica derivano entrambe da processi 
che si svolgono sempre nella medesima 
direzione, il cui accadere è irreversibile* 
Che cosa rende irreversibili questi pro¬ 
cessi? Tutti i fenomeni possono essere 
descritti in ultima analisi come effetto 
delPinterazione di particelle elementari* 
Se le leggi che governano queste inte¬ 
razioni non distinguono tra passato e 
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Un esperimento meniiile basato sulla diffusione del profumo 
pernielte di formulare ronelusìoni in apparenza paradoBsali; ìl 
processo nel suo complesso si sviluppa sempre nella medesima 
direzione* ma è costituito da eventi microscopici che presi sin- 
golanucntc sono completamente reversibili. In una stanza ipo¬ 
tetica perfetta niente isolata si apre una bottìglia di profumo* I 
disegni in alto, osservati do sinistra a destro, mostrano le 
lerole die si distaccano dalla superficie del liquido e che piano 
piano riempiono la stanza, lino alUevoporazione completa del 
lìquido. Letti nel senso opposto i disegni rappresentano un pro¬ 
cesso mai osservalo in natura: tutte le molecole entrano sponta¬ 


neamente nella bottiglia e sì condensano* Nei disegni in basso 
lo stesso processo è visto a livello microscopico. Le singole mo¬ 
lecole lasciano la superficie del liquido e seguono complicale 
traiettorie a zig-zag diffondendosi nella stanza* Questa succes¬ 
sione di eventi potrebbe benissimo svolgersi nelLaltro senso, da¬ 
to che. se ogni molecola invertisse la propria direzione, riper¬ 
correndo la medesima strada, le molecole tornerebbero tutte nel¬ 
la bouiglia. In questo modo la molecola obbedirebbe a tutte le 
leggi della fisica e quindi sarebbe impossibile, esaminando il 
percorso di una singola molecola, capire se stiamo assistendo al 
processo normale oppure a quello che ai svolge alla rovescia. 
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futuro, qual è il motivo deinrreversibi- 
lità che osserviamo nel mondo macro¬ 
scopico? 

Una possibile spiegazione potrebbe 
trovarsi nel fatto che anche le leggi del¬ 
la microfisica non sono perfettamente 


simmetriche rispetto al tempo. L’esisten¬ 
za di un’asimmetria temporale a livello 
di particelle subatomiche può essere 
confermata dal processo di decadimen¬ 
to di un mesone K neutro. Uno dei di¬ 
versi possibili processi di decadimento 


di tale particella sembra violare alcune 
simmetrie della natura, e Tusuale inter¬ 
pretazione di questo fatto è che la sim¬ 
metria violata sia quella deirirreversibi- 
lità del tempo fsi veda l'articolo Eirperi- 
mefiti sufi'in versione del tempo di O. E, 



j SPAZIO DI FASE 
I A DUE DIMENSIONI 



POSIZIONE 


n cancello dJ spazia di fase è utilizzato per rappresentare lo staio 
dinamico di un sistema di pariiceUe, Ogni particella è descrìiia da 
un vettore {frecce colorate) che definisce la posizione e la velocità* 
Per una particella in un universo unidimensionale (a) sono suificien- 
ti due numeri per specificare questi parametri e lo sialo della par^ 
ticella può essere rappresentato in uno spazio di fase a due dimen¬ 
sioni. Ogni possibile stato della particella corrisponde a qualche 
punto nello spazio di fase. Una particella ItLera di muoversi in uno 
spazio a tre dimensioni (fi) richiede sei numeri per la specificazio' 



ne del suo stato daio che sia la posizione sìa la velocità han¬ 
no componenti su tre a^sl. Lo spazio di fase corrispondente 
deve perciò avere sci dimensioni. Dato thè non è possibile 
costruire uno spazio reale con più di ire dimensioni, lo spa¬ 
zio dì fase è qui rappresentato con una e fetta ^ iridimensio- 
naie dello spazio a sei dimensioni. la un eisieina composto 
da molte particelle occorrono sei numeri per specificare lo 
stato di ogni particella, cosicché lo spazio di fase corri¬ 
spondente deve avere un numero di dimensioni uguale a 
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Overseth in < Le Scienze >, n. 17, gennaio 
1970)« Tuttavia questa violazione è molto 
debole> dato che la si osserva, in meno 
d^'tino per cento dei casi* Inoltre i 
mesoni if sono presenti solo in esperi¬ 
menti di fìsica delle alte energie; non 


sono ordinari costituenti della materia 
e non giocano alcun molo nei processi 
macroscopici che definiscono la freccia 
storica e quella termodinamica. 

Se le radici dell’irreversibilità non si 
trovano nelle leggi che governano gli 


eventi microscopici, significa che an¬ 
dranno cercate nei vincoU che condizio¬ 
nano il verificarsi dì tali eventi. Leggi 
e vincoli sono aspetti complementari 
della descrizione fìrica della natma* Le 
leggi desOTvono le regolarità sottostan- 




quello delle particelle moltìpLirato per sei. Per esempio, 
un ai$tema di otto particelle (c) potrebbe e^ere rappresert- 
l 3 lo da un punto in uno spazio di fase a 48 dimensioni. L’in¬ 
formazione neees^ria per specificare lo stato è condensa¬ 
ta tuttà nella collocazione di questo singolo punto e ogni 
stato possibile corrìaponde a un unico punto nello spazio 
di fase a 48 dimensioni. Gli assi della fetta tridimensiona¬ 
le sono scelti in modo arbitrario tra i 48. Con Tevolversi 
del sistema di particelle (d) il suo stalo dinamico cambia 


d 




e questo mutamento aj ridette nel movimento del punto che lo rap¬ 
presenta nello spazio di fase. Il percorso del punto, sia nel passalo 
sìa nel futuro, è completamente determinato dalla sua posizione ini¬ 
ziale e quindi la storia dinamica del sistema può essere compieta- 
mente predetta nei dettagli. Inoltre il punto nello spazio di fase 
può seguire ìo stesso percorso in entrambe le direzioni e ciò rap¬ 
presenta la rompleta reversibilità dei movimenti delle particelle nello 
spazio reale. Anche in questo caso nella nostra rappresentazione ab¬ 
biamo scelto tre dimensioni qualsiasi tra le 48 a uostra disposizione* 
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La rapprcaemazione pr«babilistka di un sisieina composto da molte 
parli Lidie raffigura in modo piu realìstico il eoiiiportainenio del si* 
stema. La probabilità è mosirata lome un fluido nello spazio di fa¬ 
se; la massa del fluido in una regione rappresenta la probabilità che 
il punto che rappresenta lo sialo dei sistema si trovi in quella re- 
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gìone, Neiresperìmenlo sulla diffusione del profumo tutlo 
il fluido probahiliiilico è eoncenirato airinizio in un piccolo 
volume, dato che tutte le molecole sono racchiuse nella boi* 
liglia. La forma del fluido è dt fatto un’ipersfera a 6n dinien- 
sioni, dove n è il numero delle molecole di profumo; nel 


C 



disegno è rappresentata da una sfera a tre dimensioni (u)* 
Con Tevolversi del sìsiema il fluido deve migrare in regio¬ 
ni dello spazio di fase più lontane, ma dato che le traiet¬ 
torie delie particelle sono deierminaie il fluido risulta incom¬ 
primibile. La sua espansione non è come quella di un gas, 
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ma a&somiplia airestroflessloiie dì o tentacoli » (b)» sempre più sottili e 
numerosi (c) col crescere degli stati possibili del sistema. Alla fine lut¬ 
to Tipervolume è pieno dì sottili rami del fluido, il cui volume totale 
rimane costante. Da un punto dì vista niacroscopìco la distribuzione del 
fluido sembra ora uniforme, ma non è così a un esame ravvicinato (d). 


ti i fenomeni, sono poco numerose e 
si applicano a un dominio molto vasto. 
I vincoli servono per selezionare, nei- 
Fambito degli eventi governati da una 
legge, il particolare fenomeno che inte¬ 
ressa. Le leggi definiscono l^ambito del 
possibile, i vincoli ciò che è reale o ri¬ 
levante. 1 vincoli possono prendere la 
forma di condizioni iniziali, condizio¬ 
ni limitanti o condizioni di simmetria. 

Per illustrare come leggi e vincoli 
contribuiscano insieme a dar forma ai 
fenomeni, consideriamo i movimenti 
dei pianeti del sistema solare. In base 
alla legge dì gravitazione di Newton si 
potrebbero calcolare tutte le posizioni 
passate e future dei pianeti conoscendo 
le loro posizioni e velocità in un dato 
momento. La legge di Newton spiega 
perché ogni pianeta segua un’orbita el¬ 
littica con il Sole in uno dei fuochi, 
perché il movimento di una linea che 
connetta il Sole con un pianeta generi 
aree uguali in tempi uguali e perché i 
quadrali dei periodi orbitali dei pianeti 
siano proporzionali ai cubi dei diametri 
delle loro orbite. La legge in questione 
potrebbe spiegare questi fatti per ogni 
sistema planetario. D’altra parte la leg¬ 
ge di gravitazione non spiega perché le 
orbite dei pianeti sono quasi circolari, 
perché j piani orbitali sono quasi coin¬ 
cidenti o perché tutti i pianeti girano 
intorno al Sole nella stessa direzione. 
Secondo quanto riconobbe Io stesso 


Newton, tali regolarità devono avere 
origine dalle condizioni iniziali. 

Per spiegare queste regolarità occor¬ 
rerebbe una teoria della formazione dei 
pianeti. Tale teoria non potrebbe forni¬ 
re in dettaglio le condizioni iniziali del 
sistema solare, ma potrebbe specificare 
certe proprietà statistiche dei sistemi 
primordiali da cui hanno avuto origine 
i sistemi planetari come il nostro. An¬ 
che questa teoria dovrebbe muovere 
però da certe condizioni iniziali parti¬ 
colari, che a loro volta potrebbero mo¬ 
strare certe regolarità statistiche che 
spingerebbero la spiegazione teorica a 
un livello più profondo. In questo mo¬ 
do saremmo condotti a formulare una 
serie di problemi cosmogonici sempre 
più generali le cui soluzioni darebbero 
origine a spiegazioni sempre più gene¬ 
rali delle regolarità statistiche del Funi- 
verso astronomico. Questa ipotetica 
catena di teorìe cosmogoniche deve ter¬ 
minare alla fine nella specificazione di 
un insieme di vincoli riguardanti l’uni¬ 
verso nel suo complesso, comprese cer¬ 
te condizioni iniziali, È proprio in que¬ 
sto insieme di condizioni vincolanti che 
possiamo trovare la radice deirirrever- 
sibilità. 

Informazione ed eniropia 

I processi che definiscono la freccia 
storica e la freccia termodinamica del 


tempo sono quelli che rispettivamente 
generano informazione e entropia. Co¬ 
me dimostrò nel 1946 Claude E. Shan- 
non del Massachusetts Insti iute of Te¬ 
chnology, Fin formazione è una proprie¬ 
tà delle descrizioni statistiche dei siste¬ 
mi fìsici. Essa viene misurata in bit, o 
cifre binarie, dove per bit si intende la 
quantità d*informazjone necessaria per 
decidere tra due possibilità egualmente 
probabili. L'informazione può anche 
essere considerata come una proprietà 
dei sistemi fisici stessi, una misura del lo¬ 
ro livello di organizzazione. Un teorema 
fondamentale dovuto a Shannon dimo¬ 
stra che il contenuto d’informazione di 
un sistema è pari al minimo numero di 
bit necessario per codificare una descri¬ 
zione statìstica completa del sistema. 

II concetto di entropia è strettamente 
connesso a quello di informazione. La 
entropia è stata definita per la prima 
volta (da Rudolf Clausius e da Lord 
Kelvin) nel contesto della termodinami¬ 
ca e consiste nella misura dello sposta¬ 
mento di un sistema dalFequilibrio ter¬ 
modinamico; nello stato di equilibrio 
Fentropia assume il valore massimo per 
dati valori di temperatuni e di densità. 

Utilizzando una formula derivata per 
la prima volta da Ludwig Boltzmann 
e da J, Willard Gibbs, Shannon definì 
un concetto di entropia all'interno della 
teoria delFinformaziDne, consistente nel¬ 
la misura del grado di incertezza asso¬ 


ciato alla descrizione statistica di un 
sistema. L’entropia termodinamica di 
Kelvin e Clausius e quella statistica di 
Boltzmann, Gibbs e Shannon godono 
di identiche proprietà matematiche : so¬ 
no aspetti differenti di un medesimo 
concetto. 

Entropia c informazione sono con¬ 
nesse da una semplice legge di conser¬ 
vazione, che stabilisce che la somma 
dclFìnformazione e delFentropia è co¬ 
stante e uguale al massimo di informa¬ 
zione che si può avere dal sistema, os¬ 
sìa alFentropia sotto certe condizioni 
date. Esprimendo matematicamente que¬ 
sta legge, abbiamo che /f + /=costante 
dove // (la lettera greca 
età) c / rappresentano i valori effettivi 
di entropia e di informazione, mentre 
e rappresentano i massimi va¬ 
lori possibili. Dunque un aumento d'in- 
formazione t sempre compensato da 
una uguale perdita di entropia. 

Supponiamo che un sistema fisico di¬ 
sponga di otto (ossia 2^) possibili stati. 
In notazione binaria potrebbero essere 
indicati dai numeri OCX), CK)1, 010, Oli, 
100, 101, no e Iti. La specificazione 
di uno stato particolare, per esempio 
quello indicato da 101, richiede tre ci¬ 
fre binarie, vale a dire la quantità d'in- 
formazione associata alla descrizione 
seguente ! 4 11 sistema h chiaramente 
nello stato 101 >. Il grado di incertez:^!, 
ossia Fentropia, associato a questa de¬ 


scrizione è evidentemente nullo. AlFe- 
stremo opposto, se non possedessimo al¬ 
cuna informazione circa lo stato del si¬ 
stema, saremmo costretti ad assegnare 
uguali probabilità a ciascuno degli otto 
possibili stati. In questo caso Finforma- 
zione è zero. Dato che la somma di en¬ 
tropia e di informazione è costante per 
il sistema, Fentropia deve ora essere di 
tre bit In generale, se un sistema ha 2"^ 
stati possibili, dove r è un numero inte¬ 
ro, allora la massima quantità di in¬ 
formazione o entropìa è uguale al lo¬ 
garitmo in base 2 di 2\ ossia r. 

Un esperimento mentale 

Per i sistemi reali il numero dei pos¬ 
sibili stati è molto grande ma non in¬ 
finito. D numero degli stati, e quindi 
anche la quantità massima d'informa¬ 
zione, sono limitati dal principio d’in¬ 
determinazione formulato da Werner 
Heisenberg. Secondo tale principio la 
conoscenza della posizione e del mo¬ 
mento di una particella reale è limita¬ 
ta da una certa quantità irriducibile di 
indeterminazione, in modo che lo stato 
della particella non può essere specifi¬ 
cato con maggior precisione di quella 
consentita dal principio d'indetermina¬ 
zione. Ne deriva che qualsiasi sistema 
fisico può essere descritto con una quan¬ 
tità finita di informazione. 

Per comprendere i rapporti tra co¬ 


smologia, entropia e informazione pos¬ 
siamo compiere un semplice esperimen¬ 
to mentale. In un angolo di una stanza 
in cui Paria sia perfettamente calma 
viene aperta una bottiglia di profumo. 
Dopo qualche tempo un osservatore 
situato nelFangoIo opposto della stanza 
riferisce di cominciare a sentire Fodore 
del liquido. Evidentemente le molecole 
di profumo sì sono allontanate dalla 
superficie del liquido e dopo un certo 
numero di collisioni con altre moleco¬ 
le, seguendo un complicato percorso a 
zig-zag, hanno attraversato la stanza. 
Dopo un tempo sufficientemente lungo 
tutto il profumo sarà evaporato e le 
molecole di profumo saranno distribui¬ 
te in modo uniforme nella stanza (si 
veda la figura a pagina 27), 

L’esperienza e la seconda legge della 
termodinamica ci dicono che il proces¬ 
so è irreversibile: per quanto a lungo 
si aspetti le molecole di profumo non 
se ne torneranno mai spontaneamente 
nella bottìglia. Tuttavia non si tratta 
di un evento impossibile in linea di 
principio. Supponiamo dì aver registra¬ 
to Finterò esperimento su un film che 
ne riprendesse i dettagli microscopici, in 
modo da poter seguire individualmente 
ogni molecola nei suoi movimenti. Po¬ 
tremmo vedere allora come una singola 
molecola si distacca dalla superfìcie del 
liquido in seguito alFimpulso ricevuto 
da una collisione. TI suo percorso av- 
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La teoria delFinformazione fomiice un'interpretazìùtie (jnantitativa 
della dislribuzione del fiuido t>robabiIiaUco. Lo spazio di fase è divi¬ 
so in piccole celle di ugnale ìpervolume e nello stato iniziale si sup* 
pone che tutto il duido sia contenuto in una cella (ó)* L^informazio- 
ne riobiesta per specificare questa diiiribuzione è pari al logaritmo 



in base 2 del numero delle celle. Con Tevolversi del siste¬ 
ma di particelle, il fluido passa a occupare sempre nuove eel« 
le (6) e alla fine la distribuzione è uniforme; ogni cella con¬ 
tiene un uguale volume di fiuido (c). Lo stato del siste^ 
ma è allora ìndetenninato e non occorre alcuna infor¬ 


mazione per precisarlo. Ma so sì esamina Io spazio di fase 
su scala più ridotta sì trova cbe la distribuzione del fluido 
non è affano uniforme. Dividendo ogni cella ìn altre celle 
(d) si dimostra cbe rinformazione necessaria per definire 
lo stalo del sistema è restata invariata; è ancora il logarit¬ 



mo in base 2 del numero delle celle, informa zio ne dello stato iniziale 
sullo stato macroscopico del distema è diventala mformazìone sullo stato 
microscopico HI Si dimostra che se rinformazioue microscopica è as¬ 
sente nello stalo iniziale del sistema, allora tutta Tinformazione ma- 
croBcopicB del sistema viene convertita in informazione microscopica. 


viene tra collisioni continue con mi¬ 
gliaia di altre particelle deiraria, con 
le pareti del contenitore^ con i muri del' 
la stanza, mutando ogni volta direzione 
e velocità. Dopo un certo tempo la ri' 
troviamo ancora in movimento dalPal- 
tra parte delia stanza. Se si proiettasse 
alla rovescia un film di questo tipo, 
si vedrebbero le molecole di profumo 
percorrere alia rovescia le loro compli¬ 
cate traiettorie per radunarsi tutte nel¬ 
la bottiglia e riunirsi a formare un li¬ 
quido. Se isolassimo una singola mo¬ 
lecola troveremmo che il suo percorso 
obbedisce a tutte le leggi della fìsica, 
dato che le leggi che governano il mo¬ 
to delle molecole sono simmetriche ri¬ 
spetto al tempo. Nessuna caratteristica 
della traiettoria di una singola moleco¬ 
la è in grado di farci distinguere il film 
e vero > da quello alla rovescia. Perché 
allora respìngiamo il film alla rovescia 
come registrazione di un fatto reale? 

L’ovvia risposta è che nel film alla 
rovescia le condizioni iniziali sono mol¬ 
to particolari. Infatti all'inizio di questo 
film Ognuna di una gran massa di mo- 
lecole è su una traiettoria che alla fine 
la condurrà in un certo volume di spa¬ 
zio molto ristretto (la bottiglia di pro¬ 
fumo) escludendo tutti gli altri volumi 
simili a sua disposizione (il resto della 
stanza). Uno stato iniziale di questo 
tipo è estremamente improbabile e ciò 
è stato considerato spesso una spiega¬ 


zione sufficiente deirirreversibilità dei 
processi termodinamici. Tuttavia è pos¬ 
sibile spingere Fanaltsi più a fondo e 
chiedersi che cosa renda tanto impro¬ 
babili queste condizioni iniziali. 

Lo spazio di fase 

Per continuare Tanalisi abbiamo biso¬ 
gno di strumenti adatti alia rappresen¬ 
tazione del mutamento dello stato di¬ 
namico di un sistema contenente un 
gran numero di particelle. Lo spazio di 
fase fa al caso nostro. 

Lo stato dinamico di una singola 
particella è completamente descritto 
dalla sua posizione e dalla sua velocità. 
Per esprimere queste quantità abbiamo 
bisogno dì sei numeri : tre coordinate 
per la posizione e tre componenti per 
la velocità. In coordinate cartesiane i 
numeri corrispondono a posizione e 
velocità lungo gli assi x, y e z. Questi 
sei numeri possono considerarsi come 
le sei coordinate di posizione di un 
punto in uno spazio a sei dimensioni. 
Io spazio di fase della particella. A 
ogni punto dello spazio di fase corri¬ 
sponde un unico stato dinamico della 
particella nello spazio reale e il movi¬ 
mento della particella nello spazio reale 
si traduce in una curva nel suo spazio 
di fase tracciata dal suo punto di rap¬ 
presentazione. Se cono.scessÌmo la posi¬ 
zione e la velocità della particella in 


un istante potremmo predire ogni suo 
movimento successivo con la massima 
precisione; in altre parole, la storia di¬ 
namica della particella è completamen¬ 
te determinata dalle sue condizioni ini¬ 
ziali. Analogamente, nello spazio di fa¬ 
se l'intera curva è completamente deter¬ 
minata dal suo punto di origine. Inoltre 
il percorso del punto nello spazio di 
fase non può tornare su se stesso né 
biforcarsi (sebbene possa descrivere una 
curva chiusa). Infatti se tale percorso ri 
intersecasse vi sarebbe uno stato della 
particella (quello rappresentato dal pun¬ 
to d'intersezione) con più di uno stato 
successivo e la storia dinamica della 
particella non sarebbe determinata in 
modo univoco. 

Con la medesima tecnica è possibile 
descrivere un sistema chiuso composto 
da molte particelle interagenti. Lo stato 
dinamico di un sistema di n particelle 
è specificato da 6/j numeri : le tre coor¬ 
dinate di posizione e le tre componenti 
della velocità di ognuna delle n parti¬ 
celle, Questi numeri possono essere 
considerati come le coordinate di un 
punto in uno spazio a €n dimensioni; 
per descrivere il sistema dobbiamo spe¬ 
cificare la collocazione di un singolo 
punto in questo spazio. Analogamente 
la storia dinamica del sistema è rappre¬ 
sentata da una curva nello spazio di fa¬ 
se che è determinata in modo comple¬ 
to e univoco dal suo punto di origine. 


Tale curva può avere una forma com¬ 
plicata o irregolare tn relazione alle 
collisioni o a altre interazioni che si ve¬ 
rificano tra le particelle, ma non può 
biforcarsi né tornare su se stessa. 

La diffusione delle molecole di pro¬ 
fumo nel nostro esperimento mentale 
è rappresentata da un'unica traiettoria 
in uno spazio di fase a 6n dimensioni, 
do%^e n è il numero delle molecole di 
profumo. (Si tratta di un numero mol¬ 
to grande: per un grammo di profumo 
n è pari circa a 6 x 10^.) La traiettoria 
congiunge i punti che rappresentano lo 
stato iniziale e quello finale delFesperi- 
mcnto, ma se potessimo esaminare que¬ 
sti punti non potremmo trovare alcuna 
differenza qualitativa tra di essi. Ognu¬ 
no di essi può essere conseguenza del¬ 
l'altro e la descrizione dei movimenti 
delle molecole è completamente rever¬ 
sibile. 

L'analisi del nostro esperimento men¬ 
tale compiuta per mezzo dello spazio 
di fase sembra abolire la freccia del 
tempo, imponendo un determinismo che 
non lascia spazio per la novità. Tutta¬ 
vìa si tratta di una descrizione dotala 
di una precisione che non è realistica. 
Si suppone infatti di possedere riguardo 
al sistema delle molecole di profumo e 
deiraria una quantità d'informazione 
superiore a quella che di fatto è pos¬ 
sìbile avere, DÌ fatto non conosciamo 
le posizioni iniziali precise e le velocità 


delle 6x 10^ molecole dì profumo, an¬ 
che tenendo conto delle limitazioni im¬ 
poste dal principio d'indeterminazione. 
Tutto ciò che possiamo dire è che 
sono confinate alLinizio in un certo vo¬ 
lume, la bottiglia, ma non possiamo 
certo specificare le coordinate del punto 
che rappresenta il sistema nello spazio 
di fase. Tutto quello che possiamo dire 
è che tale punto deve essere compreso 
airintemo di un piccolo volume, o e i- 
pervolume», dello sfizio di fase a 6/i 
dimensioni. 

Allo scopo di rappresentare questa 
informazione rimpiazziamo il punto 
nello spazio di fase con una bolla co¬ 
stituita da un fluido immaginario che 
riempia in modo uniforme il piccolo 
Ìpervolume corrispondente alla nostra 
effettiva conoscenza dello stato iniziale. 
Il fluido immaginario rappresenta la 
probabilità e la massa di fluido in una 
regione dello spazio rappresenta la pro¬ 
babilità che io stato dinamico del siste¬ 
ma corrisponda a un punto situato al- 
rinlerno di quella regione (sì veda !a 
figura alle pagine 30 e 31). 

Come si diffonde Ì1 fluido probabili¬ 
stico nello spazio di fase man mano 
che le molecole di profumo si diffon¬ 
dono nello spazio fìsico? Si potrebbe 
pensare che si espanda in tutte le di¬ 
rezioni, come il profumo, e che riempia 
alla fine tutto Lipervolume in modo più 
o meno uniforme. Di fatto il compor¬ 


tamento del fluido è alquanto diverso. 

Dato che i movimenti delle molecole 
di profumo sono determinati in modo 
completo dal loro stato iniziale (anche 
se questo ci è ignoto), il fluido proba¬ 
bilistico deve restare una singola bolla 
continua. Se dovesse spezzarsi in due o 
più bolle separate ciò significherebbe 
che esiste una storia dinamica rappre¬ 
sentata da una traiettoria che si bifor¬ 
ca, fatto che come abbiamo visto è im¬ 
possibile. Inoltre il volume della bolla 
non può cambiare, dato che è propor¬ 
zionale a! numero di stati distinguibili 
permessi dal principio d'indeterminazio¬ 
ne e tale numero non può cambiare 
finché ogni stato definisce un'unica sto¬ 
ria dinamica. 

Da queste considerazioni si può con¬ 
cludere che il fluido probabilistico è con¬ 
tinuo e incomprimibile e che quindi Ìl 
suo comportamento è più simile a quel¬ 
lo di un liquido che a quello di un 
gas. La sua espansione neiripervolume 
non avviene per una diminuzione di 
densità, come nel caso di un gas. ma 
estroflettendo dei € tentacoli > che di¬ 
ventano sempre più lunghi e strellì e 
sempre più numerosi man mano che il 
sistema si evolve, H processo è stato 
paragonato da Gibbs a quello con 
cui rinchiostro di China si diffonde 
in acqua ferma. 

Col diffondersi del fluido probabilisti¬ 
co tramite remissione di tentacoli sem- 
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pre più sottili, ripervolumc totale occu¬ 
pato dal fluido resta costante ma la 
forma della regione occupata diventa 
sempre più complessa. Dopo un perio¬ 
do sufficiente di tempo il fluido sem¬ 
brerà distribuito in modo uniforme nel- 
Unterò ìpervolume, tuttavia quando lo 
si esamini nei minimi particolari si 
troverà che la distribuzione è tutt’altro 
che uniforme. In questa descrizione del 


nostro esperimento mentale abbiamo 
rilevato una differenza enorme tra lo 
stato iniziale e quello finale. All’inizio 
il fluido probabilistico h confinato in 
una piccola regione deUo spazio di fa¬ 
se che occupa in modo uniforme, men¬ 
tre il resto dell’ipervol Ulne è vuoto. 
Nello stato finale il fluido occupa rin- 
tero Ìpervolume. Da un punto di vista 
macroscopico esso sembra distribuito 


in modo uniforme, ma in scala micro- 
scopica rivela una distribuzione assai 
poco uniforme. 

Il flusso delVinformazione 

La distinzione tra una distribuzione 
uniforme e una non uniforme del flui¬ 
do probabilistico rappresenta una diffe¬ 
renza qualitativa nel contenuto d’infor- 
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Pertiirba^lont casuali provenienii dall’esterno del sistema di par¬ 
ticelle tendono a dissipare Tinformazione microscopica. In un 
sistema che non può comunicare con resterno (a) i percorsi del¬ 
le particelle sono determinati e il fluido probabilistico nello 
spazio di fase in cui è rappre&cntato il sistema risulta incompri* 
nubile. Tuttavia nessun sistema reale è veramente isolato. Le 
pareti di ogni contenitore trasmettono il calore e vi è inoltre 


rinterazione gravitazionale delle particelle con materia distante. 
Na risulta che perturbazioni casuali distruggono tutta Tinfoniia- 
zione sullo stato microscopico del sistema. Dato che Io stato fu¬ 
turo del sistema non e piò prcdicibiie a partire da quello presen¬ 
te, il fluido non sarà più incomprimibile (b); il suo com¬ 
portamento assomiglierà più a quello di una nuvola di fumo 
che si espande fino a riempire tutto lo spazio di fase accessibile. 
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inazione dei sistema. Per misuiare lln- 
formazione dobbiamo dividere la re¬ 
gione accessibile dello spazio di fase in 
piccole celle di eguale ìpervolume. Per 
comodità supponiamo dì ottenere 2' 
celle, dove r è un numero intero (si 
veda la figura alle pagine S2 e 33% 
Airinizio il fluido probabilistico è con¬ 
finato in una delle celle. L’informazio¬ 
ne richiesta per specificare lo stalo è 
semplicemente il numero di cifre bina¬ 
rie necessario per specificare una par¬ 
ticolare cella, 1! numero di bit richiesto 
è il logaritmo in base 2 del numero del¬ 
le celle, ossia logj 2'=r- In conclusione 

10 stato iniziale deiresperimento menta¬ 
le può essere rappresentato da r bit 
dlnfonnazione. 

Nello stato finale, quando il fluido è 
distribuito in modo uniforme, ognuna 
delle 2' celle contiene lo stesso volume 
di fluido probabilistico. A quel livello 
di descrizione Io stato finale è comple- 
tamente indeterminato e non occorre 
alcuna informazione per specificarlo. 
Nell’evoluzione del sistema sembra che 
sia scomparsa tutta Tin formazione con¬ 
tenuta nello stato iniziale. 

Se esaminiamo la distribuzione del 
fluido su una scala piò ridotta riuscia¬ 
mo tuttavia a scoprire dove è andata a 
finire rinformazionc. Se ogni cella con¬ 
tiene un volume uguale di fluido e se 

11 volume totale del fluido non è mu¬ 
tato, allora alllntemo di ogni cella il 
fluido probabilistico deve occupare so¬ 
lo 1/2' del volume. Sebbene la densità 
del fluido non abbia subito variazioni, 
la forma della regione di spazio occu¬ 
pata è diventala ora molto complessa. 
Se si divìde la cella in « microcellc > 
sufficientemente piccole si può dimo¬ 
strare che rìnformazione necessaria per 
specificare la distribuzione del fluido 
neirintcra regione dello spazio di fase è 
sempre log^^'—r. Quindi finformazio- 
ne macroscopica presente nello stato 
iniziale non è scomparsa ma si è sem¬ 
plicemente convertita in informazione 
microscopica nello stalo finale. 

Questa conclusione può essere gene¬ 
ralizzata e precis<Ua in modo esaurien¬ 
te. Comunque si decida dì dividere lo 
spazio di fase in « macrocelle >, lassia¬ 
mo definire rinformazìonc macrosco¬ 
pica come rinformazione necessaria per 
specificare Tìnsieme di probabilità as¬ 
sociato a queste macrocelle; rinforma¬ 
zione necessaria per specificare la di¬ 
stribuzione del fluido airinlerno delle 
macrocelle viene definita microscopica. 
Con revolversi del sistema chiuso di 
molecole, la quantità totale d'informa¬ 
zione necessaria per specificare la di¬ 
stribuzione del fluido probabilistico nello 
spazio dì fase del sistema si mantiene a 
un livello costante, ma rìnformazione 
macroscopica può essere convertita in 


informazione microscopica e viceversa. 

Che cosa rappresentano questi due 
tipi di informazione? Possiamo identi¬ 
ficare l'informazione macroscopica con 
la nostra conoscenza delle proprietà 
statistiche del sistema, e rinformazione 
microscopica con una conoscenza det¬ 
tagliata dello stato delle singole mole¬ 
cole. In particolare rinformazione mi¬ 
croscopica rappresenta la nostra cono¬ 
scenza delle correlazioni esistenti tra le 
velocità delle particelle. Nel nostro e- 
sperimenlo mentale rinformazione mi¬ 
croscopica era inizialmente assente, da¬ 
to che nello stato iniziale non vi erano 
correlazioni tra le velocità delle mole¬ 
cole; la conoscenza della velocità di 
una molecola non ci avrebbe messo in 
grado di predire la velocità dì qualsia¬ 
si alu^ molecola. Con l'evolversi del 
sistema le collisioni creavano delle cor¬ 
relazioni tra le velocità delle particelle 
e tutta l'informazione macroscopica 
presente si convertiva alla fine nell'in¬ 
formazione microscopica rappresentala 
da queste correlazioni. 

Per certi tipi di sistemi fìsici e sotto 
certe condizioni iniziali si può dimo- 
stnire che questo processo è inevitabile. 
Se rinformazione microscopica è assen¬ 
te all'inizio in un sistema composto da 
molle particelle interagenti, allora rìn¬ 
formazione necessaria per specificare lo 
stato macroscopico del sistema deve 
diminuire rapidamente finché si con¬ 
verte tutta in informazione microscopi¬ 
ca. Teoremi di questo tipo sono stati 
dimostrati a partire dal 1946 (per par¬ 
ticolari classi di sistemi fisici e per par¬ 
ticolari definizioni del concetto di in¬ 
formazione microscopica) da Nikolai 
Bogolyubov, Leon C. P. van Hovc, llya 
Prigogine, Radu Balescu, Mark Kac 
e altri. 

Dato che rinformazione macroscopi¬ 
ca invariabilmente diminuisce in quelle 
circostanze in cui reniropia termodina¬ 
mica aumenta, si è tentati di definire 
l'entropia termodinamica come ìnfor- 


L’ff uriiverso giiicaitolo n catisiste in una li¬ 
nea retta, infinita nei due sensi, e divisa in 
seUori t'he possono essere occupati (rellan- 
goti scurii 0 vuoti {retiangoU chidri). Se 
la ditìtrìbustione dei rettangoli segue cer¬ 
te proprietà siatistiche si può dìmosirarc 
che questo universo non contiene infor¬ 
mazione microscopica. Per esempio, le 
proprietà Bpecifiche di particolari succes¬ 
sioni di rettangoli non hanno sen^o. Tali 
proprietà non possono distìnguere una rap* 
presentazione deirunìverso da un’altra (o, 
ò;, dato che ogni successione finita esiste 
sicuraiTienic in tutte le rappresentazxioni In¬ 
finite. Una particolare successione non può 
nemmeno designare un'unica posizione in 
una singola rappresentazione, dato che la 
slessa successione deve sicuramente ripeter* 
si altrove (e). Questo ragionamento si può 
estendere airuniverso reale, il quale sod* 
disfa le condizioni staiiatìche richieste. 
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inazione macroscopica negativa. Infatti 
una definizione dì questo Upo conduce 
immediatamente airequazione presenta¬ 
ta precedentemente : f/ + /= 
Interpretiamo ora H come entropia ter¬ 
modinamica e / come informazione ma¬ 
croscopica, L'entropia è allora sempre 
positiva o uguale a zero, e se il massi¬ 
mo deirentropia resta costante, come 
deve accadere in un sistema chiuso, al¬ 
lora rentropla deve aumentare col di¬ 
minuire ddrin formazione macroscopi¬ 
ca. Abbiamo così ricondotto I^'origine 
della freccia termodinamica del tempo 
a una proprietà degli stati iniziali dei 
sistemi chiusi. L'entropìa di un sistema 
chiuso aumenterà solo se nel sistema è 
presente alUnizio rinfonnazionc macro¬ 
scopica mentre Un formazione micro¬ 
scopica è assente. 

Le perturbazioni casuaìi 

Queste condizioni iniziali speciali 
possono fornire una spiegazione della 
freccia termodinamica del tempo, ma 
non si tratta di una spiegazione molto 
soddisfacente. Perché in natura queste 
particolari condizioni iniziali sono re¬ 
golarmente soddisfatte? L'tnformazione 
microscopica sembni abbastanza sem¬ 
plice da produrre. Perché compare solo 
negli stati finali dei sistemi naturali e 
mai in quelli iniziali? Che cosa signifi¬ 
ca affermare che rìnformazione micro¬ 
scopica è assente da un certo stato? È 
sempre possibile acquisire tale informa¬ 
zione spendendo una quantità sufficien¬ 
te di energia. Infine, che significato si 
può attribuire alla distinzione tra il li¬ 
vello macroscopico e quello microsco¬ 
pico di descrizione? Una risposta plau¬ 
sibile a questi problemi è stata data 
nel 1912 dal matematico francese Émile 
Borei. In tempi recenti i risultati di 
Borei sono stati riscoperti ed elaborati 
da John M. Blatt, Peter G, Bergmann, 
Joel L. Lebowitz e Philip Morrison, 

La nostra conclusione che Finforma- 
zi on e microscopica di un sistema au¬ 
menta col diminuire di quella macro¬ 
scopica è valida solo per sistemi chiusi, 
cioè per sistemi che non comunicano 
con ciò che li circonda. Borei ha dimo¬ 
strato che nessun sistema fìsico finito 
può considerarsi chiuso. Si consideri 
per esempio la stanza in cui ha avuto 
luogo resperimento mentale della dif¬ 
fusione del profumo. Anche se la stan¬ 
za non ha né porte né finestre, anche 
se le pareti sono isolate e molto spesse, 
il sistema di molecole non può essere 
isolato dal resto delFuniverso. Le mo¬ 
lecole di profumo e di aria entrano in 
collisione con le pareti della stanza, 
che sono in contatto col mondo ester¬ 
no, Inoltre, fatto ancora più importan¬ 
te, è impossibile in linea di principio 


proteggere le molecole da interazioni 
gravitazionali con masse di materia an¬ 
che lontane. Gli effetti di queste inte¬ 
razioni sono pìccolissimi ma non tra¬ 
scurabili ; Borei ha calcolalo che il mu¬ 
tamento di potenziale gravitazionale 
prodotto dallo spostamento di un cen¬ 
timetro di un grammo di materia posto 
alla distanza di Sirio può allenire so¬ 
stanzialmente nel corso di un microse^ 
condo lo stato microscopico di un vo¬ 
lume macroscopico di gas. 

L'inevitabile interazione di un siste¬ 
ma chiuso solo di nome con il resto 
delFuniverso ha Teffetto dì una piccola 
perturbazione casuale che distrugge le 
correlazioni tra le velocità delle parti- 
celle, La perturbazione distrugge quin¬ 
di rìnformazione microscopica e ricrea 
di continuo le condizioni iniziali neces¬ 
sarie per garantire la degradazione del¬ 
l'informazione macroscopica e la cre¬ 
scita delFentropia termodinamica. Dato 
che non è più possibile considerare il 
sistema come isolato, la sua storia di¬ 
namica non sarà più completamente 
determinata, II fluido probabilistico nel¬ 
lo spazio di fase non sarà più incom¬ 
primìbile, ma si espanderà come una 
nuvola di fumo fino a riempire tutto 
Tipervolume disponìbile (si veda ìa fi¬ 
gura iii pag, 34). Possiamo quindi con¬ 
cludere che nel mondo reale rinforma- 
zione macroscopica si trasforma in in¬ 
formazione microscopica, ma Finforma- 
zìone microscopica viene distrutta da 
perturbazioni casuali. 

// principio cosmoìogico 

II ragionamento di Borei dipende dal¬ 
la supposta casualità delle interazioni 
di sistemi nominalmente chiusi con il 
resto dell'universo. Se si conoscessero 
le posizioni e le velocità di tutte le par¬ 
ticelle perturbanti si potrebbe estendere 
la definizione di sistema chiuso fino a 
includere le particelle perturbanti. Tut¬ 
tavia anche questo sistema più grande 
sarebbe soggetto a perturbazioni prove¬ 
nienti dalFestemo. In ultima analisi sa¬ 
remmo costretti a includere nella no¬ 
stra descrizione Finterò universo. Data 
una descrizione microscopica completa 
deìFuniverso (con tutte le limitazioni 


imposte dal principio d'indeterminazio¬ 
ne) non ci sarebbe più nessuna distin¬ 
zione qualitativa tra le due direzioni 
del tempo, perché una descrizione di 
questo tipo sarebbe simmetrica rispet¬ 
to al tempo. Tuttavia una descrizione 
del genere è possibile, anche solo in 
linea di principio? 

Ogni sistema fìsico finito ammette 
una descrizione microscopica completa 
contenente una quantità finita d'infor¬ 
mazione, e quindi si potrebbe pensare 
che anche l'universo nel suo compìcs-so 
possa essere descritto compiutamente. 
Se la quantità d'informazione richiesta 
da una descrizione siffatta sia finita o 
no dipende solo dal volume finito o in¬ 
finito dei l'unì verso, (La cosmologia re¬ 
lativistica ammette entrambe le possi¬ 
bilità.) Tuttavia Funi verso gode di cer¬ 
te proprietà specifiche che i suoi sol- 
tosi sterni non condividono. In partico¬ 
lare ogni sottosistema finito delFuniver¬ 
so è limitato, mentre Funìverso, finito 
o infinito che sia, si suppone illimitato. 
Inoltre esso sembra conformarsi a quel¬ 
lo che chiamo principio cosmologico 
forte, secondo il quale nessuna proprie¬ 
tà statistica dclFuniverso definisce una 
posizione o direzione privilegiata nello 
spazio. Il principio cosmologico (nor¬ 
male), così denominato da Albert Ein¬ 
stein nel 1916, stabilisce che la distri¬ 
buzione spaziale della materia e del mo¬ 
vimento nelFuniverso è omogenea e iso- 
tropa, a parte iircgolarità locali. La ver¬ 
sione forte stabilisce inoltre che le irre¬ 
golarità locali stesse devono essere omo¬ 
genee e isotrope. Tale principio è stret¬ 
tamente connesso nelle sue conseguenze 
con la nostra ricerca sulForigine della 
freccia termodinamica del tempo. Dimo¬ 
strerò che il principio cosmologico forte 
implica che Fin formazione microscopica 
riguardo alFuniverso sia oggettivamen¬ 
te assente, nel senso che non è acquisi¬ 
bile o specificabile. Questa limitazione 
della nostra conoscenza rappresenta 
una indeterminazione di tipo cosmico, 
connessa ma diversa dalFìndetermina- 
zione richiesta dal principio d'indeter¬ 
minazione di Heisenberg, Si tratta di 
una proprietà delFunivcrso nel suo com¬ 
plesso, non goduta però da sottosistemi 
limitati, per i quali Finformazione mi- 


L'evolurióne delFuniverso rappreiieiili* una cresoita delF informai io ne macroHcopica. In 
un modello progeuato dalJ'*aiitore e dai stioi follaboratoti eì suppone che lo slato i ni¬ 
vale sia privo d'iiifoima^ione e di struttura. Nel periodo immediatamente successivo 
al « big-bang (o) Funiver^o è in uno sialo di equilibrio termodinamica mantenuto dal¬ 
la rapida InieraBione tra parlireUe c dalla radiazione. Dopo un’espansione di circa IS 
minuti Funivereo al cristallizza, o congela, in una lega di idrogeno metallico ed elio 
(b). Poiché Fespansioue rosmtea continua questo universo solidificaio si spezza in fram¬ 
menti aventi più o meno la massa di un pianeta (c), che formano un «c gas » nel senso 
che interagiscono tra loro frequ e ni enfiente e casualmente come le molecole di un gas. 
Nel gas planetario possono verificarsi fiuttuazìoni di densità (<f) per la coagulazione di 
gruppi di franmiemi, fluttuazioni che diventano sempre più grandi col crescere delle di¬ 
mensioni dei gruppi che si aggregano (e). Alla fine sì costìiuisee una gerarchla di 
gl rotture, corrispondente alle stelle, galassie, gruppi di galassie che oggi ved iamo (f). 
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croscopica sì pu6 specificare o acqui¬ 
sire liberamente. 

È possibile illustrare la nozione di 
indelerininazione cosmica considerando 
un t universo giocattolo > costituito da 
particelle puntiformi distribuite casual¬ 
mente ma con densità media uniforme 
lungo una linea retta infinita. Le pro¬ 
prietà statistiche di questo universo u- 
nidìmensionale possono essere valutate 
con la massima precisione. Per esem¬ 
pio, possiamo valutare il numero me¬ 
dio di punti per unità di lunghezza con 
la massima precisione facendo la media 
su segmenti dì retta sempre più lunghi. 
È possibile specificare qualche proprie¬ 
tà non statistica* o microscopica, dì 
questo universo giocattolo? Che cosa 
costituirebbe una proprietà microscopi¬ 
ca? Supponiamo di avere due rappre¬ 
sentazioni del rimi verso in questione, 
identiche riguardo alle loro proprietà 
statistiche. Stabilisco che definire una 
proprietà microscopica significa trova¬ 
re qualche modo di distinguere le due 
rappre>sentazioni, dato che runico tipo di 
informazione su cui si potrebbe fon¬ 
dare una tale distinzione è di tipo non 
statistico, e quindi microscopica. 

Allo scopo di rappresentare gli effet¬ 
ti dei principio d'indeterminazione dob¬ 
biamo dividere il nostro universo uni¬ 
dimensionale in celle di uguale lunghez¬ 
za, dove la lunghezza rappresenta la 
precisione con cui sì può specificare la 
posizione di una singola particella. Se 
allora specifichiamo il numero di par¬ 
ticelle che occupa ogni singola cella, 
r uni verso giocattolo viene a essere rap¬ 
presentato da una successione di < nu¬ 
meri di occupKizione > infinita e aperta 
da entrambi i lati. L'informazione mi¬ 
croscopica è ora definita come unln- 
formazione che ci potrebbe permettere 
di distinguere due successioni dì nu¬ 
meri dì occupazione dotate delle stesse 
proprietà statistiche (o macroscopiche). 
Per stabilire che due successioni sono 
differenti potremmo cercare di metterle 
in corrispondenza, cella a cella, per Fin¬ 
terà lunghezza. Tuttavia, dato che nes¬ 
suna delle due successioni ha un ini¬ 
zio o una fine o un qualsiasi altro pun¬ 
to in qualche modo privilegiato, esi¬ 
stono infiniti modi di confrontarle. In 
linea di principio è impossibile eseguire 
una serie infinita di operazioni e quin¬ 
di non è questa la via attraverso cui 
si può dimostrare l'impossibilità di una 
con ispondenza tra le due successioni. 

Si potrebbe invece cercare dì dimo¬ 
strare che le due successioni sono iden¬ 
tiche. Innanzitutto dovremmo formare 
da una successione di numeri di occu¬ 
pazione una sottosuccessjone di lun¬ 
ghezza qualsiasi, quindi potremmo cer¬ 
care un'identica sottosuccessione nelFal- 
tra successione. In una successione in¬ 


finita qualsiasi sotto successione di lun¬ 
ghezza finita si presenta un numero in¬ 
finito dì volte. La legge dei grandi nu¬ 
meri garantisce il successo della nostra 
ricerca in un numero finito di tenta¬ 
tivi. Inoltre Fesito positivo non dipen¬ 
de in alcun modo dalla lunghezza della 
sottosuccessione scelta, purché sia fini¬ 
ta. Le due successioni sono indistingui¬ 
bili dal punto di vista operazionale per¬ 
ché, se non fosse così, dovrebbe essere 
possibile mostrare almeno una sotto- 
successione di una successione che non 
possiede duplicato nell'altra successio¬ 
ne. Possiamo quindi concludere che esi¬ 
ste solo una successione infinita di ci¬ 
fre con le proprietà statìstiche che de¬ 
finiscono Funi verso giocattolo. Due 
rappresentazioni delFuniverso con le 
stesse proprietà statistiche sono indistin¬ 
guibili. Dato che Finformazione micro¬ 
scopica è, per definizione, ciò che po¬ 
trebbe distìnguere le due successioni, 
dobbiamo concludere che essa è ogget¬ 
tivamente assente. 

Questo ragionamento si può estende¬ 
re facilmente a modelli infiniti del Funi- 
verso reale tridimensionale che soddi¬ 
sfino il principio cosmologico forte e 
la condizione aggiuntiva che la scala 
della struttura locale sia finita. La di¬ 
sposizione delle stelle e delle galassie 
visibili dalla Terra è talmente comples¬ 
sa e specifica che sembrerebbe definire 
la nostra posizione nelFuniverso con la 
stessa precisione con cui un'impronta 
digitale identifica una persona, ma non 
è così. In un universo in fin ito, statisti¬ 
camente omogeneo e isotropo c'^è la 
certezza che la stessa disposizione di 
stelle e galassie si presenti ri pel ubi men¬ 
te. Se il nostro universo soddisfa il 
principio cosmologico forte le sue pro¬ 
prietà significative sono tutte statistiche 
e il suo stato microscopico è compieta- 
mente indeterminato. A partire dal tem¬ 
po di Newton è stato implicito nel pen¬ 
siero cosmologico che l'universo, in li¬ 
nea di principio, possa essere comple¬ 
tamente descritto a livello microscopi- 
co. Ora possiamo vedere come ciò non 
sia affatto necessario. Se Funi verso è 
sufficientemente simmetrico non vi è 
spazio per Fin formazione microscopica. 

Uorigrne àeli'itìformazione 
?nacroscopica 

Abbiamo visto come la freccia ter¬ 
modinamica del tempo tragga origine 
dall'assenza di informazione microsco¬ 
pica e dalla presenzit di informazione 
macroscopica negli stati iniziali dei si¬ 
stemi chiusi. Abbiamo trovato che in 
un universo che soddisfi Ì1 principio 
cosmologico forte Finformazione micro¬ 
scopica è oggettivamente assente. D'al¬ 
tra parte non siamo stati in grado di 


trovare ragioni che impedissero la man¬ 
canza anche dclFinfonnazione macro¬ 
scopica. La complessità dell'universo, 
come ci è svelata dalFastronomia, è 
davvero sconcertante. T sistemi isolali 
si avviano inevitabilmente verso uno 
stato indifferenziato di equilibrio ter¬ 
modinamico. Dato che anche Funiverso 
è in un certo senso un sistema isolato, 
perché non ha ancora raggiunto l'equi¬ 
librio? Una risposta, che molti cosmo- 
logi sono pronti a fornire, é che di fat¬ 
to Funi verso tende a questo stato di 
equilibrio, ma che deve passare ancora 
del tempo prima che il processo sia 
compiuto. Fred Hoyle e J. V- Narlìkar 
hanno scritto; «Nella cosmologia del 
€ big-bang > l'universo deve partire con 
un forte squilìbrio termodinamico c de¬ 
ve alla fine esiiurirsi. > Dimostrerò che 
questo punto di vista è fondamental¬ 
mente scorretto. L'universo non va ver¬ 
so l'esaurimento e non è necessario 
che alFinizio della sua storia si sia ve¬ 
rificato un forte squilibrio termodina¬ 
mico; infatti lo stato iniziale può essere 
stato completamente privo sìa dì infor¬ 
mazione macroscopica sia di informa¬ 
zione microscopica. 

Supponiamo che in qualche momen¬ 
to vicino all'origine sia prevalso nell'u¬ 
niverso un equilibrio termodinamico 
locale. L'entropia di ogni regione sareb¬ 
be stata allora la più grande possibile 
in base ai valori prevalenti dì tempera¬ 
tura media e di densità. Con l’espan¬ 
dersi dell'universo da quello stato ini¬ 
ziale ipotetico, i valori locali di densità 
media e dì temperatura si sdirebbero 
modificali, e lo stesso avrebbe fatto 
l'entropia di ogni regione. Per mante¬ 
nere Fentropia al suo valore massimo 
(e quindi per il mantenimento dell'e¬ 
quilibrio) la distribuzione delFenergia 
nella materia e nella radiazione deve 
variare, e lo stesso vale per la concen¬ 
trazione dei vari tipi di particelle. I 
processi fisici attraverso cui si effettua¬ 
no questi mutamenti procedono a un 
ritmo finito; se questi ritmi di « cqui- 
librazione » sono molto più veloci di 
quelli delFespansìone cosmica, si man- 
teirà localmente un approssimato e- 
quilibrìo termodinamico, in caso con¬ 
trario Fespansione darà orìgine a sen¬ 
sibili spostamenti dairequilìbrio a li¬ 
vello locale. Questi spostamenti rappre¬ 
sentano Finformazione macroscopica; 
la quantità d'informazione macroscopi- 
ai generata dall'espansione è la diffe¬ 
renzi! tra il valore attuale delFcntropia 
e il valore massimo teorico della mede¬ 
sima a livelli medi di temperatura e 
densità. 

Questo ragionamento non dipende 
dall'ipotesi di una semplice espansione 
cosmica, ma dal ritmo finito a cui pos¬ 
sono avvenire i mutamenti di densità 
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e temperatura. Le stesse conclusioni si 
potrebbero trarre se Funi verso si stesse 
con traendo da uno stato di equilìbrio 
invece che espandendo; se il ritmo del¬ 
la contrazione fosse più veloce di quel¬ 
lo di questi processi che mantengono 
requilibrio termodinamico, aumentereb¬ 
bero sia Finformazione macroscopica 
sia Fentropia. Il nostro risultato non 
fìssa quindi la direzione della freccia 
cosmologica rispetto a quella termodi¬ 
namica, ma si limita a stabilire che 
l'informazione macroscopica e l'entro¬ 
pia sono generate da 11'evolversi dell'uni¬ 
verso da un ipotetico stato iniziale dì 
equilibrio termodinamico locale. 

È ragionevole supporre che l'un [ver¬ 
so sia stato (o sarà mai) in uno stalo 
di equilibrio termodinamico locale? Per 
rispondere a questa domanda dobbia¬ 
mo confrontare i ritmi dei processi di 
equilibraztone (quelli che generano en¬ 
tropia) e quelli dell'espansione o con¬ 
trazione cosmica. Nessuno dei due è 
costante. Spostandoci indietro nel tem¬ 
po verso l'origine il ritmo d'espansione 
aumenta, e all'origine del tempo il rit¬ 
mo di espansione è infinito. Tuttavia 
anche i ritmi di equilibrnzione aumen¬ 
tano man mano che ci spostiamo in¬ 
dietro nel tempo, dato che gli scontri 
tra particelle diventano sempre più fre¬ 
quenti con l'aumento della densità e 
della temperatura. Di fatto, nel periodo 
immediatamente successivo alForigine, 
ì ritmi dei processi dì equilibrazione 
sono molto più alti di quello dell'espan¬ 
sione cosmica. Ne deriva che il « big- 
-bang> si presenta come un processo 
estremamente dolce, in cui i processi di 
equilibrazione locali tengono facilmente 
il passo delle mutazioni delle condizio¬ 
ni macroscopiche di temperatura e den¬ 
sità che avvengono nella prima frazio¬ 
ne di un microsecondo. L'equilibrio 
termodinamico locale sì può supporre 
solo per questa brevissima fase iniziale 
del l'evoluzione delFuni verso, ma da 
questa assunzione deriva che l'espansio¬ 
ne delFuni verso ha generato sia Fin- 
formazione macroscopica sla Fentropia, 
Quindi la freccia cosmologica, quella 
storica e quella termodinamica si pre¬ 
sentano come conseguenze del princi¬ 
pio cosmologico forte e del l'assunzio¬ 
ne che alForigine. o in un momento a 
essa molto vicino, sìa prevalso uno sta¬ 
to di equilibrio termodinamico locale, 
È degno di nota che nessuna di queste 
assunzioni si riferisca direttamente al 
tempo o a processi temporali. 

Rimane una domanda aperta, se si 
considera plausibile questa teoria. L'e¬ 
spansione cosmica genera i particolari 
tipi di informazione macroscopica che 
caratterizzano Funi verso oggi? È pos¬ 
sibile che parte delFinformazione sia 
stata presente fino dall'inizio, forse sot¬ 


to forma di fluttuazioni di densità. Non 
è possibile ancora rispondere con sicu¬ 
rezza alla domanda, ma è importante 
notare che da un punto di vista teori¬ 
co non è necessario che nello stadio 
iniziale fosse presente qualche tipo di 
struttura. Insieme ai miei collaboratori 
ho sviluppato un modello del ['evoluzio¬ 
ne in cui si parte da una situazione di 
equilibrio termodinamico a temperatu¬ 
ra zero (sì veda la figura di pagi^ 
na i7). È quindi possibile che l'uni¬ 
verso, con tutta la sua ricchezza e la 
differenziazione delle sue parti, si sìa 
sviluppato da uno stato completamente 
privo di infonnazione e dì struttura. 
Se postuliamo resistenza di uno stato 
primordjalc dì questo tipo passiamo 
anche fare a meno di formulare sepa¬ 
ratamente il principio cosmologico for¬ 
te. L'omogeneità statistica e Fisotropìa 
delFuni verso derivano dalFinvarianza di 
tutte le leggi fisiche note rispetto a ro¬ 
tazioni e a traslazioni spaziali. 

Novità e determinismo 

Abbiamo ora ricondotto a un'origine 
comune la freccia termodinamica e 
quella storica, vale a dire allo stalo ini¬ 
ziale dell'universo. In tale stato Finfor- 
mazione microscopica è assente e quel¬ 
la macroscopica è assente o minima. 
L'espansione a partire da questo stato 
ha prodotto tanto Fentropia quanto la 
struttura macroscopica. L'informazione 
microscopica, d'altra parte, non è pre¬ 
sente nei sistemi astronomici di forma¬ 
zione recente, ed è questo il motivo per 
cui essi e ì loro sottosistemi possiedono 
una freccia termodinamica. 

La concezione di un mondo che si 
evolve nel tempo è radicalmente diffe¬ 
rente da quella che ha dominato nella 
fisica e nclFastronomia a partire dai 
tempi di Newton, una concezione che 
trova la sua espressione classica nelle 
opere di Pierre Simon de Laplace. 

In questa prospettiva non c'è niente 
che corrisponda al passaggio del tem¬ 
po, il pa.ssato e il futuro coesistono co¬ 
me termini uguali, come due semiret¬ 
te staccate da un punto che divìde una 
retta. Tuttavia, se la teoria che ho pre¬ 
sentato è corretta* nemmeno il sommo 
calcolatore, l'universo, contiene infor¬ 
mazione sutTiclente per specificare in 
modo completo i suoi stati futuri. Il 
momento presente contiene sempre un 
elemento di genuina novità e il futuro 
non è mai completamente predicibile. 
Poiché i processi biologici generano 
anch'essi informazione e la coscienza 
ci permette di sperimentare in modo 
diretto questi processi, la percezione in¬ 
tuitiva del mondo come qualcosa che si 
espande nei tempo coglie una delle carat¬ 
teristiche più profonde delFuni verso. 
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TEMI METAMAGICI 


di Douglas R. Hofstadter 


Strani attrattori: schemi matematici 
collocati fra l’ordine e il caos 


«Non puoi sapere quanto felice 
io sia d’averti incontrato. 

Ho una strana attrazione per te.» 

—Cole Porter 
«It's All Right with Me» 

A Icuni mesi fa, mentre passeggiavo 
con un amico per i corridoi del 
JL V. dipartimento di fisica deirUni- 
versità di Chicago, mi cadde l'occhio su un 
manifesto che annunciava un simposio in¬ 
ternazionale dal titolo «Strani attrattori». 
Non potei fare a meno di essere attratto da 
questo strano termine e chiesi al mio amico 
di cosa si trattasse. Mi rispose che era un 
argomento di grande attualità e, dalla de* 
scrizione che me ne fece, mi apparve vera¬ 
mente incantevole e pieno di mistero. 

Riuscii a capire che l'idea di fondo stava 
nell'analisi di quelli che si potrebbero 
chiamare cicli di retroazione: situazioni in 
cui il risultato della computazione si può 
reintrodurre come un nuovo argomento, 
allo stesso modo in cui i suoni che escono da 


un altoparlante possono rientrare nel mi¬ 
crofono c nuovamente uscire. Sembrava 
che dal più semplicedi questi cicli potessero 
emergere sia strutture stabili sia strutture 
caotiche (se questa non è una contraddizio¬ 
ne in termini!): la differenza stava solo nel 
valore di un unico parametro. L’ordine o 
non ordine del sistema ciclicodipendeva da 
piccolissime variazioni nel parametro e 
questa immagine dell’ordine che svanisce 
dolcemente nel caos, della struttura che si 
dissolve progressivamente nella casualità, 
mi sembrava pieno di fascino. 

Sembrava anche che fossero di recente 
venute alla luce delle inaspettate caratte¬ 
ristiche «universali» della transizione nel 
caos, caratteristiche che dipendevano u- 
nicamente dalla presenza del feedback 
che erano virtualmente insensibili ad altri 
dettagli del sistema. Questa generalità era 
importante perché un modello matemati¬ 
co che evidenzi un approccio graduale al 
comportamento caotico potrebbe costi¬ 
tuire la chiave per la comprensione della 


comparsa della turbolenza in tutti i tipi di 
sistemi fisici. La turbolenza, al contrario 
della maggior parte dei fenomeni fisici di 
cui si è raggiunta la comprensione, è un 
fenomeno non lineare: due soluzioni alle 
equazioni di turbolenza non conducono 
insieme a una nuova soluzione. Lo svi¬ 
luppo della matematica non lineare è 
molto inferiore a quello della matematica 
lineare, e questo è il motivo per cui è a 
lungo sfuggita ai fisici una descrizione 
matematica della turbolenza, descrizione 
che, per ovvi motivi, sarebbe di una im¬ 
portanza fondamentale. 

Quando in seguito cominciai a leggere 
qualcosa a proposito di queste nozioni, 
scoprii che esse erano scaturite simulta¬ 
neamente da molte discipline. Gli studiosi 
di matematica pura avevano cominciato a 
occuparsi dell’interazione dei sistemi non 
lineari utilizzando i calcolatori. Gli stu¬ 
diosi di metereologia teorica e i genetisti 
della popolazione, cosi come i fisici teorici 
impegnati in campi diversi qdali i fluidi, i 
laser e le orbite planetarie, erano indi¬ 
pendentemente arrivati a modelli mate¬ 
matici non lineari di tipo analogo, caratte¬ 
rizzati da cicli di retroazione immersi nel 
caos; studiando le proprietà di questi 
modelli, ciascun gruppo trovava partico¬ 
larità che gli altri non avevano trovato. 
Inoltre, non solo i teorici, ma anche gli 
sperimentatoli operanti all’interno di 
queste discipline così diverse avevano 
compiuto simultaneamente osservazioni 
su fenomeni caotici che denotavano una 
struttura di fondo comune. Mi accorsi 
presto che la semplicità delle idee base 
conferisce loro un’eleganza che rivaleggia 
con quella di alcuni tratti della matemati¬ 
ca classica; c’è effettivamente, in alcuni 
aspetti di questo lavoro, un sapore di 
XVIII o XIX secolo che trovo partico¬ 
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larmente piacevole in quest'epoca di im¬ 
pressionante astrazione. 

Probabilmente, la ragione principale 
per cui queste idee vengono alla luce solo 
ora è che le modalità di ricerca sono del 
tutto moderne: si tratta di un tipo di ma¬ 
tematica sperimentale in cui il calcolatore 
svolge un ruolo quale quello della nave 
per Magellano, del telescopio per gli 
astronomi e dell'acceleratore per i fisici. 
Come le navi, i telescopi e gli acceleratori 
devono essere sempre più grandi, più 
potenti e più costosi per sondare sempre 
più in profondo la natura, così ci vorreb¬ 
bero calcolatori sempre più grossi, più 
veloci e affidabili per esplorare le regioni 
più lontane dello spazio matematico. 
Come ci fu un'epoca d'oro per le esplora¬ 
zioni navali e per le scoperte fatte con i 
telescopi e gli acceleratori, epoca caratte¬ 
rizzata da un elevato rapporto tra nuovi 
segreti svelati e capitali stanziati, così ci si 
dovrebbe attendere nella matematica 
sperimentale un'epoca d'oro di questi 
modelli del caos. Forse quest’epoca si è 
già aperta, o forse si sta aprendo proprio 
ora; e forse in seguito assisteremo a un 
fiorire di lavori teorici fondati su queste 
scoperte sperimentali. 

Si tratta comunque di un modo curioso 
e incantevole di far matematica, capace di 
costruire direttamente nella mente effica¬ 
ci immagini e intuizioni visive. Superando 
il tradizionale schema matematico teo¬ 
rema-dimostrazione-teorema-dimostra¬ 
zione, si sfrutta la potenza dei calcolatori 
per arrivare rapidamente a osservazioni 
empiriche, a scoperte che si rinforzano le 
une con le altre; si forma così una rete 
talmente ricca e coerente di idee che alla 
lunga può risultare più facile trovare le 
necessarie dimostrazioni, data la comple¬ 
tezza della rilevazione a cui è stato sotto¬ 
posto in precedenza il territorio concet¬ 
tuale. Uno dei più decisi sostenitori di 
questo modo di far matematica è stato 
Stanislaw M. Ulam, il quale, in epoca 
ancora pionieristica, sottoponeva ai cal¬ 
colatori problemi di iterazione non linea¬ 
re, oltre a problemi relativi a molte altre 
branche della matematica. Molte delle 
idee delineate in questo articolo sono 
tratte dai primi studi effettuati da Ulam 
insieme a Paul Stein. 

Ma vediamo ora di arrivare alla nozio¬ 
ne di strano attrattore, partendo dal con¬ 
cetto base diattrattore.Tutto il discorsosi 
fonda su un’unica idea: l’iterazione di una 
funzione matematica a valori reali, cioè il 
comportamento della sequenza di valori 

X,f(x),f{,f(x)),f(f(f(x))) .dove/è una 

certa funzione a cui siamo interessati. II 
valore iniziale dijt può essere chiamato il 
«seme». L’idea è quella di continuare a 
reintrodurre in /il valore di/e vedere se 
emerge una qualche struttura. 

Ecco un problema interessante e non 
troppo difficile a proposito dell’iterazione 
di una funzione: si può inventare una fun¬ 
zione p con la proprietà che per un qual¬ 
siasi valore reale diJt, anche p{x) 
e in cui p{p{x)) sia uguale a -jr? Il proble¬ 
ma è complicato dalla condizione chep(jt) 
sia reale, altrimenti la funzione p{x) 

(d 



x" 


Regolando la «manopola À» (R livello 0,7 si ottiene questo grafo per la funzione f(x) 


be al caso nostro. In realtà, la questione 
equivale alla ricerca di una «radice qua¬ 
drata del segno meno» a valore reale. Un 
problema connesso è quello di trovare 
una funzione a valori reali q con la pro¬ 
prietà che q(q(x)) = 1/x per tutti gli x 
diversi da zero. Si noti che comunque si 
costruiscano p t q, entrambe avranno la 
proprietà che, dato un qualsiasi seme, l’i¬ 
terazione ripetuta crea un ciclo di lun¬ 
ghezza quattro. 

Più in generale, quali tipi di funzioni è 
probabile che mostrino, se ripetutamente 
iterate, un interessante comportamento 
ciclico o quasi ciclico? Nulla del genere 
avviene eon semplici funzioni come 3x o 
x^. L’n-esima interazione di 3x, per esem¬ 
pio, è3x3x3x ...x3xjt, dove il 3 è 
ripetuto n volte - cioè 3'»x - e Vn -esima 
interazione di non è che (((x^)^)^...)^, 
dove il 3 è ripetuto^» volte, che assomma a 
x^\ Non c'è nulla di ciclico qui: i valori 
continuano semplicemente a crescere. 
Per rovesciare questa tendenza è necessa¬ 
rio avere una funzione con una specie di 
scambio, un piccolo zig-zag, una curvatu¬ 
ra. Per dirla in termini più tecnici, bisogna 
avere una funzione non monotona: una 
funzione il cui grafo sia ondulato, cioè che 
si muova in una direzione, diciamo verso 
l’alto, e poi curvi verso l’altra direzione, 
diciamo verso il basso. 

Sulla sinistra della figura della pagina a 
fronte vediamo un dente di sega con una 
punta acuminata al vertice, mentre a de¬ 
stra abbiamo un arco parabolico che si 


incurva dolcemente. Entrambe le curve 
nascono dall’origine, raggiungono un pic¬ 
co indicato da A e poi scendono per atter¬ 
rare sul lato opposto dell’intervallo. Na¬ 
turalmente ci sono un’infinità più che 
numerabile di forme che salgono all’al¬ 
tezza A e poi ridiscendono, ma queste 
sono tra le più semplici. Delle due, la 
parabola è forse la più semplice, o almeno 
quella di maggior interesse matematico; 
la sua equazione è y = 4Ax( 1 - x), con A 
non superiore a 1. 

Ammetteremo in entrata - come valori 
di X - solo numeri compresi tra 0 e 1. 
Come mostra il grafo, per ognix in quel¬ 
l’intervallo, l’uscita - y - è sempre com¬ 
presa tra 0 e A. Il valore dell'output, quin¬ 
di, può essere sempre reintrodotto come 
entrata nella funzione, ciò che ci assicura 
che l'iterazione sarà sempre possibile. 
Quando si ripete l'iterazione di una fun¬ 
zione «ondulata» come questa, i successi¬ 
vi valori y che si producono a volte sali¬ 
ranno e a volte scenderanno, sempre 
oscillando, naturalmente, tra 0 e A, L'on¬ 
dulazione del grafo garantisce, come ve¬ 
dremo. interessanti effetti quando la fun¬ 
zione viene iterata. 

Risulta che le spettacolari differenze 
nel grado di regolarità a cui ho accennato 
prima sono dovute alla variazione nella 
posizione di ciò che potremmo chiamare 
la «protuberanza A». A seconda del valo¬ 
re a cui si assesta la protuberanza, la fun¬ 
zione descrive un'incredibile varietà di 
«orbite», cioè di sequenze x, /(x),/( 
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e così via. In particolare, per k al di 
sotto di un certo valore critico (Ac = 

0, 892486417967...) le orbite sono tutte 
regolari e strutturate (anche se esistono 
vari gradi di strutturazione; di solito, più 
basso è A, più semplice è la struttura del- 
Torbita), ma per A pari o superiore a que¬ 
sto valore critico, tenetevi stretti! Una 
sequenza di valori essenzialmente caoti¬ 
ca verrà tracciata dai valori Jt, f[x), 

mx)) 

vo scelto. Nel caso della parabola, sem¬ 
bra che il primo ad accorgersi del ruolo 
critico svolto dalla variazione della pro¬ 
tuberanza A sia stato P. J. Myrberg agli 
inizi degli anni sessanta, ma il suo lavoro 
venne pubblicato su un'oscura rivista e 
non ricevette molta attenzione. Qualcosa 
come IO anni più tardi, Nicholas C. Me- 
tropolis, Paul Stein e Myron Stein risco¬ 
prirono l’importanza della protuberanza 
A, non solo per la parabola ma per molte 
funzioni. In effetti, essi scoprirono che 
finché erano in gioco certé proprietà 
topologiche, non aveva importanza la 
funzione, ma solo il valore di A. A questo 
fatto è stato dato il nome di «universalità 
strutturale». 

Per capire come funzioni questa non 
intuitiva dipendenza dalla posizione della 
protuberanza A bisogna arrivare a visua¬ 
lizzare il processo di iterazione di f(x). La 
cosa è semplice. Supponiamo che il valore 
di A sia §,7. Il grafo di f{x) è quello che si 
vede nella figura della pagina precedente, 
insieme alla linea spezzata a 45 gradi y = 
X. (Questo grafo e molti altri di questo 
articolo sono stati prodotti su un piccolo 
calcolatore da Mitchell J. Feigenbaum del 
Los Alamos National Laboratory.) 

Consideriamo i due valori dìx in cui si 
intersecano la linea a 45 gradi e la curva: 
essi sonojc = 0 ejc = 9/14= 0,643. Indi¬ 
chiamo il valore diverso da zero con x*. 
Allora, per costruzione, f(x* ) è uguale a 
X* e la ripetuta iterazione di / a questo 
valore x porterà a un ciclo infinito. Lo 
stesso avviene se si inizia a iterare ax - 0: 
si rimane impigliati in unciclosenza fine. 
C’è però una differenza significativa tra 
questi due «punti fissi» di/e la cosa risul¬ 
ta meglio se si prende qualche altro valore 
iniziale di jc, ad esempio uno vicino a 0,04, 
come si vede nella stessa figura. Chia¬ 
miamo jco questo valore iniziale dijc. C’è 
un elegante modo grafico per generare 
l’orbita di qualsiasi seme jco- Una linea 
verticale injco incontra la curva all’altezza 
yo == f(xo). Per iterare/bisogna disegnare 
una nuova linea verticale passante per il 
nuovo valore dijc uguale a questo valore 
diy. Ed è qui che viene utile la linea a 45 
gradi y = x: rimanendo all’altezza yo, ci 
spostiamo orizzontalmente fino a rag¬ 
giungere la linea a 45 gradi; dato che lun¬ 
go questa linea y è uguale a x, sia x sia y 
sono uguali a yo. Chiamiamo x\ questo 
nuovo valore dijc. Tracciamo ora una se¬ 
conda linea verticale, la quale incontrerà 
la curva all’altezza yi - f{xì) = /(yo) = 
fifixo))- Quindi si ripete il procedimento. 

In breve, basta una semplice regola 
per realizzare l’iterazione: (I) spostarsi 
verticalmente fino a raggiungere la curva 
e (2) poi spostarsi orizzontalmente fino a 
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raggiungere la linea diagonale. Conti¬ 
nuare a ripetere i passi (I) e (2). 

Nella figura si vede anche il risultato di 
questo procedimento con seme jco = 
0,04: un vivace girotondo intorno al pun¬ 
to con X* come ascissa e ordinata. A 
poco a poco ci si avvicina a x*, che è 
quindi un tipo peculiare di punto fisso 
perché attrae ì valori iterati di f{x). È 
questo l’esempio più semplice di attrat¬ 
tore: ogni possibile seme (tranne 0) è 
trascinato, mediante l’iterazione di /, a 
questo valore stabile di x. Per questa ra¬ 
gione jc* è chiamato punto fisso stabile. 
Al contrario, 0 è un punto fisso repulsivo 
o non stabile, dato che l’orbita di qualsia¬ 
si valore iniziale x, per quanto vicino a 0, 
si allontanerà da 0 per muovere verso jc*. 
Si noti che a volte le iterazioni di / sor¬ 
passeranno JC* e a volte cadranno bru¬ 
scamente, ma inesorabilmente si avvici¬ 
nano sempre più a jc*, puntando su di 
esso come rondini che tornano al nido. 

Qual è la ragione di questa radicale 
differenza qualitativa tra i due punti fissi 
(0 ejc*) di /? Basta dare un’occhiata alla 
figura per rendersi conto che la ragione 
sta nel fatto che in 0 la curva si inclina 
troppo ripidamente. In particolare, la 
curvatura è superiore in quel punto a 45 
gradi ed è l’inclinazione locale della curva 
a determinare di quanto ci si deve muove¬ 
re orizzontalmente ogni volta che si itera 
f. Se la curva ha un’inclinazione superiore 
a 45 gradi (sia che vada verso l’alto sia che 
vada verso il basso), essa tende a spinger¬ 
vi sempre più lontano dal vostro punto di 
partenza man mano che sì itera secondo le 
regole (I) e (2). Quindi il criterio per la 
stabilità di un punto fisso è che la curvatu¬ 
ra nel punto sia minore di 45 gradi. Ora, è 
questo il caso di jc* quando A è a 0,7; 
infatti lì la curvatura è di circa 41 gradi, 
mentre in 0 è molto maggiore di 45 gradi. 

Cosa avviene se aumentiamo A? La po¬ 
sizione dijc* (jc* è per definizione il punto 
in cui si intersecano la linea/e la lineay = 
jc) cambia e anche la pendenza di / in jc* 
aumenta. Cosa succede quando la pen¬ 
denza raggiunge 45 gradi o li supera? 
Questo avviene quando il valore di A è 
pari a 3/4 e chiameremo Ai questo parti¬ 
colare valore di A. Guardiamo una figura 
in cui il valore diA è leggermente superio¬ 
re, vale a dire A = 0,785 (sì veda la figura 
della pagina a fronte). 

Cosa avviene, invece, se iniziamo con 
un seme scelto a caso, diciamo ancora jc = 
0,04? Nella metà superiore della figura si 
vede l’orbita risultante. Come si può ve¬ 
dere avviene una cosa molto bella: dap¬ 
prima i valori salgono nelle vicinanze di 
JC* (ora un punto fisso instabile di /), ma 
poi si allontanano gradatamente a spirale 
e si assestano in una specie di danza qua¬ 
drata convergente su due particolari valo- 
rijci* ejC 2 *.Ouestaeleganteoscillazione è 
chiamata ciclo-2 e la coppia di valori dijc 
che lo costituiscono (jci ejC 2 *) è ancora 
chiamata un attrattore, per precisione un 
attrattore di periodo due. Questo termine 
indica che il nostro ciclo-2 è stabile: con 
l’iterazione di / esso attrae i valori di jc. 
Nella stessa danza finirà l’orbita di qual¬ 
siasi valore positivo del seme (tranne jc* 


stesso), cioè si avvicinerà asintoticamente 
al perfetto ciclo-2 composto dai puntijci* 
e JC 2 *, anche se non lo raggiungerà mai 
esattamente. Dal punto di vista di un fisi¬ 
co, comunque, l’accuratezza dell’avvici- 
namento diviene presto così grande da 
poter ugualmente dire che le orbite sono 
state «catturate» dall’attrattore. 

Per capire bene questo fatto si può 
guardare il grafo di una nuova funzione 
ricavata da quella vecchia. Consideriamo 
il grafo dig(jc) = f{f(x)) che si vede nella 
metà inferiore della figura. Questo cam¬ 
mello a due gobbe è chiamato Viterata di/ 
Osserviamo dapprima che qualsiasi punto 
fisso di / è anche un punto fisso di g, 
quindi 0 ejc* saranno punti fissi dig. Ma si 
osserva poi che essendo/(jci* ) uguale a 
JC 2 *, e per converso /(JC 2 *) uguale ajci*, g 
avrà due nuovi punti fissi: g(jci*) = jc/* e 
g(jC 2 *) = X 2 *. Nella rappresentazione 
grafica è facile individuarejci* ejC 2 *- sono 
i punti in cui si intersecano la linea a 45 
gradi e il grafo a due gobbe di g(jc). Ci 
sono quattro di questi punti (0 e jc* sono 
gli altri due). Come abbiamo visto, il cri¬ 
terio per la stabilità di qualsiasi punto 
fisso sotto iterazione è che la pendenza in 
quel punto sia minore di 45 gradi. Qui 
abbiamo a che fare con punti fissi di g e 
quindi con la pendenza di g (distinta da 
quella di /). Infatti, nella stessa figura si 
può chiaramente vedere che in 0 e injc* g 
ha una pendenza maggiore di 45 gradi, 
mentre sia injci* sia injC 2 * la pendenza di 


g è minore di 45 gradi. In effetti, cosa 
rimarchevole, non solo entrambi i valori 
della pendenza sono minori di 45 gradi, 
ma anche, come risulta da un semplice 
calcolo, uguali (o «schiavi» l’uno dell’al¬ 
tro, come a volte si dice). 

Abbiamo visto un attrattore di periodo 
uno convertito in un attrattore di periodo 
due dato un particolare valore di A (A = 
3/4). Proprio a quel valore il punto fisso 
JC* si divide in due valori oscillanti, jci* e 
JC2*. Naturalmente essi coincidono alla 
«nascita», ma con l’aumentare diA essi si 
separano e si allontanano sempre più. 
QuestoaumentodiA portaanche alla cre¬ 
scita della pendenza di g in questi due 
punti fissi stabili (dig) finché, per qualche 
valore diA, raggiunge, come il suo proge¬ 
nitore/ il proprio punto di rottura (cioè le 
pendenze identiche injci* ejC 2 * superano i 
45 gradi) ed entrambi i due punti d’attra¬ 
zione perdono d’efficacia generando i 
propri cicli-2 locali. (In realtà i cicli sono 
cicli-2 solo finché si tratta di g; per / i 
nuovi punti sono elementi di un attrattore 
di periodo quattro. Bisogna stare attenti a 
tenere bene a mente / e gl). Queste due 
divisioni avverranno esattamente nello 
stesso momento (il che equivale a dire per 
lo stesso valore di A), dato che il valore 
della curvatura di g in jci* è schiavo del 
valore della pendenza in JC 2 *- Questo va¬ 
lore di A sarà chiamato A 2 ed è pari a 
0,86237... 

Ormai afferrato il principio, avrete già 
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probabilmente intuito che per qualche 
nuovo valore A 3 tutti c quattro i punti 
delPattrattore di/si divideranno simulta¬ 
neamente, dando luogo a un attrattore 
formato da otto punti; c che poi questo 
schema procede allo stesso modo, con 
continui raddoppi una volta raggiunti e 
sorpassati certi particolari valori di A. Se 
questa è la vostra previsione, avete per¬ 
fettamente ragione e il motivo di fondo è 
sempre lo stesso: le pendenze (identiche) 
in tutti i punti fissi stabili di qualche grafo 
raggiungono l’angolo critico di 45 gradi. 
Nel caso della prima divisione (in Ai) si 
trattava della pendenza della stessa/nel- 
l’unico punto jr*. La divisione successiva 
era dovuta alle pendenze nei due punti 
fissi stabili xi* e X 2 * di g. pendenze che 
raggiungono simultaneamente i 45 gradi. 
Analogamente, A 3 è quel valore diA per il 
quale la pendenza di h(x) = ^(^(^)) “ 
tocca i 45 gradi contempora¬ 
neamente nei quattro punti fissi stabili di 
tì. E così via. Nella figura della pagina 
precedente si vede l’aspetto tormentato 
di^(jr) perun valore diA prossimo a 0,87. 

Nella figura qui sotto si vede la posizio¬ 
ne sull’asse delle jr dei punti fissi stabili di/ 
per Al - Aó (ce ne sono 32, alcuni così 
ravvicinati tra loro da non poter essere 
distinti). 1 punti sono riprodotti nel mo¬ 
mento in cui stanno per divenire instabili, 
come una cellula sul punto di dividersi. Si 
noti la rigorosa disposizione dei punti 
d’attrazione: guardando questa rappre¬ 
sentazione grafica della spaziatura tra gli 
clementi dei successivi attrattori di / a 
periodo raddoppiato, si può vedere che 
ogni linea può essere ricavata da quella 
sopra mediante uno schema geometrico 
ricorsivo per cui ogni punto è rimpiazzato 
da due punti «gemelli» sotto di esso. Ogni 
raggruppamento locale di punti è sempli¬ 
cemente una riduzione in scala dello 
schema globale (e anche un’inversione 
sinistra-destra neH’alternarsi dei gruppet¬ 
ti locali). Per esempio, nella linea in basso 
è stato evidenziato con il colore un grup¬ 
po locale di otto punti: si noti come il 
gruppo di punti sia una versione in minia¬ 
tura dello schema globale due linee sopra. 

La scoperta di questa regolarità ricorsi¬ 
va, fatta su un piccolo calcolatore da Fei- 


genbaum, è uno dei principali progressi 
fatti di recente in questo campo. Essa af¬ 
ferma in particolare che per ottenere la 
linea n + 1 dalla linea n basta lasciar 
produrre dei «gemelli» a ogni punto della 
linea n. La nuova generazione dovrebbe 
avere una densità pari a due volte e mezzo 
quella della generazione precedente. 
Detto in termini più corretti, la distanza 
tra i nuovi gemelli dovrebbe essere a vol¬ 
te più piccola della distanza tra il loro 
genitore e il suo gemello dove a è una 
costante approssimativamente uguale a 
2,5029078750958928485... Questa re¬ 
gola diviene sempre più precisa col cre¬ 
scere di n. 

E a proposito dei valori delle A? Ten¬ 
dono asintoticamente a 1 ? Abbastanza 
sorprendente, la risposta è no. Questi 
valori A convergono rapidamente su un 
particolare valore critico Ac, pari a circa 
0,892486418... c la loro convergenza è 
notevolmente armoniosa, nel senso che la 
distanza tra successivi valori A si riduce 
geometricamente. Più precisamente, il 
rapporto (An - A„.i)/(A„+i - A/,) si avvici¬ 
na a un valore costante chiamato ò da 
Feigenbaum, il suo scopritore, ma che al¬ 
tri chiamano spesso numero di Feigen¬ 
baum. Il suo valore è approssimativamen¬ 
te 4,669201660910299097... 

In breve, col tendere diA a Ac, per parti¬ 
colari valori diA ottenuti con la costante ò 
di Feigenbaum, l’attrattorc di/si riprodu¬ 
ce e i suoi sempre più numerosi elementi 
sono disposti sull’asse delle x secondo un 
semplice schema ricorsivo, il cui principa¬ 
le parametro determinante è l’altra co¬ 
stante di Feigenbaum, a. 

Per A che superanoAc - quello che viene 
chiamato regime caotico - l’iterazione di/ 
può, per qualche valore del seme, portare 
a orbite che non convergono su alcun at¬ 
trattore finito: si tratta di orbite aperiodi¬ 
che. Per la maggior parte dei valori del 
seme, l’orbita rimarrà periodica, ma la 
sua periodicità sarà molto difficile da in¬ 
dividuare. Prima di tutto, il periodo sarà 
estremamente lungo; in secondo luogo, 
l’orbita sarà molto più caotica di prima. 
Una tipica orbita periodica, invece di 
convergere rapidamente verso un attrat¬ 
tore geometricamente semplice, vagherà 


suirintervallo [0,1 ); il suo comportamen¬ 
to apparirà indistinguibile dal caos totale 
c viene indicato col termine ergodico. 
Inoltre, semi ravvicinati possono dar luo¬ 
go, con pochissime iterazioni, a orbite del 
tutto differenti. In breve, una visione sta¬ 
tistica dei fenomeni diviene molto più ra¬ 
gionevole se si oltrepassa Ac 

Ora, cosa hanno a che fare concetti 
come l'iterazione di funzioni non mono¬ 
tone, il raddoppio del periodo, il regime 
caotico e così via con lo studio della turbo¬ 
lenza nel flusso idrodinamico, della flut¬ 
tuazione della popolazione erratica nelle 
relazioni predatore-preda e dell’instabili¬ 
tà dei modi laser? L’idea base sta nel con¬ 
trasto tra il flusso laminare e il flusso tur¬ 
bolento. In un fluido che scorre tranquil¬ 
lamente, il flusso è laminare, un termine 
usato per indicare che tutte le molecole 
del fluido si muovono come automobili su 
un’autostrada a più corsie. Le caratteri¬ 
stiche chiave sono ( 1 ) che ciascuna auto¬ 
mobile segue lo stesso percorso di quella 
che la precede e (2) die due automobili 
vicine, sia che si trovino sulla stessa corsia 
o su corsie differenti, col passar del tempo 
si separeranno lentamente una dall’altra - 
essenzialmente in proporzione alle loro 
velocità, cioè linearmente. Queste carat¬ 
teristiche si applicano anche alle molecole 
del fluido in un flusso laminare; in questo 
caso le corsie sono dette linee di flusso o 
lamine. 

Al contrario, quando un fluido è messo 
in agitazione da qualche forza esterna, 
questo tranquillo comportamento diven¬ 
ta turbolento, come per i frangenti sulla 
spiaggia e la panna mescolata nel caffè. 
La stessa parola «turbolento» ha un suo¬ 
no molto più ruvido e angoloso di quello 
della parola «laminare». Qui non vale più 
l’immagine dell’autostrada a più corsie; le 
linee di flusso si separano una dall’altra e 
si aggrovigliano nei modi più contorti. In 
questi sistemi ci sono gorghi, vortici e 
spirali di ogni tipo e dimensione contem¬ 
poraneamente; quindi due punti inizial¬ 
mente vicinissimi possono trovarsi rapi¬ 
damente trascinati in regioni del fluido 
totalmente differenti. Questi percorsi 
rapidamente divergenti sono il tratto di¬ 
stintivo della turbolenza. l.a distanza tra 
punti può avere col tempo un incremento 
esponenziale, invece che lineare, e il coef¬ 
ficiente del tempo nell’esponente è chia¬ 
mato numero di Lyapunov. Quando si 
parla di flusso turbolento, è a questa rapi¬ 
da e quasi imprevedibile separazione dei 
vicini che ci si riferisce e tale comporta¬ 
mento richiama in modo impressionante 
la rapida separazione, nel regime caotico 
diA, di due orbite anche con semi origina¬ 
riamente vicinissimi. 

Questo fatto suggerisce che lo scenario 
(come viene chiamato), in cui belle orbite 
periodiche danno luogo alle disordinate 
orbite caotiche della nostra funzione pa¬ 
rabolica, potrebbe forse essere matemati¬ 
camente identico allo scenario in cui si 
svolge la transizione alla turbolenza in un 
fluido o in altri sistemi. Come si possa 
esattamente stabilire questa connessione, 
però, richiede qualche precisazione più 
dettagliata. In particolare, dobbiamo 
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prendere brevemente in considerazione il 
modo in cui si può tradurre in un modello 
matematico il flusso spazio-temporale di 
un fluido o di qualche altra entità, come la 
densità della popolazione o il denaro. 

In questi problemi del mondo reale, le 
equazioni che finora si sono dimostrate 
più utili per fornire modelli dei fenomeni 
sono le equazioni differenziali. Un’equa¬ 
zione differenziale mette in relazione 
l’entità della variazione di qualche quan¬ 
tità con l’attuale dimensione di quella 
quantità e con le attuali dimensioni di 
altre quantità. Inoltre, la stessa variabile 
tempo è continua; non salta da un istante 
discreto all’altro come fanno certi strani 
orologi, ma fluisce in modo indivisibile 
come un liquido. Un modo per visualizza¬ 
re le strutture definite dalle equazioni dif¬ 
ferenziali consiste nell’immaginare uno 
spazio a più dimensioni - ne abbia pure 
migliaia o solo alcune - in cui un punto 
continui a muoversi seguendo una curva. 
In un qualsiasi momento, il punto contie¬ 
ne tutte le informazioni sullo stato del 
sistema fisico. Le sue proiezioni lungo i 
vari assi danno i valori di tutte le quantità 
rilevanti che definiscono rigorosamente 
un unico stato. Ovviamente lo spazio - 
chiamato spazio fase - dovrebbe avere un 
numero enorme di dimensioni perché un 
semplice punto possa riassumere la forma 
di un’onda che si infrange su una spiaggia. 
D’altra parte, in una semplice relazione 
predatore-preda sono sufficienti due 
dimensioni: una variabile, diciamojr, che 
fornisce la popolazione di predatori e l’al¬ 
tra, diciamo che dà la popolazione di 
prede. 

Col progredire del tempo, jr e y si de¬ 
terminano l’un l’altro in modo intreccia¬ 
to. Per esempio, una grande popolazione 
di predatori tenderà a ridurre la popola¬ 
zione delle prede, mentre una piccola po¬ 
polazione di prede tenderà a ridurre la 
popolazione di predatori. In un sistema di 
questo tipo, x e y costituiscono un unico 
punto {x,y) che si avvolge dolcemente in 
un’orbita continua sul piano. (Qui il senso 
in cui è usato il termine «orbita» è diffe¬ 
rente dal precedente, quello dell’orbita 
discreta, a salti che abbiamo visto quan¬ 
do veniva iterata la nostra funzione pa¬ 
rabolica.) Una possibile orbita di questo 
tipo appare nella figura in alto di questa 
pagina; essa è generata da un’equazione 
differenziale chiamata equazione di Duf- 
fing. Assomiglia al percorso di una mo¬ 
sca che svolazzi nella vostra camera da 
letto, o piuttosto, assomiglia zWotnbra 
del volo della mosca su una parete. In 
realtà questa curva intersecantesi a due 
dimensioni è l’ombra di una cuiva non 
intersecantesi a tre dimensioni. Il moto 
di un punto nello spazio fase deve essere 
sempre non intersecantesi; ciò deriva dal 
fatto che un punto nello spazio fase rap¬ 
presentante lo stato di un sistema rac¬ 
chiude ogni informazione sul sistema, 
inclusa la sua storia futura, così che non 
ci possono essere due differenti percorsi 
che passino per uno stesso punto. 

In particolare, nell’equazione di Duf- 
fing c’è una terza variabile, z, che non ho 
ancora ricordato. Se si pone che x e y 


rappresentino la popolazione dei preda¬ 
tori e delle prede, allora si può pensare 
che z rappresenti un’influenza esterna a 
variazione periodica, come l’azimut del 
Sole o la quantità di neve sul terreno. Ora, 
se mi consentite di mescolare la mia im¬ 
magine della mosca svolazzante con l’e¬ 
sempio dei predatori e delle prede, im¬ 


maginiamo una mosca che svolazzi perio¬ 
dicamente avanti e indietro tra due pareti. 
Poniamo che alla mosca occorra un anno 
per attraversare la stanza e per tornare 
indietro. (Forse è una stanza da letto piut¬ 
tosto grande, o forse è un volo decisamen¬ 
te lento.) In ogni caso, mentre la mosca 
vola la sua ombra su una delle due pareti 



/ numeri sulla curva segnano le posizioni deirombra della mosca a intervalli regolari 
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Ingrandimento in due stadi deWattrattore di Hénon che ne rivela dettagli infinitesimali 


disegna la curva che si vede nella figura. 
Se alla mosca capita di tornare in un pun¬ 
to della stanza per cui è già passata, è 
condannata a girare in tondo per sempre, 
continuando a seguire il percorso fatto la 
volta precedente. Questo vi dà un’idea 
dell’orbita continua di un punto nello 
spazio fase rappresentante lo stato di un 
sistema dinamico controllato da equazio¬ 
ni differenziali. 

Supponiamo ora di voler stabilire qual¬ 
che connessione tra questi sistemi e delle 
orbite discrete. Come potremmo fare? 
Bene, non è necessario tenere d’occhio 
tutti i momenti i valorijc, y e z ; essi posso¬ 
no essere controllati periodicamente, 
secondo qualche frequenza naturale. Nel 
caso delle popolazioni animali, un anno è 
l’ovvio periodo naturale. L’azimut del 
Sole è esattamente periodico e il clima 
cerca almeno di ripetersi di anno in anno. 
Si può allora scegliere una sequenza natu¬ 
rale di punti discreti (jci, yi ^ zi), (x 2 , y 2 ^ 
Z 2 ),... uno per anno. È come se, in una 
particolare occasione dell’anno, una luce 
si accendesse e bloccasse la mosca. Per 
tutto il resto del tempo non si vedono le 
sue peregrinazioni per la stanza. La figura 
in basso della pagina precedente mostra 
una sequenza di punti discreti lungo 
l’ombra del percorso della mosca, segnata 
da numeri che ci dicono quando sono 
apparsi. Gradualmente, passati molti 
«anni», si sarà accumulato un numero 
abbastanza grande di questi punti discreti 
perché inizino essi stessi a dar luogo a una 
forma riconoscibile. Questo schema di 
punti è un’«orbita» discreta ed è quindi 
strettamente correlato alle orbite discrete 
definite dall’iterazione della nostra para¬ 
bola /(jc). Nel caso della parabola aveva¬ 
mo una semplice relazione di ricorrenza 
unidimensionale (o iterazione): Xn + \ = 
f{xn). Qui abbiamo una ricorrenza bidi¬ 
mensionale: + I = fì(Xnfyn) G yn + l = 

/zUniy/i). Questo è un sistema di relazioni 
di ricorrenza accoppiate, in cui i valori di 
output dell’Ai-esima generazione {x^ yn) 
sono reintrodotti come nuovi input in fi e 
/z, per produrre la ai -l- 1 -esima genera¬ 
zione; e la cosa va sempre avanti, genera¬ 
zione dopo generazione. Naturalmente, 
se aumentano le dimensioni c’è un nume¬ 
ro molto maggiore di tali equazioni. Non¬ 
dimeno, lo schema di tutti questi sistemi 
rimane lo stesso: un punto multidimen- 
sionale (xn.yn^Zn .. ) salta da una posizione 
discreta a un’altra nello spazio fase, man 
mano che viene accresciuta una variabile 
discreta (ai, che rappresenta il tempo che 
procede a salti in unità discrete). 

Si noti che noi abbiamo semplificato la 
nostra osservazione della variabile conti¬ 
nua tempo che è implicata nelle equazioni 
differenziali. Lo abbiamo fatto focaliz¬ 
zando la nostra attenzione sul modo in cui 
il punto si connette al suo predecessore 
deir«anno» prima (o qualunque sia il pe¬ 
riodo naturale considerato). Ma c’è sem¬ 
pre un «periodo naturale» da osservare in 
un sistema di equazioni differenziali mu¬ 
tuamente intrecciate? Non sempre. In 
alcune situazioni però c’è, ed è questo il 
caso di tutte le situazioni in cui si ha com¬ 
portamento turbolento. 
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Uequazione di Duffìng genera uno strano attrattore 


Perché ciò avviene? Tutti i sistemi che 
mostrano comportamento turbolento 
sono «dispersivi», il che significa che essi 
disperdono, o degradano, energia da 
forme più utilizzabili, quale Felettricità, 
nella meno utilizzabile forma del calore. 
Ciò è causato dall’attrito, nel caso del 
flusso idrodinamico, e da analoghi deri¬ 
vati dell’attrito negli altri sistemi che ab¬ 
biamo preso in considerazione. Una fa¬ 
miliare conseguenza dell’attrito è che il 
moto degli oggetti si arresta a meno che 
non venga immessa energia. Ora, se noi 
«mettiamo in azione» un sistema disper¬ 
sivo con una forza periodica (si può im¬ 
maginare, per esempio, di mescolare una 
tazzina di caffè con un cucchiaino in modo 
periodico e circolare), allora il sistema 
ovviamente non si arresterà e si muoverà 
verso un qualche tipo di stato regolare. 
Tale stato regolare è un’orbita stabile, o, 
per usare una parola che ci è familiare, un 
attrattore nello spazio fase. Dato, però, 
che abbiamo messo in moto il sistema con 
un cucchiaino periodico, abbiamo defini¬ 
to una frequenza naturale alla quale far 
lampeggiare la nostra luce e bloccare lo 
stato del sistema, vale a dire ogni volta 
che il cucchiaino arriva a passare nella sua 
rotazione per qualche dato segno sulla 
tazzina, ad esempio il manico. Questo 
costituirà il nostro «anno». In questo 
modo il tempo continuo può essere sosti¬ 
tuito da una serie di istanti discreti, finché 
abbiamo a che fare con un sistema disper¬ 
sivo guidato da una forza periodica. E cosi 
si possono rimpiazzare orbite continue 
con orbite discrete, ciò che riporta nel 
quadro l'iterazione. 

Se la forza di guida non ha alcun perio¬ 
do naturale (può essere semplicemente 
una forza costante), c’è ancora un modo 


per definire un periodo naturale, nel caso 
che qualche variabile del sistema oscilli 
avanti e indietro tra degli estremi: basta 
far scattare la luce ogni volta che la varia¬ 
bile tocca il suo valore estremo, e la mosca 
sarà ancora colta in istanti discreti. Que¬ 
sto tipo di rappresentazione discreta del 
moto di una mosca in uno spazio a più 
dimensioni è chiamato comunemente 
mappa di Poincaré. 

L’esempio della tazzina non è natural¬ 
mente abbastanza rigoroso per convince¬ 
re un matematico; eppure dà un’idea di 
come lo studio di un insieme di equazioni 
differenziali accoppiate possa essere rim¬ 
piazzato dallo studio di un insieme di re¬ 
lazioni discrete di ricorrenza accoppiate. 
Questo è il passo fondamentale che ci 
riporta alle recenti scoperte a proposito 
della parabola. 

Nel 1975, Feigenbaum scoprì che i suoi 
numeri a e d non dipendono in realtà dai 
dettagli della forma della curva definita 
da f{x). La cosa sarebbe uguale quasi per 
tutte le forme dolcemente convesse con 
picco nello stesso punto. Ispirato dall’u¬ 
niversalità strutturale scoperta da Metro- 
polis, Stein e Stein, Feigenbaum cercò di 
lavorare con una curva sinusoidale invece 
che con una parabola e rimase sbalordito 
nel vedere riapparire gli stessi valori 
numerici, uguali per molti decimali, dei 
numeri a e ó che avevano caratterizzato 
il raddoppio del periodo e l’inizio del 
caos per la parabola. Proprio come per la 
parabola, c’è per la curva sinusoidale un 
parametro d’altezza A e un insieme di 
speciali valori A che convergono in un 
punto critico Ac. Inoltre, l’inizio del caos 
in Ac è governato dagli stessi numeri a e 
ó. Feigenbaum iniziò a sospettare che ci 
fosse qualcosa di universale. In altre pa¬ 


role, sospettò che più importante di / 
stessa è il fatto che / continui a essere 
iterata e che anzi / non abbia alcun ruolo 
nell’inizio del caos. 

La cosa, naturalmente, non è così sem¬ 
plice. Feigenbaum scoprì presto che l’im¬ 
portante di/è la natura del picco, proprio 
al suo centro. Sul lungo periodo, il com¬ 
portamento delle orbite dipende solo da 
un frammento infinitesimale della cresta 
del grafo e infine dipende solo dal com¬ 
portamento proprio nel punto in cui si 
raggiunge il massimo. Il resto della forma, 
anche le regioni più prossime al vertice, è 
irrilevante. Una parabola ha ciò che viene 
chiamato un massimo quadratico, e lo 
stesso vale per un’onda sinusoidale, un 
cerchio e un ellisse. In effetti, ci si do¬ 
vrebbe aspettare che il comportamento di 
una funzione a cui corrisponde una curva¬ 
tura dolce e prodotta in modo casuale, in 
prossimità di un massimo tipico, sia di 
tipo quadratico, in assenza 4i particolari 
coincidenze. Quindi il caso della parabo¬ 
la, piuttosto che una bizzarra eccezione 
inizia ad apparire la regola. Questa sco¬ 
perta empirica di Feigenbaum, in cui sono 
implicati due fondamentali fattori di gra- 
duazione,a eò, che caratterizzano l’inizio 
del caos attraverso attrattori a raddoppio 
di periodo, rappresenta un nuovo tipo di 
universalità, nota come universalità me¬ 
trica per distinguerla dalla già conosciuta 
universalità strutturale. Oscar E. Lanford 
III ha dimostrato (nel senso più tradizio¬ 
nale della dimostrazione) la correttezza di 
questa universalità metrica per il caso 
unidimensionale. 

Uno sviluppo veramente entusiasman¬ 
te si ebbe quando le costanti di Feigen¬ 
baum si presentarono inaspettatamente 
in alcuni modelli caotici di effettivi sistemi 
fisici, non in bei sistemi matematici idea¬ 
lizzati. Walter Franceschini, dell’Univer¬ 
sità di Modena, adattò per la simulazione 
col calcolatore l’equazione di Navier- 
-Stokes, che regola tutti i flussi idrodina¬ 
mici. Per farlo, trasformò l’equazione in 
un insieme di cinque equazioni differen¬ 
ziali accoppiate di cui poteva poi studiare 
numericamente sul calcolatore le mappe 
di Poincaré, Egli scoprì per prima cosa 
che il sistema mostrava attrattori con ri¬ 
petuti raddoppi del periodo via via che i 
suoi parametri regolativi si avvicinavano 
ai valori in cui ci si aspettava la turbolen¬ 
za. All’oscuro del lavoro di Feigenbaum, 
egli mostrò i suoi risultati a Jean-Pierre 
Eckmann, dell’Università di Ginevra, che 
immediatamente lo spinse a stabilire il 
tasso di convergenza dei valori A secondo 
cui avveniva il raddoppiamento del pe¬ 
riodo. Conlorogrande sorpresa, i vaioria 
e d di Feigenbaum - precisi a circa quattro 
decimali - saltarono fuori apparentemen¬ 
te dal nulla! Per la prima volta, un accura¬ 
to modello matematico di reale turbolen¬ 
za fisica rivelava che la sua struttura era 
intimamente connessa al modesto caos 
nascosto nella modesta parabola y = 
4Ajr(l -jt). Successivamente, Eckmann, 
Pierre Collet e H, Koch dimostrarono che 
in un sistema dispersivo multidimensiona- 
le guidato, tutte le dimensioni tranne una 
tendono a scomparire dopo un periodo di 
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tempo sufficientemente lungo e quindi ci 
si dovrebbe aspettare che riappaiano le 
caratteristiche del comportamento uni¬ 
dimensionale, vale a dire l’universalità 
metrica di Feigenbaum. 

Da allora, gli sperimentatori hanno 
tenutogli occhi ben aperti per individuare 
comportamenti di raddoppio del periodo 
in reali sistemi fisici (non in modelli pro¬ 
dotti dal calcolatore). Un comportamen¬ 
to di questo tipo è stato osservato in certi 
tipi di flusso convettivo, ma finora le mi¬ 
sure sono troppo imprecise per fornire un 
valido sostegno all’idea che la parabola 
contenga le indicazioni necessarie per 
individuare la reale natura della turbo¬ 
lenza fisica. Certo è allettante pensare che 
in qualche modo tutto ciò che importa è 
che un insieme dispersivo di relazioni di 
ricorrenza accoppiate venga iterato, men¬ 
tre i dettagli delle proprietà di quelle ri¬ 
correnze possono essere totalmente igno¬ 
rati se ci si concentra sul capire come si 
giunge alla turbolenza. 

Feigenbaum mette la cosa in questi 
termini. Spesso si vede in cielo una confi¬ 
gurazione di nuvole - un reticolato celeste 
composto da una miriade di sbuffi bianchi 
stesi da orizzonte a orizzonte - che chia¬ 
ramente non si è presentata «per caso»: 
deve avere operato qualche legge idrodi¬ 
namica sistematica. Eppure, dice Feigen¬ 
baum, deve esserci una legge che opera a 
un livello superiore, ossia su scala mag¬ 
giore, dell’equazione di Navier-Stokes, 
che si basa su volumi infinitesimali di flui¬ 
do e non su grossi «blocchi». Sembra che 
per capire quelle belle configurazioni in 
cielo si debba in qualche modo superare i 
dettagli dell’equazione di Navier-Stokes e 
arrivare a qualche modo più grossolano 
ma anche più rilevante di analizzare il 
flusso idrodinamico. La scoperta che l’ite¬ 
razione dà luogo a universalità - cioè in¬ 
dipendenza dai dettagli della funzione (o 
funzioni) iterata - fa sperare che questa 
concezione dell’idrodinamica stia per 
emergere. 

Abbiamo parlato di attrattori e di tur¬ 
bolenza; e gli strani attrattori? Ormai 
abbiamo dato i concetti necessari per 
comprendere questa nozione. Quando un 
sistema dispersivo a due dimensioni (o a 
più dimensioni) periodicamente guidato 
ha come modello un insieme di iterazioni 
accoppiate, l’insieme dei punti catturati 
dai successivi lampi della luce periodica 
disegna una forma che gioca per questo 
sistema il ruolo che un’orbita semplice 
aveva per la nostra parabola. Ora, le pos¬ 
sibilità sono maggiori quando si opera in 
uno spazio con più di una dimensione. 
Certo è possibile avere un punto fisso sta¬ 
bile, o un attrattore di periodo uno. Que¬ 
sto significherebbe che a ogni lampo di 
luce il punto che rappresenta lo stato del 
sistema è esattamente dov’era l’ultima 
volta. È anche possibile avere un attratto- 
re periodico: uno in cui dopo un numero 
finito di lampi il punto è ritornato su una 
posizione precedente. La cosa sarebbe 
analoga ai cicli-2, cicli-4 e così via che 
abbiamo visto presentarsi nel caso della 
parabola. 

C’è tuttavia un'altra possibilità: quella 


che il punto non ritorni mai nella sua posi¬ 
zione originaria nello spazio fase; i suc¬ 
cessivi lampi di luce mostrano che esso 
compie un cammino erratico aH’interno 
di una ristretta regione dello spazio fase. 
Dopo un certo periodo di tempo questa 
regione, illuminata periodicamente dalla 
luce, può prendere forma di fronte agli 
occhi dell’osservatore. Nella maggioran¬ 
za dei casi finora osservati ha luogo un 
fenomeno del tutto inaspettato: il punto 
che saltella in modo casuale crea in realtà 
una delicata filigrana che ricorda «le fan¬ 
tastiche e appena percettibili tracce che il 
gelo lascia sul vetro». (Devo questa im¬ 
magine poetica al critico americano Ja¬ 
mes Huneker che se ne è servito per de¬ 
scrivere il magico effetto prodotto da uno 
degli studi per pianoforte di Chopin, il n. 
2, Op. 25.) La delicatezza di tali forme è 
di un tipo abbastanza preciso e ricorda da 
vicino le curve «fratte» descritte da Be- 
noit Mandelbrot nel suo libro Fractals: 
Form^ Chance^ and Dimension, In parti¬ 
colare, qualsiasi sezione di un attrattore 
cosiffatto si rivela altrettanto squisita¬ 
mente precisa nei dettagli quanto il più 
ampio quadro da cui è stata estratta. In 
altre parole c’è un infinito ritorno di det¬ 
tagli, un intreccio senza fine di configura¬ 
zioni nelle configurazioni. Nella figura di 
pagina 102 si può vedere una delle prime di 
tali strutture, detta l’attrattore di Hénon. 
È generata dalla serie di punti (jc^, yn) 
definiti dalle relazioni di ricorrenza + i 
=^yri-axn^-\ eyn > i = bxn. Quia è uguale 
a 7/5 eòa 3/10; i valori del seme sonojro 
= 0 e yo - 0. Il piccolo quadrato della 
figura in alto è ingrandito nella figura di 
mezzo per mettere meglio in luce i detta¬ 
gli e un altro quadrato nella figura di mez¬ 
zo è pure ingrandito per rivelare dettagli 
di dimensioni ancora minori. Si noti che 
quello che risulta assomiglia a un’auto¬ 
strada a tre corsie ciascuna delle quali, 
quando viene ingrandita, si divide in più 
corsie parallele la più estrema delle quali 
è una nuova autostrada a tre corsie e così 
via. Qualsiasi sezione incrociata perpen¬ 
dicolare di tale autostrada darebbe un in¬ 
sieme di Cantor, formato con un semplice 
e ben noto procedimento ricorsivo. 

Si cominci con un intervallo chiuso, di¬ 
ciamo [0,1]. («Chiuso» significa che l’in¬ 
tervallo comprende i suoi estremi.) Si 
eliminiora un sotto-intervallo aperto cen¬ 
trale. (Dato che un sotto-intervallo aper¬ 
to non comprende i suoi estremi, quei due 
punti rimarranno nell’insieme cantoria- 
no, costruiti sotto i vostri occhi.) Di solito 
si sceglie come sotto-intervallo il terzo di 
mezzo (1/3, 2/3), ma non è necessario. 
Rimangono due sotto-intervalli chiusi. Li 
si sottoponga allo stesso tipo di procedi¬ 
mento, eliminando al loro interno un sot¬ 
to-intervallo aperto centrale. Si ripeta il 
procedimento all’infinito: al termine di 
questa impresa infinita rimarrà una deli¬ 
cata struttura formata da punti isolati di¬ 
sposti lungo il segmento originale [0,1] 
come gocce di rugiada su un filo. Essi, 
però saranno più che numerabili e la loro 
densità dipenderà dai dettagli del proces¬ 
so ricorsivo di eliminazione. È questa la 
natura di un insieme di Cantor. e se le 


sezioni incrociate di un attrattore hanno 
questa bizzarra distribuzione, l’attrattore 
è detto (e a ragione) strano. 

Un altro interessante strano attrattore 
è generato dai punti «stroboscopici» 0, I, 
2 ,... della figura a pagina 101 in basso. 
Datoche questa configurazione è ricavata 
dall’equazione di Duffing, l’attrattore è 
detto di Duffing e lo si può vedere in scala 
leggermente maggiore nella figura della 
pagina a fronte. Si noti la sua marcata 
somiglianza con l’attrattore di Hénon; 
forse anche qui si riaffaccia l’universalità. 

È interessante il fatto che per la parabo¬ 
la, al valore critico Ac, l'attrattore di/di¬ 
viene aperiodico ed è formato da un nu¬ 
mero infinito di punti. (Dopo tutto, è il 
culmine di una serie infinita di raddoppi 
di periodo.) Inoltre, la disposizione di 
quegli infiniti punti sull’intervallo [0,1] è 
stata costruita con la regola ricorsiva di 
Feigenbaum che, come si è visto nella fi¬ 
gura di pagina 100, comporta la costante 
a. Non è difficile credere che ciò implichi 
che questo particolare attrattore sia esso 
stesso un insieme di Cantor. La fertile 
parabola ci ha quindi fornito un esempio 
di strano attrattore unidimensionale] 

Nel regime caotico del più generale 
caso ^-dimensionale, è del tutto impossi¬ 
bile una predizione a lungo termine del 
percorso di un punto: due punti che quasi 
si tocchino su uno strano attrattore, dopo 
pochi lampi di luce sono finiti in posti 
totalmente diversi. Questo fatto è detto 
«dipendenza sensibile dalle condizioni 
iniziali» ed è un altro criterio definitorio 
di uno strano attrattore. 

Allo stato attuale delle conoscenze, 
nessuno sa di preciso perché, come e 
quando saltino fuori strani attrattori nei 
regimi caotici che rappresentano sistemi 
fisici dispersivi, ma certo essi sembrano 
svolgere un ruolo centrale nel mistero del¬ 
la turbolenza. David Ruelle, uno dei pri¬ 
mi a seguire questo approccio al proble¬ 
ma della turbolenza, ha scritto («Questi 
sistemi di curve, queste nuvole di punti, a 
volte evocano galassie di fuochi artificiali, 
altre volte bizzarre e fastidiose infiore¬ 
scenze. C’è un intero mondo di forme 
ancora da esplorare e di armonie ancora 
da scoprire.» 

Robert M. May, uno studioso di biolo¬ 
gia teorica, in un ormai famoso articolo 
panoramico sull’argomento apparso nel 
1976, concludeva con una perorazione 
che trovo molto appropriata e che vorrei 
riportare: 

«Vorrei... che a chi studia matematica 
venisse presto sottoposta l’equazione y = 
4}x (I -x). Questa equazione può essere 
studiata da un punto di vista fenomenolo¬ 
gico iterandola su un calcolatore o anche 
manualmente. Il suo studio non comporta 
la sofisticazione concettuale del calcolo 
elementare e sarebbe di grande aiuto allo 
studente per capire i sistemi non lineari. 

«Non solo nel campo della ricerca, ma 
anche nel mondo quotidiano della politi¬ 
ca e dell’economia staremmo tutti di gran 
lunga meglio se più persone capissero che 
semplici sistemi non lineari non possie¬ 
dono necessariamente semplici proprietà 
dinamiche». 
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(RI)CREAZIONI 
AL CALCOLATORE 

di A. K. Dewdney 


Alla scoperta delle strane attrattive del caos 


I l caos ha strane attrattive per la men¬ 
te che riesca a vedervi degli sche¬ 
mi. Così avviene per alcuni sistemi 
fisici che mostrano un comportamento 
caotico e sono in un certo senso attirati 
verso questi schemi. Per di più, gli sche¬ 
mi stessi hanno una strana attrattiva. 
Forse alcuni lettori già sanno che le for¬ 
me geometriche sottostanti al caos si 
chiamano attrattori strani, o caotici (si 
veda in proposito l’articolo li caos di 
James P. Crutchfield, J. Doyne Farmer, 
Norman H. Packard e Robert S. Shaw 
in «Le Scienze» n. 222, febbraiO;^1987). 
Si possono generare attrattori strani con 
un calcolatore domestico. 

Prima di iniziare a seguirmi , i lettori si 
devono munire di un rivestimento pro¬ 
tettivo di intuizione fìsica. In particola¬ 
re, che cos’è un attrattore? Grosso mo¬ 
do, un attrattore è una generalizzazione 
della nozione di equilibrio; è ciò su cui 
si assesta, o verso cui è attratto, il com¬ 
portamento di un sistema. Il pendolo è 
un semplice sistema fisico che illustra il 
concetto di attrattore. Prendiamo un co¬ 
mune pendolo che si muove sottostando 
a forze di attrito che lo rallentano fino a 
farlo fermare. Si può descrivere il movi¬ 
mento del pendolo utilizzando un cosid¬ 
detto diagramma di fase, o di stato, in 
cui vengono rappresentati su un asse 
l’angolo del pendolo con la verticale e 
sull’altro la velocità con cui cambia l’an¬ 
golo. Il moto oscillante del pendolo è 
rappresentato da un punto che gira in¬ 
torno all’origine del diagramma di fase; 
man mano che i 1 pendolo perde energia, 
il punto si avvicina a spirale all’origine, 
dove infine va a fermarsi. In questo caso 
l’origine viene chiamata un attrattore 
perché sembra attrarre il punto in movi¬ 
mento nel diagramma di fase. Giusta¬ 
mente i lettori penseranno che non ci sia 
niente di strano in un attrattore formato 
da un singolo punto. 

Leggermente più complesso è l’attrat- 
tore insito nel movimento di una pendo¬ 
la a muro, in cui un meccanismo di scap¬ 
pamento fornisce energia al pendolo im¬ 
pedendogli di rallentare. Se si fa partire 
l’orologio con una spinta troppo energi¬ 
ca al pendolo, questo rallenta hno al 
ritmo prescritto dallo scappamento ma 
poi non rallenta più. Se invece si avvia 
l’orologio con una spinta troppo debole. 


il pendolo si comporta nel solito modo; 
rallenta fino a fermarsi. Nel caso della 
spinta troppo energica, il moto del pen¬ 
dolo in un diagramma di fase è una spi¬ 
rale che si muove a spire sempre più 
strette intorno a un’orbita circolare. 
L’attrattore qui è una curva circolare e 
in questo contesto un cerchio non è più 
strano di un punto. 

Si può far assumere a un comune pen¬ 
dolo un comportamento caotico intro¬ 
ducendo un movimento di vibrazione 
verticale: se con un motore elettrico si 
sposta su e giù in modo sinusoidale il 
punto di sostegno, è possibile che il pen¬ 
dolo inizi a oscillare in modo scomposto 
senza mostrare più alcun comportamen¬ 
to periodico. 

Per parlare del caos, però, ho scelto 
un diverso sistema fisico. Immaginiamo 
di avere tre amplificatori, il primo dei 
quali dà in uscita un segnale x che viene 
passato agli altri due; il secondo ampli¬ 
ficatore dà in uscita il segnale 1 - jc in 
risposta a JC. Il terzo amplificatore assu¬ 
me in ingresso i due segnali, jc e 1 - jc, 
genera il loro prodotto jc(l - jc) e lo pas¬ 
sa al primo amplificatore, il quale riceve 
in ingresso anche una tensione di con¬ 
trollo r. Il circuito è completato da un 
componente aggiuntivo, inserito sulla li¬ 
nea di uscita del pr^no amplificatore, 
che campiona il proprio ingresso ed 
emette per breve tempo la stessa tensio¬ 
ne. Il circuito formato dai tre amplifica¬ 
tori esegue una «danza di tensione» che 
diventa sempre più sfrenata con l’au¬ 
mentare della tensione di controllo r. 

Quando r è minore di 3 e jc ha all’inizio 
un valore diverso da zero, il circuito ha 
una breve oscillazione prima di assestar¬ 
si su un certo valore di jc che rimane poi 
immutato. Questo valore costituisce un 
attrattore a un unicopunto. Seora si alza 
la tensione di controllo r a un livello su¬ 
bito superiore a 3, il circuito oscilla tra 
due valori di jc. A questo livello di r, il 
circuito è detto bistabile e l’attrattore è 
formato da due punti. Se si aumenta an¬ 
cora r, il circuito oscilla tra quattro pun¬ 
ti; un ulteriore aumento produce un at¬ 
trattore a otto punti. Portando su valori 
sempre più alti la manopola che control¬ 
la r, continua a riprodursi lo schema fat¬ 
to di raddoppi, finché improvvisamente, 
in una posizione grosso modo a metà 


strada tra 3 e 4, il circuito impazzisce e 
parte per una ricerca senza fine, a velo¬ 
cità elettronica, del semplice schema ri¬ 
corrente che caratterizzava la sua esi¬ 
stenza precedente. Il suo comportamen¬ 
to ora è governato da un attrattore stra¬ 
no con valori potenzialmente infiniti. Il 
risultato è il caos. 

Forse i lettori esperti di elettronica so¬ 
no tentati di costruire un circuito del ge¬ 
nere. Altri possono simularlo su un cal¬ 
colatore di qualsiasi dimensione e osser¬ 
vare la danza riprodursi con grande chia¬ 
rezza sullo schermo. Per ottenere questo 
risultato devono scrivere un semplice 
programma che calcoli l’equazione ite¬ 
rata JC rjc(l - jc). Il programma, che 

10 chiamo chaosi, ha un nucleo formato 
da sei istruzioni: 

JC ^ 0,3 

for £ <— 1 to 200 

JC <— rjc(l - jc) . 
for £ <- 1 to 300 
JC rjc(l - jc) 

tracciare (200 jc, 100) 

11 valore iniziale della variabile jc è 0,3. 
CHAOSI entra poi in un ciclo che ripete 
200 volte l’equazione base per far sparire 
i transitori. I transitori sono inerenti al¬ 
l’equazione stessa, non a un’imprecisio¬ 
ne aritmetica. Le ragioni di questo feno¬ 
meno saranno chiarite più avanti in ter¬ 
mini geometrici. Il programma entra poi 
in un nuovo ciclo che ripete altre 300 
volte l’equazione, tracciando ogni volta 
il valore di jc. 

II numero 100 usato nella precedente 
istruzione di tracciamento ha un valore 
più generico che specifico; qui lo scher¬ 
mo ha una dimensione di 200 per 200. La 
coordinata orizzontale, 200jc, distribui¬ 
sce i diversi valori calcolati per jc (sempre 
compresi tra 0 e 1 ) lungo una riga dello 
schermo, posta a un’altezza 100, cioè a 
metà dello schermo ipotetico. 

A seconda del valore della variabile di 
controllo r, il nucleo del programma 
traccerà un unico punto 300 volte oppu¬ 
re diversi punti meno di 300 volte ciascu¬ 
no. Può anche cercare di catturare il caos 
tracciando 300 diversi punti di un attrat¬ 
tore strano, che può essere reso più vi¬ 
sibile alzando il limite di iterazione. In 
tutti i casi, una volta stabilizzatosi il pro¬ 
cesso di iterazione, i valori di jc saltano 
in modo sistematico da un punto dell’at- 
trattore a un altro. Gli attrattori sono 
anche chiamati orbite, indipendente¬ 
mente dal fatto che abbiano un numercf 
finito o infinito di punti. 

Si può avere una rappresentazione 
compieta del comportamento del sem¬ 
plice circuito di amplificatori se il pro¬ 
gramma calcola una massa di punti, cia¬ 
scuno tracciato sotto il precedente (si ve¬ 
da rillustrazione nella pagina a fronte). 
I punti risultano da una successione di 
valori di r che vanno da 2,9 a 4,0 in, 
diciamo, 200 passi a partire dall’estremi¬ 
tà superiore dello schermo per arrivare 
a quella inferiore. Una rappresentazione 


92 



più elegante si ha usando un numero 
maggiore di passi, per esempio 4000, ma 
in questo caso il diagramma non starà 
nello schermo e deve essere stampato 
per poter essere visto per intero. 

Per valori di r inferiori a 3,56 (più 
precisamente il valore è 3,56994571869) 
gli attrattori del semplice sistema dina¬ 
mico rappresentato nell’equazione itera¬ 
ta .v rjc(l “ jc) sono formati da pochi 
punti. Questi punti, che rappresentano 
un comportamento non caotico, sono di¬ 
sposti in tre larghe bande e in un’infinità 
di bande più piccole. Gli attrattori diven¬ 
tano strani con l'approssimarsi di r a 
3,56- Il caos si instaura quando le linee, 
che fino a quel punto si biforcavano in 
modo regolare, diventano improvvisa¬ 
mente una folle alternanza di punti bian¬ 
chi e neri. Abbastanza stranamente, di 
tanto in tanto il regime caotico scompare 
mentre r continua lasua inesorabile mar¬ 
cia verso il 4. 

Il tracciato completo è chiamato dia¬ 
gramma di biforcazione. Se osservato la¬ 
teralmente, assomiglia allo spettro del 
caos visto da una stella di nome jc. Il 
grafico è abbellito da curve e da pieghe 
con attraenti ombreggiature. Le ragioni 
dei dettagli ornamentali sono misteri che 
possono essere spiegati solo dalla teoria 
del caos. Approfondirò questo argo¬ 
mento più avanti. Per ora c’è un mistero 
più vicino alia mente di molti lettori: 
perché quell’equazione dall’aspetto così 
innocente si comporta in modo così 
strano? 

Il comportamento dell'equazione per 
valori non caotici di r può essere simu¬ 
lato geometricamente disegnando una 
parabola rappresentata dall’equazione 
y = rx{\ - jc), dove JC è la variabile oriz¬ 
zontale e y quella verticale. Sovrappo¬ 
niamo ora alla parabola la diagonale 
y - X. Un procedimento del genere è 
stato seguito nell’illustrazione in alto 
nella pagina successiva, dove r è posto 
uguale a 3,3, un valore per il quale l’at- 
trattore del sistema è formato da due 
punti. Per mostrare come si comporta il 
sistema, si sceglie un valore iniziale di jc. 

10 ho scelto 0,3, ma quasi qualsiasi altro 
valore sarebbe andato bene. 

La prima iterazione dell’equazione è 
simulata disegnando una linea verticale 
che inizia al punto jc = 0,3 nella parte 
inferiore del grafico e proseguendola fin¬ 
ché raggiunge la parabola. Ho identifi¬ 
cato con A il punto in cui la retta tocca 
la parabola. L’altezza dell’intersezione 
determina il corrispondente valore di y. 
Nella seconda iterazione quel valore di 
y viene restituito all’equazione come va¬ 
riabile JC. Da un punto di vista grafico, il 
procedimento equivale a misurare l’al¬ 
tezza dell’intersejìone, identificarla con 
un segno sull’asse orizzontale e disegna¬ 
re un’altra linea verticale che da quel se¬ 
gno va a raggiungere la parabola. A que¬ 
sto punto si segue una scorciatoia dise¬ 
gnando una linea orizzontale che va dal 
punto A alla diagonale y = jc; chiamo B 

11 nuovo punto d’intersezione. Si noti 


che il punto B e l’origine si trovano in 
vertici diagonalmente opposti di un qua¬ 
drato con lati di lunghezza pari al valore 
di y determinato con la prima iterazione. 
Di conseguenza, si può reinserire il va¬ 
lore y nel sistema disegnando una linea 
verticale da B alla parabola (punto C). 
Continuando a ripetere il procedimento 
di spostamento verticale fino alla para¬ 
bola e di spostamento orizzontale fino 
alla diagonale, si produce un percorso 
rettangolare che procede a spirale verso 
un quadrato. 

Quella descritta è un’imitazione geo¬ 
metrica del nucleo di chaosi . I due pun¬ 
ti in cui il quadrato risultante interseca 
la parabola corrispx)ndono all’attrattore 
a due punti. Qualche programmatore in¬ 
traprendente potrebbe dedicarsi all’inte¬ 
ressante progetto di generare queste fi¬ 
gure col calcolatore. Così facendo i no¬ 
stri investigatori in poltrona px)trebbero 
scoprire qualche cosa di nuovo sulla 
«semplice» equazione iterativa in esa¬ 
me. In particolare, che aspetto hanno le 


figure quando si instaura il caos? Sono i 
numeri apparentemente casuali generati 
dai valori di r che producono un caos 
realmente casuale? 

Devo l’idea di un’escursione nel caos 
a un gran numero di lettori che mi hanno 
scritto al proposito. Tra loro c’era James 
P. Crutchfield, uno degli autori dell’ar¬ 
ticolo Il caos precedentemente citato. 
Crutchfield e gli altri autori spiegano che 
«la chiave per interpretare il comporta¬ 
mento caotico sta nella comprensione di 
una semplice operazione di stiramento e 
piegatura, che ha luogo nello spazio de¬ 
gli stati». Nel caso del semplice sistema 
di amplificatori, lo spazio degli stati è un 
segmento che contiene i punti dell’at- 
trattore e il punto che rappresenta il va¬ 
lore corrente di jc. Dove entrano in gioco 
lo stiramento e la piegatura? (Si veda in 
particolare, sempre del succitato artico¬ 
lo, la pagina 15) 

Iterare l’equazione x rx(\ - jc) 
equivale a rappresentare i punti tra 0 e 1 
su una curva parabolica. I punti vicini 
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uno all’altro neirintervallo unità, so¬ 
prattutto quelli vicini a 0, finiscono più 
lontani quando vengono rappresentati 
sulla curva parabolica. Questa situazio¬ 
ne si verifica, naturalmente, quando il 
numero rx{l - x) sostituisce x. L’ope¬ 
razione di piegatura interviene a causa 
della simmetria bilaterale della parabo¬ 
la; se si eccettua l’apice della curva, ci 
sono sempre due punti dell’intervallo 
unità che rappresentano lo stesso valore 
rx(l - x). Questi punti sono ovviamen- 
tex e 1 - X. 

La struttura del diagramma di biforca¬ 
zione è stata in buona parte analizzata 
dagli studiosi del caos. I confini delle re¬ 
gioni caotiche sono stabiliti dai valori 
minimo e massimo delle iterazioni di 
X = 0,5. Le curve seguite dai minimi e 
dai massimi, così come quelle seguite dai 


«veli>^ che scendono in modo così strano 
nelle regioni caotiche, sono tutte dei 
semplici polinomi in r. Nelle posizioni in 
cui l’ombreggiatura è più densa si trova 
la concentrazione più alta di punti negli 
attrattori strani che l’attraversano. Nelle 
bande vuote a cui avevo accennato in 
precedenza, il caos lascia il passo all’or¬ 
dine. La teoria ci dice che per ogni nu¬ 
mero intero c’è una banda (sia pure 
stretta) con orbite che hanno esattamen¬ 
te quella dimensione. Infine non risulte¬ 
rà sorprendente, a quei lettori che abbia¬ 
no familiarità con il caos, il fatto che gli 
attrattori strani, anche nell’umile siste¬ 
ma che abbiamo appena indagato, ab¬ 
biano una natura frattale; un numero in¬ 
finito di punti mostra interessanti detta¬ 
gli a tutti i livelli di ingrandimento, come 
l’insieme di Mandelbrot che è stato de¬ 


scritto in questa rubrica nell’ottobre 
1985. 

Sistemi dinamici più complessi sono 
incorporati nelle equazioni che prendo¬ 
no il nome da Michel Hénon, un mate¬ 
matico francese. Le cosiddette correla¬ 
zioni di Hénon non solo descrivono si¬ 
stemi fisici quali asteroidi in movimento 
e rubinetti sgocciolanti, ma generano an¬ 
che, nel corso della loro elaborazione, 
belle immagini. Una correlazione di 
Hénon è formata non da un’equazione 
ma da due. Ecco un esempio: 

X 4— xcos(a) - - x^)sen(a) 

y 4-xsen(a) - x^)cos(a) 

1 valori correnti di due variabili, x e y, 
vengono usati nella parte destra delle 
due equazioni per produrre nuovi valori 
(anch’essi simbolizzati con x e y) nella 
parte sinistra. 

Un secondo programma, chiamato 
CHAOS2, sfrutta le due equazioni per 
produrre immagini dell’ordine e del caos 
insiti in un’ampia classe di sistemi dina¬ 
mici. CHAOS2 ha un nucleo di program¬ 
ma analogo a quello di chaosi: 

input X e y 
for « 1 to 1000 

XX ^ xcos(fl) - - x^)sen(a) 

y 4- xsen(a) x^)cos(a) 

X <— XX 

tracciare (lOOx, lOO)») 

Le ragioni delle differenze tra i due 
nuclei di programma sono di due tipi: 
CHAOS2 ha due variabili ripetute invece 
di una e il sistema descritto dalla corre¬ 
lazione di Hénon è conservativo anziché 
dissipativo. La presenza di due variabili 
obbliga a utilizzare una variabile tempo¬ 
ranea XX per indicare il nuovo valore di 
X mentre nella seconda equazione si usa 
ancora il suo valore corrente x. Il fatto 
che il sottostante sistema dinamico sia 
conservativo significa che si può togliere 
il ciclo di iterazione principale per elimi¬ 
nare valori transitori. Non ci sono per¬ 
dite di energia dovute ad attrito o altre 
dispersioni. Di conseguenza non ci sono 
attrattori veri e propri. Si potrebbe dire, 
però, che ogni orbita calcolata dal siste¬ 
ma sia il proprio stesso attrattore. In 
ogni caso, la stranezza (e il caos) è cer¬ 
tamente presente nella correlazione di 
Hénon. Infine, per ogni valore del para¬ 
metro a il sistema risultante ha una gran¬ 
de quantità di orbite e, a causa della ten¬ 
denza conservativa, qualsiasi coppia ini¬ 
ziale di valori per xey rappresenterà un 
punto che si trova già su una delle orbite; 
l’attrazione è immediata, per così dire. 
Per questo motivo, il nucleo di CHAOS2 
non usa valori iniziali standard per le sue 
variabili di iterazione: questi valori de¬ 
vono essere forniti alla macchina dal 
programmatore. 

CHAOS2 è completo quando il suo nu¬ 
cleo è preceduto da un’istruzione di in¬ 
gresso che permette al programmatore 
di scegliere il valore di a. Come in 
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Orbite successive di una rappresefUùzicne di Hénon (a sinistra) degenerano nel caos (a destra) 
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CHAOSi, ciascun nuovo valore di a porta 
a un nuovo sistema. Ma dato che il siste¬ 
ma è bidimensionale, un campione di 
tracce orbitali occupa tutto lo spazio di¬ 
sponibile; non si può far variare sistema¬ 
ticamente il parametro di controllo a 
senza con questo evocare un caos di tipo 
indesiderato. 

L’utente di CHAOS2 specifica quindi 
un’orbita iniziale battendo sulla tastiera 
le coordinate di un punto su di essa, poi, 
comodamente seduto, può guardare af¬ 
fascinato il tracciamento dell’orbita stes¬ 
sa. Potrebbe venir fuori una curva (trac¬ 
ciata non in modo continuo ma intermit¬ 
tente) oppure qualcosa di un po’ strano. 
Per esempio, l’illustrazione iti basso del¬ 
la pagina 94 mostra una successione di 
38 orbite in una correlazione di Hénon 
con un valore di 1,111 per a. Dal centro 
verso l’estemo le orbite formano un in¬ 
sieme annidato di curve chiuse, fino al¬ 
l’improvvisa comparsa di piccole «iso¬ 
le»: orbite individuali incuneate traquel- 
le più grandi annidate. Più in là, le orbite 
annidate continuano fino Ml'av'vento del 
caos. Nelle zone ancora più esterne del 
diagramma di fase compare un numero 
maggiore di isole, insieme a una spruz¬ 
zata casuale di punti che denota l’inizio 
del caos. Nell’illustrazione una delle 
aree caotiche, delimitata da un rettango¬ 
lo, è rappresentata ingrandita. Un av¬ 
vertimento per chi volesse ingrandire i 
diagrammi di Hénon: usate Taritmetica 
a maggior precisione disponibile sulle 
vostre macchine. 

Come ho ricordato, le correlazioni di 
Hénon rappresentano una grande varie¬ 
tà di sistemi conservativi, come gli aste¬ 
roidi orbitanti intorno al Sole. Sfortuna¬ 
tamente, le orbite dei diagrammi non so¬ 
no le orbite degli asteroidi ma diagram¬ 
mi di fase di quelle orbite. Nel diagram¬ 
ma appena descritto, l’asse orizzontale 
può rappresentare la posizione di un 
asteroide in termini di distanza dal Sole. 
L’asse verticale può rappresentare la ve¬ 
locità radiale, ossia la velocità di cambia¬ 
mento di questa distanza. Ciascun punto 
sull’orbita calcolata dalla rappresenta¬ 
zione di Hénon indica la distanza radiale 
e la velocità di un asteroide in una spe¬ 
cifica posizione angolare rispetto al Sole, 
cioè quando l'asteroide attraversa un 


piano verticale posto a quell’angolo con 
il Sole. Punti successivi calcolati dalla 
rappresentazione indicano ricomparse 
successive sul piano. Le isole ricordate 
in precedenza sono bande di risonanza 
dovute a perturbazioni nell’orbita dell’a¬ 
steroide provocate da corpi di maggiori 
dimensioni presenti nel sistema solare, 
come Giove, Nelle regioni caotiche, la 
posizione radiale e la velocità radiale di 
un asteroide variano in modo sostanzial¬ 
mente casuale ogni volta che un asteroi¬ 
de torna a visitare il piano specificato. Il 
suo movimento è imprevedibile: pratica- 
mente può accadere quasi qualsiasi cosa. 

Dal punto di vista estetico vale la pena 
di osservare qualche altro tracciato ge¬ 
nerato da rappresentazioni di Hénon ; la¬ 
sciando da parte le interpretazioni fisi¬ 
che, un’altra bizzarra caratteristica è ben 
esemplificata dall’illustrazione riportata 
in questa stessa pagina: le figure sembra¬ 
no strane creature acquatiche. 

I lettori che vogliano ulteriori infor¬ 
mazioni a proposito delle rappresenta¬ 
zioni di Hénon dovrebbero procurarsi il 
fascicolo di dicembre 1986 della rivista 
«Byte», dove Gordon Hughes, professo¬ 
re di matematica alla California State 
University, ha descritto in modo avvin¬ 
cente alcune delle implicazioni fìsiche e 
matematiche delle rappresentazioni di 
Hénon. Vi si possono trovare anche i 
listati di alcuni programmi pertinenti, 
scritti in PASCAL. 

Un lettore olandese, Peter de Jong di 
Leida, ha già suggerito altre formule 
di iterazione che producono forme e im¬ 
magini un po’ stravaganti. Raccomanda 
in modo particolare le iterazioni a quat¬ 
tro parametri x sen(fl>') - cos(bx) e 
y sen(cjc) - cos{dy), da iniziare con 
jc e uguali a 0. Poi, per ottenere la 
figura che de Jong chiama «zampe di gal¬ 
lina», provate con a = 2,01,0 = -2,53, 
c = 1,61 e d = 0,33. 1 valori -2,7, 
-0,9, -0,86 e -2,2 generano un «lan¬ 
ciatore di punti» e i valori -2,24, 0,43, 
-0,65 e —2,43 producono un «uovo di 
Pasqua ad auto-decorazione». 

I lettori sono liberi, come de Jong, di 
inventarsi le proprie formule di iterazio¬ 
ne e di sperimentarle. Chiunque trovi un 
caos attraente (osconcertante) è invitato 
a inviarmelo presso «Scientific Ameri¬ 


can». Crutchfield ha gentilmente accon¬ 
sentito a corrispondere direttamente con 
quei lettori di cui non mi è possibile sod¬ 
disfare i dubbi. Gli si può scrivere al De¬ 
partment of Physics, Università of Cali¬ 
fornia, Berkeley, California 94720. 

T lettori ostinati avranno ormai sicura- 
^ mente risolto il problema del mese 
scorso relativo all’inversione della posi¬ 
zione di due vagoni attraverso un ponte 
poco resistente. I vagoni si trovano su un 
binario circolare e una locomotiva occu¬ 
pa un altro binario collegato con uno 
scambio a quello circolare. Il ponte è 
abbastanza resistente per sopportare un 
vagone ma non abbastanza per reggere 
la locomotiva. Come può fare quest’ul- 
tima a scambiare di posto i due vagoni? 

La locomotiva entra nel percorso cir¬ 
colare, va fino al vagone A e lo spinge 
sul ponte. Poi torna indietro lungo il bi¬ 
nario fino al vagone B, lo aggancia, lo 
spinge fino al bordo del ponte e aggancia 
è ad A. Sbuffando, la locomotiva con i 
due vagoni torna allo scambio ed entra 
nel binario rettilineo, dove A viene sgan¬ 
ciato. Poi riporta B al ponte e ve lo lascia 
dopo averlo sganciato. Infine, fa il giro 
del percorso, tira B fuori del ponte por¬ 
tandolo alla sua nuova posizione e va a 
recuperare A. 

Nel fascicolo di giugno sulla musica al 
calcolatore ho lasciato i lettori a medita¬ 
re sul modo di ottenere lunghe succes¬ 
sioni di note senza ripetizioni scegliendo 
dei numeri modulo m. Il metodo di scel¬ 
ta richiedeva di partire con un numero 
seme per poi continuare a moltiplicare 
per un numero a, sommare un altro nu¬ 
mero b e ridurre il risultato prendendo 
il resto della divisione per m. Se i numeri 
fl e m sono primi uno rispetto all’akro 
(cioè non hanno in comune fattori mag¬ 
giori di I), la successione sarà la più lun¬ 
ga possibile e produrrà anche la musica 
più strana. 

Peter de Jong comunica di aver creato 
musica strana con il caos. I lettori pos¬ 
sono creare suoni analoghi trasforman¬ 
do i numeri generati da CHAOSi in note 
musicali. Airestemo delle zone caotiche 
ci saranno frasi musicali semplici e ripe¬ 
titive, mentre alPintemo ci saranno i veri 
e propri suoni del caos. 
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I frattali, la vita 
e il mondo della natura 




Il linguaggio dei frattali 

Queste strutture inconcepibilmente ricche di particolari sono molto di più 
che una semplice curiosità matematica: la geometria frattale è in grado di 
descrivere in modo compendioso oggetti e processi naturali complessi 


di Hartmut Jùrgens, Heinz-Otto Peitgen e Dietmar Saupe 


natura ha fatto uno scherzo ai ma¬ 
tematici. Può darsi che ai matematici del- 
rOttocento difettasse l'immaginazione, 
ma alla natura no. Le stesse strutture pa¬ 
tologiche che i matematici inventarono 
per affrancarsi dal naturalismo ottocen¬ 
tesco si rivelarono inerenti agli oggetti fa¬ 
miliari da cui siamo circondati. » 

Freeman Dyson 
Characterizing Irregularity 
in «Science», 12 maggio 1978 

L e «strutture patologiche» ideate dai 
matematici delPOttocento han- 
•J no assunto negli ultimi anni la 
forma di frattali, figure matematiche do¬ 
tate di dimensione frazionaria e non in¬ 
tera come accade per le ordinarie figure 
geometriche (per esempio le rette, che 
hanno dimensione uno, o i piani, che 
hanno dimensione due). 11 fascino che 
esercitano oggi i frattali è dovuto in 
ampia misura al lavoro di Benoit B. 
Mandelbrot, del Thomas J. Watson Re¬ 
search Center della IBM a Yorktown 
Heights, nello Stato di New York. Man¬ 
delbrot coniò il termine frattale nel 1975, 
traendolo dal latino fractus^ da frangere. 
cioè «rompere». Fu nel 1983 che il con¬ 
cetto di frattale acquisì vastissima noto¬ 
rietà presso i matematici, gli scienziati e 
il pubblico non specializzato, con la pub¬ 
blicazione delfopera pionieristica The 
Fractal Geometry of Nature dello stesso 
Mandelbrot. 

1 frattali sono molto di più che una 
semplice curiosità matematica: infatti 
essi offrono un metodo assai conciso |>er 
descrivere oggetti e formazioni. Molte 
strutture hanno una regolarità geometri¬ 
ca soggiacente, detta invarianza rispetto 
al cambiamento di scala o autosomi¬ 
glianza. Se si esaminano questi oggetti a 
scale diverse si incontrano sempre gli 
stessi elementi fondamentali. Questa 
configurazione ripetitiva definisce la di¬ 
mensione frazionaria, o frattale, della 
struttura. La geometria frattale sembra 
descrivere le forme e le configurazioni 


naturali in modo più succinto ed esteti¬ 
camente più valido rispetto alla geome¬ 
tria euclidea tradizionale. 

L'invarianza di scala trova un notevo¬ 
le parallelo nella teoria contempioranea 
dei caos, nella quale molti fenomeni, 
benché seguano rigide regole determini¬ 
stiche, si rivelano imprevedibili in linea 
di principio. Gli eventi caotici, come la 
turbolenza atmosferica o le pulsazioni 
cardiache, manifestano andamenti simili 
su scale temporali diverse, più o meno 
come gli oggetti dotati di autosomìglian- 
za presentano forme strutturali simili su 
scale spaziali diverse. La corrispondenza 
tra frattali e caos non è accidentale; è 
viceversa il segno di una relazione pro¬ 
fonda: la geometria frattale è la geome¬ 
tria del caos. 

Un’altra analogia tra geometria frat¬ 
tale e teoria del caos consiste nel fatto 
che in entrambi i campi le scoperte più 
recenti sono avvenute grazie alla poten¬ 
za dei calcolatori moderni. Questi pro¬ 
gressi mettono in discussione la visio¬ 
ne tradizionale della matematica. Molti 
matematici hanno salutato favvento dei 
calcolatori come un segno di rinnova¬ 
mento e di liberazione, ma altri vedono 
in essi un allontanamento dalla matema¬ 
tica pura. 

T frattali sono in primo luogo e soprat- 
^ tutto un linguaggio della geometria; 
tuttavia i loro elementi fondamentali 
non possono essere osservati diretta- 
mente. Sotto questo profilo essi presen¬ 
tano una differenza basilare rispetto ai 
l>en noti elementi della geometria eucli¬ 
dea. come la retta e il cerchio. I frattali 
non si esprimono mediante forme pri¬ 
marie, bensì mediante algoritmi, vale a 
dire insiemi di procedure matematiche. 
Questi algoritmi vengono poi tradotti in 
forme geometriche con Tausilio di un 
calcolatore. Dal momento che la riserva 
di elementi algoritmici è inesauribile, 
quando ci si sia impadroniti del linguag¬ 
gio frattale si può descrivere la forma 
di una nube con la stessa precisione e 


semplicità con cui un architetto può de¬ 
scrivere una casa mediante una pianta 
tracciata nel linguaggio della geometria 
tradizionale. 

Questa metafora è particolarmente 
appropriata per le idee fondamentali 
della geometria frattale. Le lingue indo¬ 
europee sono basate su alfabeti finiti 
(per esempio le 26 lettere con cui si scri¬ 
vono le parole inglesi o le 21 lettere della 
lingua italiana). Le lettere non hanno si¬ 
gnificato fìno a quando non sono giu¬ 
stapposte a formare paiole. Analoga¬ 
mente, la geometria euclidea è costituita 
solo da pochi elementi (la retta, il cer¬ 
chio e così via), con i quali si possono 
costruire oggetti complessi che, in un 
certo senso, solo allora hanno un signi¬ 
ficato geometrico. 

Certe lingue asiatiche come il cinese 
sono invece costituite da simboli che 
hanno di per sé un significato. Nel ca¬ 
so di queste lingue il numero di simboli 
o elementi possibili è arbitrariamente 
grande e si può considerare infinito. La 
geometria frattale è costruita più o me¬ 
no allo stes.so modo: è costituita da in¬ 
finiti elementi, ciascuno dei quali è uni¬ 
co e completo. Gli elementi geometrici 
sono definiti da algoritmi, che hanno la 
funzione di unità «semantiche» della lin¬ 
gua frattale. 

T e lingue frattali si dividono in due 
^ gruppi linguistici principali: quello 
lineare e quello non lineare. Le lingue di 
entrambi i gruppi, che «si parlano» usan¬ 
do un numero infinito di algoritmi, con¬ 
tengono un numero infinito di possibili 
immagini frattali; la lingua dei frattali 
non lineari, tuttavia, è molto più ricca e 
varia. In generale i dialetti seguono un 
insieme deterministico di regole (analo¬ 
ghe alle regole deirortografia e della 
grammatica^ Vi è poi una famiglia, 
quella dei frattali aleatori, che differisce 
in quanto viene costruita senza regole 
deterministiche. 

Il dialetto fondamentale della lingua 
frattale è la geometria frattale lineare. 
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Questi frattali sono detti lineari perché i 
loro algoritmi hanno la stessa forma di 
quelli che definiscono le rette su un pia¬ 
no (in gergo matematico si dice che con¬ 
tengono solo termini del primo ordine). 

Gli algoritmi lineari possono essere 
studiati con Pausilio di un immaginario 
duplicatore di figure: la fotocopiatrice a 
riduzioni multiple (si veda Tillustrazio- 
ne nella pagina seguente in alto). Si tratta 
di una metafora del magnifico lavoro 
di John E. Hutchinson, un matematico 
della Australian National University a 


Canberra. Questa macchina funziona 
più o meno come una normale fotoco¬ 
piatrice con variatore di riduzione, ma 
ne differisce per il fatto di avere più lenti 
di riduzione, ciascuna delle quali può co¬ 
piare Toriginale collocato sulla macchi¬ 
na. Le lenti possono essere predisposte 
secondo diversi fattori di riduzione e le 
immagini ridotte possono essere colloca¬ 
te in qualsiasi posizione. La figura può 
quindi essere spostata, allungata, accor¬ 
ciata, riflessa, ruotata o trasformata in 
tutti i modi, purché i segmenti di ret¬ 


ta delForiginale rimangano segmenti di 
retta. 

Il modo in cui Timmapne viene spo¬ 
stata e ridotta è determinato dalFalgo- 
ritmo. Mediante un anello di retroazio¬ 
ne rimmagine viene elaborata ripetuta- 
mente, e tende via via a una forma frat¬ 
tale. Un esempio di frattale ottenuto con 
un algoritmo ricorsivo (a retroazione) è 
il triangolo di Sierpinski, dal nome del 
matematico polacco Waclaw Sierpinski 
che lo descrisse per primo nel 1916. 
Questo triangolo è autosimile: ciascuna 



Questa immagine al calcolatore è una rappresentazione a tre di- Mandelbrot dotato di carica. I valori di potenziale creano un pae- 

mensioni del potenziale elettrostatico che circonda un insieme di saggio fantastico di catene montuose che circondano un vasto lago. 
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La macchina fotocopiatrice a riduzioni multiple genera una forma frattale tramite un anello 
a retroazione. Diverse lenti trasformano una immagine iniziale arbitraria (ingresso) in una 
nuova immagine (uscita), che è un collage di copie ridotte delLimmagine iniziale. L'im¬ 
magine di uscita è poi passata più volte nella macchina dando origine alPimmagine finale. 


sua parte, per quanto piccola, contiene 
un'immagine che, ingrandita, riproduce 
tutto il triangolo. 

Il triangolo di Sierpinski può essere 
costruito con una fotocopiatrice a ridu¬ 
zioni multiple nel modo seguente. Si po¬ 
ne nella macchina un'immagine, la si ri¬ 
duce della metà e la si copia tre volte, 
una su ciascun vertice di un triangolo 
equilatero. Il risultato è una configura¬ 
zione triadica. Poi il procedimento si ri¬ 
pete: questa immagine triadica viene a 


FOTOCOPIATRICE: SIERPINSKI 


sua volta ridotta delia metà e copiata tre 
volte, e così via. Dopo che sono state 
compiute solo sei iterazioni comincia già 
a delinearsi una forma finale. Questa 
forma viene chiamata figura limite per¬ 
ché è il risultato al limite di un numero 
infinito di cicli della fotocopiatrice. La 
figura limite può essere approssimata in 
un tempo molto breve, ma non può es¬ 
sere mai ottenuta compiutamente. 

La figura limite non dipende dall'im¬ 
magine di partenza. Anche se nella fo¬ 


tocopiatrice si colloca un’immagine di 
partenza molto particolare, come la pa¬ 
rola FRACTAL, dopo sei cicli di copia¬ 
tura la figura di partenza è quasi invisi¬ 
bile ed è la forma del triangolo di Sier¬ 
pinski a predominare. A ogni copiatura 
le tracce dell’iniziale parola FRACTAL 
diventano sempre più indistinte. 

Lievi ritocchi alla fotocopiatrice pos¬ 
sono dar luogo a figure limite affatto di¬ 
verse: un albero frattale o un frattale a 
forma di foglia di felce {si veda Villustra¬ 
zione nella pagina a fronte). La figura 
limite dipende solo dalle regole di ridu¬ 
zione e di spostamento (algoritmi) pro¬ 
grammate nella macchina. 

Queste regole sono casi particolari di 
quelle che i matematici chiamano tra¬ 
sformazioni lineari affini del piano, vale 
a dire trasformazioni che conservano la 
rettilinearità dei segmenti ma ne altera¬ 
no la scala, la posizione e Torientazione 
complessiva. Le regole di un dialetto 
frattale lineare possono essere descritte 
completamente da un certo numero (n) 
di funzioni di trasformazione, indicate 
con [/i,/ 2 , ...,/n] {si veda la parte supe¬ 
riore deir illustrazione nella pagina a 
fronte). 

Questo fatto rappresenta una delle 
grandi potenzialità pratiche della geo¬ 
metria frattale. Descrivendo oggetti op¬ 
portuni mediante un dialetto frattale li¬ 
neare si può ridurre notevolmente la 
quantità di dati necessari per trasmettere 
o immagazzinare un'immagine. Una di¬ 
mostrazione convincente di ciò è offerta 
da una foglia di felce. Una forma così 
complessa può essere descritta compiu¬ 
tamente da un algoritmo lineare basato 
su 24 numeri soltanto! Viceversa per 
rappresentare l’immagine della foglia 
punto per punto con la qualità di un’im¬ 
magine televisiva ci vorrebbero parec¬ 
chie centinaia di migliaia di valori nume¬ 
rici. In linea di principio qualsiasi imma¬ 
gine può essere codificata impiegando 
l'insieme opportuno di funzioni lineari di 
trasformazione. 

Trasformando le immagini in codici 
mediante algoritmi frattali si potrebbe 
ridurre drasticamente il tempo, la com¬ 
plessità e il costo della loro trasmissione 
via satellite. Questa possibilità solleva 
un problema cruciale e in gran parte an¬ 
cora non risolto. Come è possibile otte¬ 
nere la più piccola famiglia di funzioni di 
trasformazione \fu .../«] necessaria a 
definire un’immagine con una data pre¬ 
cisione? Questo problema è attualmente 
oggetto di molti studi. Tra le applicazio¬ 
ni più generali di questo procedimento 
si potrebbero menzionare i codici per la 
costruzione di immagini a mezzatinta o 
perfino a colori. 

T a codificazione delle immagini frattali 
^ è utile solo se esiste qualche metodo 
efficiente per estrarre l’immagine impri¬ 
gionata negli algoritmi frattali. La felce 
frattale ci fornisce un’opportunità molto 
interessante di capire come viene pro¬ 
dotta rimmagine. Le regole da fornire 
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Più macchine fotocopiatrici collegate in una rete possono creare immagini frattali compo¬ 
site, come questa foglia di felce costituita da triangoli di Sierpinski. Si collegano in parallelo 
più macchine: la prima genera i triangoli di Sierpinski, la seconda li dispone in pinnule e 
la terza genera la forma totale della foglia (a sinistra). Si noti che le pinnule si alternano 
a destra e a sinistra dello stelo principale; su di esse i triangoli sono contrapposti {a destra). 
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Le immagini frattali generate dall'anello di retroazione della mac¬ 
china fotocopiatrice dipendono solo dal suo programma di copiatu¬ 
ra. La parola FRACTAL viene trasformata da un programma che 
riduce a metà la grandezza di un'immagine e la copia tre volte, una 
per ogni vertice di un triangolo equilatero. L'immagine risultante 
è un triangolo di Sierpinski {a sinistra). Trasformazioni analoghe 


ma un poco più elaborate danno origine a un frattale felciforme {ai 
centro) o a un albero frattale {a destra). Qualsiasi immagine inizia¬ 
le introdotta nella fotocopiatrice fornirebbe lo stesso risultato. So¬ 
no sufficienti i pochi numeri che definiscono le regole di copiatura 
{in alio) per specificare un'immagine che per essere descritta con 
metodi tradizionali richiederebbe centinaia di migliaia di numeri. 
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GH insiemi di Julia sono frontiere frattali che vengono generate dinaria varietà delle loro forme dipende solo dal valore del para- 
dairiterazione della trasformazione quadratica + c. La straor- metro di controllo c. Se il punto c appartiene alLìnsieme di Man- 


alla fotocopiatrice per ottenere questo 
frattale stabiliscono che ciascuna trasfor- 
mazione dia luogo a quattro riduzioni e 
spostamenti delFimmagine precedente. 
Una delle trasformazioni attua una ridu¬ 
zione molto rapida che schiaccia Timma- 
gine, riducendola a un segmento vertica¬ 
le; e questo segmento costituisce lo 
«stelo». 

Se si comincia con un solo rettangolo, 
a ogni copiatura il numero dei rettangoli 
aumenta di un fattore quattro, e dopo m 
trasformazioni è pari a i"*. Dopo quattro 
iterazioni Timmagine iniziale (in questo 
caso un rettangolo) può essere ancora 
facilmente identificata. Un rettangolo 
abbastanza piccolo da rendere visibile la 
figura limite (la foglia di felce) si potreb¬ 
be ottenere dopo circa 50 iterazioni. Si 
dovrebbero quindi calcolare e disegnare 
4*'^ (più o meno 10*^^) rettangoli. Nessun 
calcolatore esistente sarebbe alPaltezza 
di un compito così impegnativo. 

Vista questa difficoltà, viene da do¬ 
mandarsi come si possano produrre que¬ 
ste figure limite. L’espediente che con¬ 
sente di ottenere queste immagini è un 
algoritmo che chiameremo il gioco del 
caos, proposto da Michael E. Barnsley e 
Stephen Demko del Georgia Institute of 
Technology. Il gioco ha inizio con la scel¬ 
ta di un punto arbitrario del piano. Poi 
viene lanciato un dado a quattro facce, 
ciascuna delle quali corrisponde a una 
delle quattro trasformazioni che genera¬ 
no la figura della foglia di felce. Lancian¬ 
do il dado si individua a caso una delle 
trasformazioni [fu fi, fy, /i), che viene 


F>oi applicata al punto scelto e lo trasfor¬ 
ma in un nuovo punto del piano. Un al¬ 
tro lancio individua un’altra trasforma¬ 
zione, che viene applicata al punto otte¬ 
nuto in precedenza e così via. I punti 
generati dai lanci successivi convergono 
rapidamente e riempiono densamente la 
figura limite. 11 problema di questa tec¬ 
nica è che per ottenere la figura limite 
potrebbe essere necessario un tempo 
lunghissimo. 

Nell’esempio precedente tutte le 
(dove k rappresenta semplicemente una 
delle funzioni possibili) hanno la stessa 
probabilità di essere scelte mediante il 
lancio del dado. La figura limite può es¬ 
sere ottenuta molto più rapidamente se 
le probabilità Pk con cui vengono scelte 
le funzioni /a nel gioco del caos non sono 
tutte uguali, cioè se alcune /a sono più 
probabili di altre. Il modo più rapido per 
ottenere la figura limite è quello di asse¬ 
gnare la probabilità più elevata alle fun¬ 
zioni che effettuano la minima riduzione 
deH’immagine. Con questa modificazio¬ 
ne ciascun punto della figura limite è in¬ 
dividuato con la stessa frequenza nel gio¬ 
co del caos, quindi tutte le parti della 
figura si riempiono con la stessa velocità. 

Modificando il gioco del caos si {X)s- 
sono descrivere le mezzetinte semplice¬ 
mente traducendo la frequenza con cui 
un punto della figura è individuato in un 
valore della scala dei grigi. Con una scel¬ 
ta opportuna delle Pa, per ogni punto 
della figura si può ottenere il valore de¬ 
siderato della scala dei grigi (cioè la fre¬ 
quenza desiderata con cui il punto viene 


individuato). Applicando questa tecnica 
ai colori primari additivi (rosso, verde e 
blu) si possono codificare immagini a co¬ 
lori. In questo modo l’utilità della com¬ 
pressione frattale dei dati viene ulterior¬ 
mente migliorata. 

Per ora non esiste alcun metodo sod¬ 
disfacente per generare in modo auto¬ 
matico codifiche frattali di una data fi¬ 
gura o immagine. Per immagini autosi¬ 
mili come la felce di Barnsley esiste un 
procedimento semiautomatico che com¬ 
porta un’interazione tra calcolatore e os¬ 
servatore. Per prima cosa si scompone 
l’immagine in parti simili all’immagine 
complessiva. Nel caso della foglia di fel¬ 
ce le due pinnule inferiori sono di forma 
simile al tutto, così come lo è la parte 
superiore della foglia che resta quando 
le pinnule inferiori sono soppresse. Con¬ 
sideriamo una fotocopiatrice a riduzioni 
multiple contenente trasformazioni che 
riducano l’immagine intera a queste par¬ 
ti. Ciò si può ottenere facilmente con un 
procedimento per tentativi ed errori ba¬ 
sato su un programma interattivo. 

L’idea di base di questo metodo com¬ 
porta che solo immagini rigorosamente 
autosimili possano essere codificate in 
forma frattale. Questa limitazione può 
essere superata grazie a una promettente 
estensione del metodo, che è attualmen¬ 
te allo studio. L’idea di fondo è quella di 
avere molte fotocopiatrici funzionanti si¬ 
multaneamente in parallelo e organizza¬ 
te in una rete gerarchica. Questa rete 
può controllare singoli caratteri autosi¬ 
mili oppure mescolarne più d’uno; ciò 
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Anche i frattali non lineari come gli insiemi di Julia possono esse- namente programmata. La macchina ora non effettua più semplici 
re generati tramite una fotocopiatrice a riduzioni multiple opportu- operazioni di riduzione, ma curva e distorce l’immagine di parten- 
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deibrot, Tinsieme di Julia corrispondente è connesso (nellapagina alPinsieme di Mandeibrot non sono connessi (in questa pagina), 
a fronte). Gli insiemi di Julia definiti da punti non appartenenti L’insieme di Mandeibrot funge da indice degli insiemi di Julia. 


consente, per esempio, di creare una fo¬ 
glia felciforme composta di triangoli di 
Sierpinski (si veda rUlustrazione a pagi- 
na 44 in basso). 

O ccupiamoci ora di un altro insieme 
di dialetti frattali, i dialetti non li¬ 
neari. Uno di essi, il dialetto quadratico, 
è stato oggetto di attenzione particolare, 
poiché produce una grande ricchezza di 
forme geometriche a partire da un algo¬ 
ritmo piuttosto semplice ed è stretta- 
mente collegato aH’odiema teoria del 
caos. 

La teoria su cui si basa il dialetto qua¬ 
dratico fu descritta per la prima volta nel 
1918 dal matematico francese Gaston 
Julia, che si trovava allora in un ospedale 
militare, convalescente delle ferite ri¬ 
portate durante la prima guerra mondia¬ 
le. Tanto le sue ricerche quanto quelle 
contemporanee del suo accanito rivale 
Pierre Fatou furono presto quasi dimen¬ 
ticate, ma di recente il lavoro di Mandel- 
broi ha riacceso l’interesse per le loro 
teorie. L’impresa intellettuale di Julia e 
Fatou è particolarmente notevole per¬ 
ché, non esistendo a quel tempo i calco¬ 
latori, essi potevano contare solamen¬ 
te sulle proprie capacità intrinseche di 
visualizzazione. 

Julia e Fatou si occupavano di numeri 
complessi, ciascuno costituito da un nu¬ 
mero reale e da un multiplo di i, l’unità 
immaginaria definita come la radice qua¬ 
drata di — 1.1 numeri complessi vengono 
di solito rappresentati su un piano con 
due assi perpendicolari, uno dei quali 


corrisponde ai numeri reali e l’altro ai 
numeri immaginari. I due studiosi cerca¬ 
vano di capire che cosa accade a una suc¬ 
cessione di punti ZA del piano dei numeri 
complessi generati dalla trasformazione 
g(z) = 2 ^ + 0 . Il punto Za + I si ottiene 
applicando la trasformazione al punto 
precedente della successione za. Il nu¬ 
mero complesso c è un parametro di con¬ 
trollo che può essere scelto ad arbitrio. 
Questo processo iterativo, in apparenza 
semplice, costituisce la base di una fami¬ 
glia sbalorditiva di forme. 

Quando si applica la trasformazione a 
un punto iniziale zo, la successione risul¬ 
tante può comportarsi in due modi di¬ 
versi: può vagare senza limitazioni, al¬ 
lontanandosi verso l’infinito, oppure re¬ 
stare confinata in una certa regione del 
piano dei numeri complessi. I punti libe¬ 
ri costituiscono il cosiddetto insieme di 
fuga; quelli che restano confinati forma¬ 
no il cosiddetto insieme prigioniero. Se 
il punto di partenza zo appartiene all’in¬ 
sieme prigioniero, esso genera una suc¬ 
cessione che resta in una «prigione» nu¬ 
merica indipendentemente da quante 
generazioni della successione siano cal¬ 
colate. La forma della prigione dipende 
dal valore di c scelto. Per un punto zo 
esterno all’insieme prigioniero, la suc¬ 
cessione Za si allontana dal centro del 
piano e va verso Tinfinito. L’insieme pri¬ 
gioniero e l’insieme di fuga sono separati 
da una frontiera infinitamente stretta, il 
cosiddetto insieme di Julia (si veda Vii- 
lustrazione in alto in queste due pagine). 

Per quanto appaia sorprendente, l’in¬ 


sieme di Julia si può ottenere anche 
usando la fotocopiatrice a riduzioni mul¬ 
tiple, equipaggiandola con lenti speciali 
che invertano l’effetto di g(z). L’inver¬ 
sione di g(z) = z* + c si compie con 
due funzioni di trasformazione,/ i(m) = 
= + (»<- r)*'^ c fiiu) = - (m - c)*'^. 
(In queste funzioni cè il solito parametro 
di controllo e ii è il valore iniziale scelto.) 
Queste due funzioni possono essere con¬ 
siderate le «riduzioni» effettuate dalla 
fotocopiatrice. Facendo funzionare la 
macchina ripetutamente, punti scelti a 
caso tendono all’insieme di Julia. 

La presenza della radice quadrata nel¬ 
le equazioni significa che la fotocopiatri¬ 
ce non applica più un fattore di riduzione 
uniforme. Inoltre, poiché la trasforma¬ 
zione è non lineare, i segmenti di retta 
vengono trasformati in linee curve. Da 
un'immagine iniziale emergono due im¬ 
magini più piccole, poi quattro, poi otto, 
finché pian piano si forma la figura limite 
(si veda l'illustrazione in basso in queste 
due pagine). Come nel caso dei frattali 
lineari, la figura limite non dipende dalla 
particolare immagine di partenza, ma è 
completamente determinata da f\ e fi, 
cioè dalla scelta del parametro c. 

Sì presenta ora uno dei problemi più 
difficili e affascinanti della geometria 
frattale. Tornando alla metafora della 
lingua, il problema può essere tradotto 
in questa domanda: quali sono le regole 
grammaticali dei dialetti quadratici? In 
termini matematici il problema è: l’infi¬ 
nita varietà degli insiemi di Julia ammet¬ 
te un principio ordinatore soggiacente? 



za oltre a rimpicciolirla. La fotocopiatrice compie per via grafica me di Julia effettuando le trasformazioni -l-(z c)’^ e (z c)*^. 
un'inversione delle equazioni quadratiche che definiscono un insie- La figura limite generata dalla fotocopiatrice è un insieme di Julia. 
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Nel cercare la risposta si è giunti a una 
delle più belle scoperte della matematica 
sperimentale. La soluzione sta nel fatto, 
noto a Julia e a Fatou, che per ogni pa¬ 
rametro di controllo c Timmagine fratta¬ 
le risultante è di due tipi possibili: Tin- 
sieme di Julia può essere un unico insie¬ 
me connesso, oppure essere costituito 
da un numero infinito di punti non con¬ 
nessi, come polvere. 

Supponiamo di tracciare un punto p>er 
ogni parametro di controllo c del piano 
complesso appartenente a un insieme di 
Julia connesso e di la.sciare uno spazio 
vuoto per ogni c appartenente a un in¬ 
sieme di Julia non connesso. Il risultato 
è rinsieme, ormai celebre, di Mandel- 
brot, un frattale dalla ricchezza davvero 
straordinaria. 

Naturalmente per decidere se un pun¬ 
to c appartiene alfinsieme di Mandel- 
brot, è necessario sapere se un dato in¬ 
sieme di Julia è connesso. Uno dei gran¬ 
di successi di Julia e Fatou fu la scoperta 
che questo difficile problema può essere 
risolto con un semplice calcolo. Si con¬ 
sideri la successione di valori Zk generata 
dalla funzione g(z) = z^ -h c quando il 
punto iniziale zo coincide con lo zero. In 
tal modo fattenzione si concentra sul 
fattore cruciale, il parametro di control¬ 
lo c. La successione risultante è 0, c, 
cr + c, (c^ -I- c)^ -f c, ... . Se questa 
successione non diverge verso Tinfmito 
allora il corrispondente insieme di Julia 
è connesso e il punto c appartiene alfin- 
sieme di Mandelbrot. 

Ogni porzione delfinsieme di Man¬ 
delbrot caratterizza una famiglia di insie¬ 
mi di Julia correlati. Per esempio il corpo 
principale, a cardioide, delfinsieme di 
Mandelbrot caratterizza gli insiemi di 
Julia che somigliano a cerchi raggrinziti. 
Benché finsieme di Mandelbrot non sia 
esattamente autosimile come il triangolo 


di Sierpinski e la foglia di felce frattale, 
esso possiede una proprietà analoga: se 
si ingrandisce la sua frontiera, finsieme 
di Mandelbrot rivela un numero infinito 
di minuscole copie di se stesso. La ric¬ 
chezza di forme e di strutture contenute 
nelfinsieme di Mandelbrot può essere 
apprezzata solo quando lo si esamini con 
grande minuzia. 

La proprietà forse più affascinante 
delfinsieme di Mandelbrot è che esso 
può essere considerato un «deposito» di 
immagini di efficienza infinita: oltre a 
suddividere gli insiemi di Julia in connes¬ 
si e non connessi, finsieme di Mandcl- 
brot funge anche da indice diretto e gra¬ 
fico di un numero infinito di insiemi di 
Julia. Ingrandendo finsieme di Mandel¬ 
brot intorno a un punto c situato sulla 
sua frontiera, appaiono forme che sono 
anche gli elementi costitutivi delfinsie¬ 
me di Julia corrispondente al punto c. 
Questa scoperta, tuttavia, non è stata 
ancora rivestita di tutto il necessario ri¬ 
gore matematico. Tan Lei, un giovane 
ricercatore di talento che lavora all’Uni¬ 
versità di Lione, ha dimostrato che fin¬ 
sieme di Mandelbrot si comporta in que¬ 
sto modo pier la maggior parte dei valori 
del parametro c situati esattamente sulla 
frontiera delfinsieme. 

Le proprietà delfinsieme di Mandel¬ 
brot sono state e sono tuttora un gran¬ 
de cimento per la ricerca matematica. 
Enormi progressi sono stati compiuti 
grazie alla fusione di teoria matematica 
ed espierimenti di eidomatica (ossia di 
grafica al calcolatore), in particolare nei 
fondamentali lavori di Adrien Douady 
delf École Normale Supérieure di Pari¬ 
gi e di John H. Hubbard della Cornell 
University. 

Il lavoro di gran lunga più riuscito 
in questo campo è quello sul cosiddetto 
potenziale elettrostatico delfinsieme di 


Mandelbrot. Si immagini che finsieme 
sia dotato di carica elettrica. Si potrebbe 
misurare il p>otenziale collocando una ca¬ 
rica puntiforme alfesterno delfinsieme 
e misurando la forza elettrostatica agen¬ 
te su quel punto. Risulta che il calcolo 
del [x>tenziale è strettamente legato alla 
serie0,c,c^ -f r, (c^ + c)- + c..., usata 
per stabilire se un punto c appartiene o 
no all’insieme di Mandelbrot. 

Si è visto che generare una rappresen¬ 
tazione tridimensionale del potenziale è 
laborioso, specie nelle animazioni usate 
per studiare finsieme di Mandelbrot. 
Esaminando meglio le proprietà eido- 
matiche del p>otenziale, di recente si è 
potuto ridurre di un ordine di grandezza 
il costo in temjx) macchina. Di conse¬ 
guenza molti ricercatori, noi compresi, 
studiano sempre più finsieme di Man¬ 
delbrot mediante video animati dal cal¬ 
colatore. Ricerche analoghe sono in cor¬ 
so anche su rappresentazioni tridimen¬ 
sionali del potenziale di altri frattali. 

'T\itti i frattali finora esaminati posso- 
no essere considerati deterministici. 
Benché i processi aleatori (per esempio 
il lancio di un dado) possano aiutarci a 
produrre immagini frattali, essi non han¬ 
no alcun effetto sulla forma frattale fina¬ 
le. La situazione è affatto diversa per 
un’altra classe di frattali, i cosiddetti 
frattali aleatori. 

Per generare un frattale di questo tipo 
si può cominciare con un triangolo gia¬ 
cente su un piano arbitrario. I punti me¬ 
di di ciascun lato del triangolo vengono 
collegati tra loro e il triangolo viene così 
diviso in quattro triangoli più piccoli. 
Ciascun punto medio viene p)oi alzato o 
abbassato di una quantità scelta a caso. 
Lo stesso procedimento viene applicato 
a ciascuno dei triangoli più piccoli e il 
processo viene ripetuto all’infinito. Al- 







Si possono creare paesaggi frattali con il metodo dello spostamento 
dei punti medi. 1 punti medi dei lati di un triangolo (a) vengono 
uniti da segmenti e spostati in su o in giù, fuori dal piano delfim- 
magine (b). Si ottengono cosi quattro piccoli triangoli su cui si ri¬ 
pete il procedimento. Una legge di distribuzione stabilisce Pentita 
dello spostamento e quindi determina la scabrosità del terreno frat¬ 
tale. Un programma eidomatico genera poi ombreggiature appro¬ 
priate (c), dando vita a risultati straordinariamente realistici (d). 


48 LE SCIENZE n. 266, ottobre 1990 



L'insieme di Mandelbrot rispecchia l'ordine soggiacente alla infi¬ 
nita varietà degli insiemi di Julia. Tutti i suoi punti rappresentano 
valori del parametro c corrispondenti a insiemi di Julia connessi. 
Se il punto c non appartiene alPinsieme di Mandelbrot l'insieme di 
Julia a esso associato non è connesso. L'insieme di Mandelbrot con¬ 


tiene una ricchezza di dettagli inimmaginabile. Tre ingrandimen¬ 
ti successivi dell'insieme rivelano strutture simili che si ripetono, 
fra cui anche copie in miniatura dell'insieme stesso, oltre a forme 
nuove e differenti. Se l'intero insieme fosse raffigurato alla scala 
dell'immagine di destra, sarebbe grande come 100 campi da calcio. 


Paumentare del numero delle iterazioni, 
comincia a formarsi una superficie sem¬ 
pre più ricca di particolari. 

In questo «metodo dello spostamento 
dei punti medi», l’entità aleatoria dello 
spostamento dei punti medi è retta da 
una legge di distribuzione che può essere 
modificata fino a ottenere una buona ap¬ 
prossimazione della superficie di cui si 
vuol costruire il modello. Per un model¬ 
lo di una superficie relativamente liscia, 
le trasformazioni usate dovrebbero pre¬ 
vedere una regola per cui gli spostamenti 
dei punti medi diventino piccolissimi già 
dopo poche iterazioni. Una regola del 
genere aggiunge solo piccole prominen¬ 
ze sullo sviluppo complessivo. Per rap¬ 
presentare invece una superficie acci¬ 
dentata, per esempio la topografia di 
una catena montuosa, è meglio far dimi¬ 
nuire di poco l’entità degli spostamenti 
a ogni iterazione. 

Questo metodo per costruire superfici 
ha molte applicazioni. È stato impiegato 
per ottenere modelli dell’erosione del 
suolo e per analizzare le registrazioni si¬ 
smiche al fine di capire i cambiamenti 
nelle zone di faglia. Questo concetto è 
stato usato da Richard F. Voss, collega 
di Mandelbrot al Thomas J. Watson Re¬ 
search Center, per generare immagini 
molto realistiche di pianeti, satelliti, nu¬ 
bi e montagne (si veda Villustrazione nel¬ 
la pagina a fronte). 

A prescindere dalla loro origine e dal 
metodo di costruzione, tutti i frattali 
presentano una caratteristica importan¬ 
te: se ne può misurare la scabrosità, la 
complessità o l’accartocciamento me¬ 
diante un numero caratteristico, la di¬ 
mensione frattale. Le varie definizioni 
concettuali della dimensione frattale ri¬ 
salgono più o meno a un lavoro del 1919 
del matematico Felix Hausdorff dell’U¬ 
niversità di Bonn. 

La dimensione frattale può essere de¬ 
terminata mediante un procedimento di 


conteggio proposto da Mandelbrot. Si 
consideri una forma complessa a cui è 
sovrapposto un reticolo di quadrati trac¬ 
ciati su carta millimetrata. Alcuni qua¬ 
drati conterranno parte della forma, altri 
saranno vuoti. 11 numero N di quadrati 
non vuoti dipende dalla forma data e dal 
lato E dei quadrati del reticolo. Si postu¬ 
la che N sia proporzionale a 1/E^ (più è 
fitto il reticolo più sono i quadrati non 
vuoti). L’esponente D è la dimensione. 
Per una figura piana, per esempio un 
cerchio, quando il lato dei quadrati del 
reticolo viene ridotto a metà il numero 
dei quadrati non vuoti dovrebbe essere 
moltiplicato per quattro (due al quadra¬ 
to), perché la figura ha dimensione due. 
Per un frattale il numero dei quadrati 
non vuoti verrebbe moltiplicato per un 
valore frazionario un po’ più grande o un 
po’ più piccolo. 

Questo procedimento non è limitato 
alle forme o agli oggetti matematici con¬ 
tenuti in un piano: si può anche calcolare 
la dimensione frattale di cose reali come 
fiumi, nubi, litorali, alberi, arterie o villi 
intestinali. Le arterie umane, per esem¬ 
pio, hanno una dimensione frattale di 
circa 2,7. 

O ltre a essere utile per descrivere la 
complessità degli oggetti naturali, 
la geometria frattale offre un’interessan¬ 
te possibilità per rinnovare l’insegna¬ 
mento della matematica. I concetti della 
geometria frattale sono evidenti e intui¬ 
tivi e le forme che s’incontrano possie¬ 
dono una grande attrattiva estetica e 
un’ampia gamma di applicazioni. La 
geometria frattale può quindi contribui¬ 
re a sfatare l’idea che la matematica sia 
arida e inaccessibile e può motivare gli 
studenti ad apprendere questa sconcer¬ 
tante ed eccitante disciplina. 

Di fronte al linguaggio dei frattali, così 
nuovo e in evoluzione tanto rapida, gli 
stessi scienziati e matematici provano 


una sorta di stupore infantile. Scrive 
Mandelbrot: 

«Gli scienziati... saranno sorpresi e 
compiaciuti nello scoprire che non po¬ 
che forme che prima dovevano chiamare 
granulose^ tentacolari, intermedie, fo¬ 
runcolose, butterate, ramificate, algali, 
strane, intricate, tortuose, serpeggianti, 
esili, grinzose e così via potranno d’ora 
in poi essere studiate in modo rigorosa¬ 
mente e vigorosamente quantitativo. 

«I matematici... saranno sorpresi e 
compiaciuti nello scoprire che gli insie¬ 
mi [frattali] considerati finora ecceziona¬ 
li... costituiscono in un certo senso la 
regola, che certe costruzioni ritenute pa¬ 
tologiche discendono in modo naturale 
da problemi molto concreti e che lo stu¬ 
dio della natura può contribuire a risol¬ 
vere problemi antichi e a trovarne tanti 
di nuovi.» 
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L’accrescimento dei frattali 

In natura esistono strutture con particolari schemi di ramificazione, dette 
frattali, il cui meccanismo di crescita può illustrare fenomeni come la 
cristallizzazione di certi solidi o il movimento delle bolle diaria nei fluidi 

di Léonard M. Sander 


I o studio macroscopico della struttu¬ 
ra della materia pone problemi 
^ di grande difficoltà. Ogni pez¬ 
zetto di materia contiene un numero 
enorme di atomi e molecole, spesso di¬ 
sposti in maniera complicata e disordi¬ 
nata. Nel caso di un cristallo perfetto o 
di un liquido in movimento laminare, la 
struttura è uniforme su grande scala. Ma 
la maggior parte dei fenomeni naturali 
complessi, come il moto turbolento di un 
fluido, Taccrescimento delle particelle 
metalliche in un bagno elettrolitico o la 
formazione delle catene montuose, sfida 
la nostra ragione. 

Negli ultimi dieci anni sono comunque 
stati fatti passi importanti verso la com¬ 
prensione di tali fenomeni, utilizzando 
spesso il concetto rivoluzionario di frat¬ 
tale, un termine proposto da Benoit 
B. Mandelbrot del Thomas J. Watson 
Research Center della IBM a Yorktown 
Heights, nello Stato di New York. Un 
frattale è un oggetto con una complessa 
struttura sottilmente ramificata. Ingran¬ 
dendo gradualmente una parte della 
struttura, vengono alla luce dettagli che 
si ripetono identici a tutte le scale d’in- 
pandimento. Un frattale appare quindi 
identico se lo si osserva a grande, piccola 
o piccolissima scala, per esempio con la¬ 
to di un metro, un millimetro o un mi¬ 
crometro (un milionesimo di metro). 
Mandelbrot ha osservato che molti og¬ 
getti naturali, apparentemente disordi¬ 
nati, godono di questa proprietà. 

Un crescente numero di osservazioni 
dimostra che le forme frattali sono dif¬ 
fusissime in natura. Frattali conosciuti 
come aggregati di percolazione corri¬ 
spondono molto bene alFandamento di 
un fluido che filtra attraverso una matri¬ 
ce solida, come l'acqua nel terreno o il 
caffè attraverso i grani macinati. Il nero¬ 
fumo, i colloidi e alcuni polimeri paiono 
avere struttura frattale. Frattali si incon¬ 
trano anche nel movimento di bolle d’a¬ 
ria neU’olio, nella crescita di alcuni cri¬ 
stalli e nella struttura di scariche elettri¬ 
che del tipo dei fulmini. Anche le forme 

'h 


casuali delle nuvole e delle linee costiere 
sono quasi certamente dei frattali. 

Con l’aumentare delle osservazioni ri¬ 
guardanti resistenza dei frattali in natu¬ 
ra, si è iniziato a studiare come possono 
formarsi simili strutture. Thomas Wit- 
ten, Jr., della Exxon Research and En¬ 
gineering Company e io abbiamo propc^ 
sto nel 1981 un meccanismo di accresci¬ 
mento dei frattali che abbiamo chiamato 
aggregazione per diffusione. Secondo il 
nostro modello, da un processo di accre¬ 
scimento disordinato e irreversibile può 
avere origine una struttura frattale. La 
teoria è interessante per due motivi. In¬ 
nanzitutto è concettualmente semplice e 
consente di realizzare facilmente dei mo¬ 
delli al calcolatore. E poi, cosa più im¬ 
portante, pare spiegare come si formano 
in natura diversi tipi di frattali. 

Q uali sono le proprietà dei frattali? 

Studi astratti su oggetti che ora sap¬ 
piamo essere dei frattali sono stati con¬ 
dotti, molto prima di Mandelbrot, da al¬ 
tri matematici che li consideravano delle 
specie di mostri di interesse puramente 
accademico. Eppure un tipico frattale 
assomiglia più a un fiocco di neve che a 
un mostro. La ragione di ciò sta nella 
ripetizione continua di una struttura ele¬ 
mentare. Per esempio, ogni unità del 
frattale mostrato nella parte in basso del¬ 
l’illustrazione a pagina 70 è costituita da 
cinque subunità identiche. Cinque unità 
più grandi possono poi aggregarsi per 
fame una più grande ancora e così via. 
Ogni generazione contiene dei vuoti di 
dimensioni legate alla scala di quella par¬ 
ticolare generazione. La struttura è in¬ 
variante anche rispetto alla scala: a cia¬ 
scuno stadio di crescita, qualsiasi parte 


con diametro pari a un terzo di quello 
dell’intera figura è del tutto identica a 
questa. L’invarianza rispetto alla scala è 
una «simmetria» dei frattali. Come gli 
oggetti con sezione circolare sono inva¬ 
rianti rispetto alla rotazione, i frattali so¬ 
no invarianti rispetto alla dilatazione, 
ovvero al cambiamento di scala. 

È utile avere una misura del modo in 
cui un frattale è invariante rispetto ai 
cambiamenti di scala. Questa è data da 
un numero denominato dimensione frat¬ 
tale. Le dimensioni frattali, al contrario 
delle dimensioni ordinarie, non sono 
espresse con un intero bensì con una fra¬ 
zione. Il frattale di cui stiamo parlando 
ha, per esempio, dimensione 1,46. Esso 
sta a metà fra una linea retta monodi¬ 
mensionale e un piano bidimensionale. 
Quanto più un frattale riempie un piano, 
tanto più la sua dimensione si avvicina a 
2. La struttura dell’illustrazione nella pa¬ 
gina a fronte, ottenuta al calcolatore si¬ 
mulando il processo di aggregazione per 
diffusione, ha dimensione frattale 1,71. 
Una proprietà di questo frattale - ma, in 
effetti, di tutti i battali - è che la sua 
densità diminuisce con l’accrescimento. 

La dimensione frattale di un oggetto 
fisico è una sua proprietà «universale», 
cioè indipendente da molti dettagli ri¬ 
guardanti il modo nel quale si è formato. 
La dimensione frattale, come altre pro¬ 
prietà universali, è correlata con il com¬ 
portamento a grande scala, dove i parti¬ 
colari della struttura si compensano am¬ 
piamente nella media. Ne segue che un 
modello semplificato, che trascuri gran 
parte della complessità di un sistema rea¬ 
le, può comunque descriverne corretta- 
mente le proprietà di scala. 

L’importanza del modello di aggrega¬ 


la struttura fiottale è stata prodotta da Paul Mcakin della E. I. du Pont de Nemours & Company, 
Ine., simulando al calcolatore un processo di aggregazione per diffùslone. 50 000 «particelle» 
sono state liberate, una alla volta, da una zona fuori della figura, lasciandole diffondere verso 
il centro fino a venire in contatto l'una con Taltra e formare un aggregato che si accresce. 1 colori 
indicano Tordine di arrivo delle particelle: quelle bianche sono le prime e quelle verdi le ultime. 
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zione per diffusione sta nel fatto che mo¬ 
stra una correlazione tra i frattali e i pro¬ 
cessi di accrescimento. Gli oggetti natu¬ 
rali possono crescere in molti modi di¬ 
versi. Un cristallo perfetto, per esempio, 
cresce in condizioni prossime aH’equili- 
brio: dopo aver «tentato» diverse confi¬ 
gurazioni perviene a quella più stabile. 
Una molecola che va ad aggiungersi al 
cristallo deve, in generale, cercare una 
posizione adatta fra le molte possibili. Il 



cristallo si forma quindi lentamente e le 
sue superfici sono soggette a un continuo 
riarrangiamento. Tuttavia, la maggior 
parte dei processi che avvengono in na¬ 
tura non hanno la possibilità di raggiun¬ 
gere Tequilibrìo. I fenomeni biologici, 
per esempio, sono lontani dairequilibrio 
e ciò vale anche per i frattali che inten¬ 
diamo descrivere (alcuni frattali cresco¬ 
no in prossimità deirequilibrio, ma non 
ne parleremo in questo contesto). 
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La dimensione frattale differisce dalle dimensioni ordinarie poiché non viene espressa con un 
numero intero. Per determinare la dimensione frattale di una struttura, si conta il numero medio 
N di unità ripetitive fondamentali presenti entro una sfera di raggio r centrata in un punto 
qualsiasi. Secondo la geometria euclidea, il numero di unità fondamentali è pari a una costante 
C moltiplicata per il raggio elevato al valore della dimensione D{N = C X r^). Nel caso di una 
linea la dimensione è, ovviamente, 1. Triplicando il raggio della sfera si triplica il numero delle 
unità in essa contenute {in alto a sinistra). Per la materia ordinaria triplicando il raggio della 
sfera si moltiplica per 9 il numero delle unità {in alio a destra). In un frattale {in b€uso) di 
dimensioni 1,46, invece, triplicando il raggio, il numero delle unità cresce di 5 volte. Cresce 
quindi più velocemente che in una linea, ma non come su un piano di materia ordinaria; quindi, 
si tratta di un oggetto intermedio fra una linea e un piano. Il frattale deir illustrazione è stato 
ideato da Tamàs Vicsek dell'Istituto di fisica tecnica delPAccademia delle scienze di Budapest. 


Tmmaginiamo di far crescere un aggre- 
^ gato di particelle aggiungendone una 
alla volta, in modo che appena viene a 
contano con Toggetto in accrescimento 
vi aderisca, senza cercare altri siti di le¬ 
game. Questo processo viene detto di 
^Sg^'^g^one. E un esempio estremo di 
processo lontano dairequilibrio perché 
non vi avviene alcun riarrangiamento. 
Ora, supponiamo che le particelle dif¬ 
fondano verso l'aggregato seguendo un 
cammino casuale, costituito da una suc¬ 
cessione di passi di lunghezza e direzione 
casuali. Un cammino monodimensiona¬ 
le casuale potrebbe essere realizzato da 
una persona che lanci in aria una moneta 
e faccia un passo in avanti o all'indietro 
a seconda che sia uscita testa o croce. Il 
processo di aggregazione di particelle 
che si muovono secondo un cammino ca¬ 
suale è appunto quello che Witten e io 
chiamiamo aggregazione per diffusione. 

È possibile far crescere piccoli aggre¬ 
gati anche su un calcolatore personale. 
Si comincia con il porre una particella in 
corrispondenza deH’origine dell'aggre¬ 
gato. Poi si libera un'altra particella a 
una qualche distanza dalla prima e la si 
lascia migrare sedendo un cammino ca¬ 
suale fino a raggiungere e toccare la pri¬ 
ma. A questo punto si libera una terza 
particella lontano dall'aggregato e cosi 
via. La simulazione mostra che gli aggre¬ 
gati prodotti con questo procedimento 
sono dei frattali. 

Malgrado l'aggregazione per diffusio¬ 
ne sia semplice da descrivere e da simu¬ 
lare , il processo non è ancora ben chiaro. 
Perché, per esempio, vengono prodotti 
dei frattali e non dei complessi amorfi e 
privi di simmetria? Perché si formano 
raramente degli anelli? Quali sono le re¬ 
lazioni di dipendenza della dimensione 
frattale dalla dimensione dello spazio nel 
quale avviene l'aggregazione? Le rispo¬ 
ste a simili quesiti sono ancora lontane e 
pongono un problema notevole ai fisici 
teorici, perché sembra che in questo caso 
i consueti strumenti matematici non fun¬ 
zionino più. 

Tuttavia, alcune caratteristiche del 
processo possono essere comprese in 
maniera qualitativa. Immaginiamo di 
iniziare facendo depositare particelle su 
un aggregato con la superficie liscia. 
Quando l'aggregato è piccolo più parti- 
celle aderiscono per puro caso in una 
certa regione. Si formano in tal modo 
sulla sua superficie piccole protuberanze 
e buche, in conseguenza del «rumore» 
imputabile al comportamento casuale 
delle particelle. 

Una volta formatesi, le protuberanze 
cresceranno più rapidamente delle bu¬ 
che. Questo perché una particella che si 
muove casualmente verso l’aggregato ha 
una probabilità elevata di aderire nei 
pressi della sommità di una protuberan¬ 
za o sui suoi fianchi prima di cadere en¬ 
tro una buca. Dato che la crescita avvie¬ 
ne prevalentemente presso la sommità 
delle protuberanze, queste diventano 
sempre più alte e il riempimento delle 
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La densità di un frattale diminuisce con Taumentare delle sue dimensioni, mentre la densità di 
un solido cristallino o di un qualunque materiale amorfo tende a un valore costante. 


buche diviene sempre meno probabile. 
Ne segue che l’aggregato, inizialmente 
appena distorto, cresce sempre più di¬ 
storto, effetto che viene detto instabilità 
di accrescimento. È presumibile che alla 
fine la crescita e la suddivisione delle 
sommità delle protuberanze diano origi¬ 
ne a un frattale. Malgrado i particolari 
rimangano ignoti, è certo che l’origine 
della complessità degli aggregati cresciu¬ 
ti per diffusione va cercata nell’intera¬ 
zione fra rumore e crescita. 

egli ultimi cinque anni l’aggregazio- 

^ ne per diffusione è stata oggetto di 
ampi studi. Molto entusiasmo deriva dal 
fatto che il modello pare in grado di de¬ 
scrivere eventi reali. Accade infatti spes¬ 
so che particelle migrino fino a fissarsi in 
un sito. Robert M. Brady e Robin C. 
Ball dell’Università di Cambridge hanno 
segnalato nel 1984 che l'aggregazione 
per diffusione è, per esempio, una buo¬ 
na idealizzazione di ciò che accade nella 
deposizione di un metallo da una solu¬ 
zione elettrolitica di ioni che diffondo¬ 
no. Malgrado il meccanismo dell’adesio¬ 
ne degli ioni al deposito sia diverso, nei 
particolari, da ciò che avviene nella si¬ 
mulazione al calcolatore, la circostanza 
non pare avere effetto sulla struttura glo¬ 
bale che ne risulta. E tali particolari non 
hanno importanza neppure per quanto 
riguarda la dimensione frattale. 

Per esempio, il deposito di zinco me¬ 
tallico in una cella elettrolitica (si veda 
Villustrazione in aito a sinistra a pagina 
76) somiglia moltissimo al frattale gene¬ 
rato al calcolatore nell’illustrazione a pa¬ 
gina 69. Il deposito di zinco ha una di¬ 
mensione frattale pari a 1,7 che, tenendo 
conto deH’errore sperimentale, concor¬ 
da con la dimensione del frattale gene¬ 
rato al calcolatore (1,71). Questa con¬ 
cordanza è un esempio notevole di uni¬ 
versalità e di invarianza di scala: nella 
simulazione al calcolatore sono stati im¬ 
piegati 50 000 punti, mentre il numero 
di atomi di zinco nel deposito è enorme, 
almeno un miliardo di miliardi. 

In effetti, alterando le regole nella si¬ 
mulazione al calcolatore, si mettono in 
luce diversi tipi di universalità. Ponia¬ 
mo, per esempio, che a volte la particella 
rimbalzi via dall’aggregato, anziché ade¬ 
rirvi. Questa regola, che è una semplice 
rappresentazione di una delle complica¬ 
zioni che possono verificarsi nella realtà, 
porta a un ispessimento dei rami dell’ag¬ 
gregato, ma non ne cambia la dimensio¬ 
ne frattale. 

Certo è facile credere che la deposi¬ 
zione di ioni metallici su un elettrodo 
possa venire descritta come un’aggrega¬ 
zione per diffusione. È però rilevante il 
fatto che il modello riesca a descrivere 
molti altri fenomeni. Uno di questi im¬ 
plica un apparecchio chiamato cella di 
Hele-Shaw, derivato dagli studi di un in¬ 
gegnere navale inglese del secolo scorso. 
Henry S. Hele-Shaw. La cella è costitui¬ 
ta da due lastre di vetro parallele, fra le 
quali è interposto un liquido viscoso, co¬ 


me la glicerina. Quando si inietta nel 
centro della cella un fluido meno visco¬ 
so, per esempio aria, la glicerina viene 
spostata e si forma una bolla d’aria, dalla 
quale sporgono svariate protuberanze, o 
«dita» (si veda 1*illustrazione in alto a de- 
stra a pagina 76). Il fenomeno viene giu¬ 
stamente chiamato ramificazione digiti- 
forme viscosa o, più brevemente, rami¬ 
ficazione viscosa (viscous fingering); es¬ 
so ha grande importanza pratica perché 
si verifica quando si inietta acqua nel 
centro di un campo petrolifero per mi¬ 
gliorare il recupero spingendo il petrolio 
verso i pozzi periferici. In conseguenza 
della ramificazione viscosa, molto petro¬ 
lio rimane intrappolato a meno che ven¬ 
gano impiegate tecniche particolari. 

L a struttura delle ramificazioni viscose 
^ mostra una forte somiglianza con le 
immagini di aggregati per diffusione ot¬ 
tenute al calcolatore. La spiegazione di 
tale fatto è stata data recentemente da 
Lincoln Paterson, della sede australiana 
della Commonwealth Scientific and Re¬ 
search Organization. Paterson fa notare 
che, formalmente, i fenomeni alla base 
dell’aggregazione per diffusione e della 
ramificazione viscosa sono identici. Nel 
primo caso la crescita è dovuta al flusso 
di particelle in movimento casuale diret¬ 


to verso la struttura in accrescimento. Il 
verso del flusso è determinato dal fatto 
che le particelle hanno maggiore proba¬ 
bilità di muoversi dalle regioni più popo¬ 
late (lontane) verso quelle meno popo¬ 
late (in prossimità dell’aggregato), di 
quanta ne abbiano per muoversi in verso 
opposto. Il flusso risulta proporzionale 
alla velocità di variazione della densità 
di popolazione fuori dell’aggregato, fat¬ 
to descritto dalla nota legge di Fick per 
la diffusione. 

Nel caso della ramificazione digitifor- 
me viscosa, la pressione aH'intemo della 
glicerina è analoga alla popolazione del¬ 
le particelle. La pressione è massima al¬ 
l’interfaccia fra la bolla d’aria e la glice¬ 
rina. Ciò produce un flusso di glicerina 
nel verso opposto a quello di crescita del¬ 
la bolla d'aria. L’entità del flusso è pro¬ 
porzionale alla velocità di cambiamento 
della pressione fuori della bolla. Le dita 
crescono perché il liquido si allontana 
più facilmente dalla loro punta. Si veri¬ 
fica quindi una instabilità di crescita si¬ 
mile a quella che si osserva nell'aggrega¬ 
zione per diffusione. 

Un altro fenomeno è stato spiegato 
praticamente nello stesso modo. Quan¬ 
do si applica una elevata differenza di 
potenziale fra un elettrodo e un’emulsio¬ 
ne fotografica o una polvere fine sparsa 
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sulla superfìcie di un isolante, si ottiene 
rimmagine della scarica elettrica dall*a> 
spetto ramificato simile a un lampo {si 
veda rillustrazione in basso a sinistra a 
pagina 76). Questa immagine è chiamata 
figura di Lichtenberg, in onore del fisico 
tedesco del XVTII secolo, Georg Chri¬ 


stoph Lichtenberg. Nel 1984 un gruppo 
di ricercatori della Brown, Doveri & 
Company Limited, in Svizzera, ha se¬ 
gnalato che la crescita di una figura di 
Lichtenberg sembra dovuta a un feno¬ 
meno di aggregazione per diffusione. 

Supponiamo che la tensione applicata 


inizialmente sia abbastanza elevata da 
danneggiare Pemulsione nei pressi del- 
Telettrodo, creando un canale di condu¬ 
zione. Al di fuori del canale vi è un cam¬ 
po elettrico, la cui intensità è definita 
come la velocità di variazione della dif¬ 
ferenza di potenziale elettrico entro Te- 




ooooooooo ooo 
oooooococoooo 


La figura schematizza la crescita di un frattale 
mediante aggregazione per diffusione. SÌ ini¬ 
zia con un aggregato liscio, al quale aderiscono 
le particelle. Per il «rumore» dovuto al loro 
ariivo casuale, si formano delle piccole protu¬ 
beranze e delle buche ( si veda ViUustrazione a 
sinistra). Le linee nere mostrano il cammino 
delle particelle in arrivo, queUe in colore sono 
linee di densità media costante di partkelle e 
quelle grige mostrano la direzione del loro 
flusso medio. Le protuberanze crescono più 
rapidamente delle buche (in alio) perché le 
particelle in arrivo hanno maggiore probabi¬ 
lità di aderire in vicinanza delta loro sommità 
e, in ogni caso, quasi certamente aderiscono 
ai loro fianchi prima di raggiungere una buca. 
In questo modo le protuberanze crescono sem¬ 
pre più alte e il riempimento delle buche divie¬ 
ne sempre più improbabile. In questo modo, 
l*<Mtsregato liscio si distorce rapidamente. 



La simulazione al calcolatore dell^aggregazione per diffusione in uno 
spazio tridimensionale produce un frattale con dimensione 2,4 (giti 
sopra). Questa struttura somiglia strettamente a quella di un aggre¬ 
gato di rame della medesima dimensione (n destra). L'immagine al 



calcolatore è stata elaborata da Roy Richter del General Motors 
Research Laboratories e l'aggregato di rame, che è stato ottenu¬ 
to come precipitato da una soluzione di solfato rameico, è stato prepa¬ 
rato da Nancy Hecker e David G. Grier deU'Università del Michigan. 
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Un foglio di gomma, stirato e fissato lungo 1 lati e teso dal peso di un frattale in accrescimento, 
costituisce un semplice modello meccanico dell'aggregazione per diffusione. U frattale cresce più 
in fretta dove le pareti della buca sono più ripide, cioè in corrispondenza delle sue protuberanze. 
Nella fase successiva il foglio sarà teso da protuberanze ancora più sporgenti e cosi via. 


mulsione. Il gnippK) della Brown Doveri 
ha avanpto Tipotesi che la crescita del 
canale sia più probabile nella direzione 
in cui il campo è più intenso; ciò accade 
proprio in corrispondenza delle punte 
più sottili della scarica. Quindi, le punte 
si allungano e proliferano secondo un ac¬ 
crescimento frattale. 

T 'elemento unificatore fra la deposi- 
^ zione di un metallo su un elettrodo, 
la ramificazione di un fluido viscoso e la 
formazione di una figura di Lichtenberg 
trova la sua migliore espressione nel lin- 
gua^io astratto delle equazioni diffe¬ 
renziali alle derivate parziali. Ma non è 
diffìcile farsi un'idea delPunitarietà del 
discorso ricorrendo a un'analogia con un 
foglio di gomma fissato lungo i quattro i 
lati e posto in tensione dal peso di un 
frattale che cresce a partire dal centro. 

La probabilità di un certo passo nel 
cammino casuale di una particella, la 
pressione in una cella di Hele-Shaw e il 
potenziale elettrico presso un canale di 
conduzione entro un isolante sono tutti 
espressi da funzioni armoniche, che so¬ 
no soluzioni di un sistema di equazioni 
differenziali. La superficie descritta da 
una funzione armonica ha sempre una 
curvatura totale nulla. Infatti, se essa si 
piega verso l'alto in una direzione, si pie¬ 
ga contemporaneamente verso il basso 
nella direzione perpendicolare alla pre¬ 
cedente, proprio come accade in una sel¬ 
la da cavallo. Anche un foglio di gomma 
deformato da un peso ha curvatura nul¬ 
la. Quindi si può pensare che la sup>erfi- 
cie della buca prodotta dal frattale in ac¬ 
crescimento descriva l'andamento di una 
probabilità, una pressione o una tensio¬ 
ne e che la sua pendenza in corrispon¬ 
denza dei margini del frattale sia propor¬ 
zionale alla sua velocità di crescita. Le 
pendenze maggiori si hanno proprio in 
corrispondenza delle protuberanze più 
appuntite, che quindi crescono maggior¬ 
mente. Nello stadio di crescita successi¬ 
vo la gomma è premuta da protuberanze 
ancora più appuntite e così via. 

È una tentazione quella di speculare 
su quanto lontano si F>ossa spingere lo 
studio dei frattali. In effetti, le ramifica¬ 
zioni dei vasi sanguigni, delle vie aeree 
nei polmoni o dei vari tipi di corallo ri¬ 
cordano le strutture frattali che si forma¬ 
no mediante aggregazione per diffusio¬ 
ne. Per quanto diversi ricercatori abbia¬ 
no cercato di definire modelli di crescita 
per tali strutture, nessuno si è servito 
esplicitamente della geometria dei frat¬ 
tali. Se poi questa si dimostri utile nello 
studio dei fenomeni di crescita biologica 
è cosa ancora tutta da provare. 

Il modello di aggregazione per diffu¬ 
sione è stato utilizzato per descrivere di¬ 
versi altri fenomeni fisici, come la cristal¬ 
lizzazione superficiale di pellicole amor¬ 
fe. Inoltre una generalizzazione del mo¬ 
dello, detta condensazione di aggregati, 
ha consentito di descrivere la struttura di 
colloidi e di aerosol, come il nerofumo. 
In questo modello, proposto da Paul 


Meakin dalla E. 1. du Pont de Nemours 
& Company Ine. e da Max Kolb, Rèmi 
Jullien e Robert Botet deU’Università di 
Parigi a Orsay, si formano molti aggre¬ 
gati, che poi si muovono casualmente e 
si uniscono tra loro. In breve, i modelli 
di aggregazione si sono mostrati molto 
utili per descrivere vari sistemi fisici. 

Ma allo stesso tempo va detto che i 
frattali non descrivono tutte le strutture 
ramificate che si trovano in natura. 1 cri¬ 
stalli di ghiaccio della neve, per esempio, 
probabilmente non sono dei frattali. Es¬ 
si sono certamente strutture complesse, 
ma presentano una simmetria molto più 
evidente degli aggregati formati per dif¬ 
fusione e quindi appartengono a una ca¬ 
tegoria di cristalli detti dentriti. La strut¬ 
tura macroscopica di un qualunque cri¬ 
stallo di ghiaccio riflette l'anisotropia 
microscopica delle celle esagonali nelle 
quali si dispongono le molecole d'acqua. 
Ci si può allora chiedere come mai lo 
zinco, che pure cristallizza in un reticolo 
esagonale, si depositi con struttura frat¬ 
tale in una cella di elettrolisi {si veda 
l'illustrazione a pagina 76 in alto a sini¬ 
stra). La risposta è che l'accrescimento, 
per quanto avvenga in condizioni di non 
equilibrio, è talmente lento che lo sdop¬ 
piamento delle punte cancella l'anisotro- 
pia del reticolo. Infatti si osserva che. 


quando sale la velocità di accrescimento 
in seguito a un aumento della differenza 
di potenziale nella cella, l'anisotropia si 
fa sentire e si ottiene quindi una struttura 
dendritica {si veda l*illustrazione a pagi¬ 
na 76 in basso a destra). Attualmente, 
diversi gruppi di ricercatori si stanno 
dedicando allo studio delle condizioni 
di transizione dalla struttura frattale a 
quella dendritica. 

P no a questo punto è stato preso in 
considerazione solo un particolare 
processo di crescita che produce struttu¬ 
re frattali: l'aggregazione per diffusione. 
È j)ossibile mettere a fnitto le conoscen¬ 
ze acquisite? In particolare, le proprietà 
di scala fin qui esposte conducono alla 
comprensione di proprietà fìsiche degli 
aggregati diverse da quelle puramente 
geometriche? 

Cominciano a emergere degli indizi 
che fanno ben sperare. Per esempio, ne¬ 
gli ultimi anni Raoul Kopelman e colla¬ 
boratori hanno studiato aH'Università 
del Michigan diverse reazioni chimiche 
che si osservano negli aggregati di per¬ 
colazione, i quali sono frattali che si for¬ 
mano aH’equilibrio. Questi ricercatori 
hanno dimostrato che la reazione ha un 
comportamento singolare quando è con¬ 
finata nell'aggregato. A differenza di 
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una reazione chimica tipica, che procede 
con velocità costante, la velocità di rea¬ 
zione in un aggregato di percolazione va¬ 
ria ne! tempo. D motivo fondamentale 
deve essere ricercato nel fatto che le spe* 
de chimiche che diffondono lungo un 
frattale non si muovono altrettanto fadl- 
mente di come farebbero in fase libera. 
L'incontro fra le spede che devono rea¬ 
gire è reso meno probabile dal fatto che 
devono migrare lungo una struttura con 
moki vicoli dechi. 


La velodtà delle reazioni che avven¬ 
gono entro un frattale dipende sia dalla 
dimensione frattale, sia dal modo in cui 
i reagenti si muovono lungo Taggregato. 
I due fattori insieme danno origine a un 
altro parametro caratteristico, denomi¬ 
nato dimensione spettrale. Questo para¬ 
metro è stato introdotto da Sblomo 
Alexander della Hebrew University di 
Gerusalenime e da Raymond L. Orbach 
deil'Università della California a Los 
Angeles, con lo scopo di descrivere la 


diffusione e la dinamica su un frattale. 
Per quanto attualmente non siano disp<> 
nibili dati sperimentali riguardanti la di¬ 
mensione spettrale nei frattali cresciuti 
lontano daU'equilibrìo, vi sono tutte le 
ragioni per credere che un siffatto para¬ 
metro esista. È probabile che nel prossi- 
mo futuro il semplice fatto che esista la 
geometria dei frattali consenta di aprire 
parecchie frontiere della fisica che al 
giorno d’oggi vengono ancora conside* 
rate invalicabili. 



Im natura \ frattali paiono crescere per diffusione c aggregazione. L’il¬ 
lustrazione mostra un deposito eletUrolilko dJ rinco {in oào a smkira), 
ta «ramincazione dìgitifonne viscosa» di tina bolla d'aria neUa glkerina 
(ut oào a desim) e La struttura dì ima scarica etettrica nota come figura 
di Lichtenberg (ói basso a sinistm)* La striscia terminante al centro 
della bolla è U tubo di adduzione dentaria. L'aggregato di zinco io basso 


a destra mostra che cosa succede aumentando ta tensione applicata alta 
ceUa elettroliticai la struttura diventa dendrìtica, rimile a nn cristallo 
di neve, 1 depositi di zinco sono stati ottenuti da 0. G, Grier e la 
ramificatone viscosa da E. Ben-Jacob delPUnìversità del Micliigaji. La 
figura di Lichtenberg è di L. Niemeyer e H. J. Wiesmann della Brown, 
Boverl & Co., Ltd,, e di L, Pietronero deU'Università di Groningen. 
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SCIENZA PER IMMAGINI 


Caos e frattali 
in fisiologia umana 

Il caos nella funzione biologica è proprio dello stato 
di salute, mentre la periodicità può essere patologica 

di Ary L. Goldberger, David R. Rigney e Bruca J. West 


U n monitoraggio del ritmo cardiaco mostra 
come la frequenza dei battiti cambi a volte 
in modo sensibile da un minuto alPaltro o 
da un'ora alPaltra; una broncoscopia consente di 
osservare come la trachea si ramifichi in vie aeree 
sempre più strette. Di fronte a questi fenomeni si 
può arrivare a percepire come Tintervallo tra i bat¬ 
titi cardiaci vari in modo caotico e la ramificazione 
delle vie aeree assomigli a un frattale. Solo recen¬ 
temente, però, fisiologi e clinici hanno cominciato 
a quantificare la possibilità dell'esistenza di di¬ 
namiche caotiche e architetture frattali; nuove ri¬ 
cerche stanno mettendo in discussione principi dati 
per scontati in medicina e si stanno riconoscendo 
nuovi potenziali segni premonitori di malattia. 
L'interpretazione convenzionale in medicina vuole 


che la malattia e la vecchiaia siano l'esito del logo¬ 
ramento di un sistema ordinatamente deterministi¬ 
co e che questo logoramento riduca l’ordine, pro¬ 
vocando risposte erratiche dell'organismo o scom- 


Le vie aeree polmonari (a sinistra), così come sono 
state formate dalPevoluzione e dallo sviluppo embrio¬ 
nale, ricordano frattali generati al calcolatore (in bas¬ 
so). Bronchi e bronchioli (che qui sono mostrati in un 
calco) formano un albero con ramificazioni multiple, la 
cui configurazione si presenta simile sia ad alto che a 
basso ingrandimento. Misurando i diametri dei diversi 
ordini di ramificazione, si è appurato che Palbero bron¬ 
chiale può essere descritto con la geometria frattale. 










bussolandone i normali ritmi periodici. 

Negli ultimi cinque anni, noi e altri 
nostri colleghi abbiamo scoperto che il 
cuore e altri sistemi fisiologici possono 
comportarsi erraticamente, specialmen¬ 
te quando sono giovani e in buona salu¬ 
te. Al contrario, un aumento della rego¬ 
larità del funzionamento si accompagna 
a volte alla vecchiaia e alla malattia. 

Irregolarità e imprevedibilità sono ca¬ 
ratteristiche importanti dello stato di sa¬ 
lute; mentre una variabilità diminuita e 
periodicità accentuate sono associate a 
molte malattie. 

Stimolati da queste ipotesi, noi e altri 
fisiologi abbiamo cercato periodicità che 
potessero segnalare Tevoluzione di stati 
patologici (specialmente malattie car¬ 
diache). Inoltre abbiamo cominciato ad 
analizzare la flessibilità e la consistenza 
di strutture frattali irregolari e Padatta- 
bilità e stabilità di sistemi che si compor¬ 
tano in modo apparentemente caotico. 

C aos e frattali sono argomenti asso¬ 
ciati allo studio dei fenomeni non 
lineari, ossia dei sistemi che rispondo¬ 
no sproporzionatamente a stimoli. La 
teoria della dinamica non lineare ha 
fornito chiarimenti sui fenomeni epide¬ 
mici, sulla cinetica di alcune reazioni 
chimiche e sui mutamenti del tempo 
atmosferico. In certe condizioni, siste¬ 
mi non lineari deterministici - quel¬ 
li costituiti soltanto da pochi semplici 
elementi [nessuno dei quali aleatorio, 
ndt] - si comportano in modo errati¬ 
co: uno stato chiamato caos. Il caos de¬ 
terministico dei sistemi dinamici non 


lineari non è Tanalogo del caos nel sen¬ 
so letterale di completa disorganizzazio¬ 
ne e casualità. Il caos non lineare si rife¬ 
risce a un tipo di casualità vincolata che 
può essere associata con la geometria 
frattale. 

Le strutture frattali sono spesso esito 
di dinamiche non lineari caotiche: quan¬ 
do fenomeni caotici modellano l’am¬ 
biente (la risacca del mare, le turbolenze 
atmosferiche, i movimenti geologici), ne 
rimangono a testimonianza forme frat¬ 
tali (linee costiere, nubi, formazioni roc¬ 
ciose). Ciononostante la matematica dei 
frattali si è sviluppata indipendentemen¬ 
te da quella delle dinamiche non lineari 
e anche oggi le connessioni fra le due 
discipline non sono del tutto definite. 

Un frattale consiste di frammenti geo¬ 
metrici di grandezza e di orientamento 
variabile, ma con forma simile. Certi 
neuroni, per esempio, hanno una strut¬ 
tura simile ai frattali. Se si esaminano tali 
neuroni a basso ingrandimento si posso¬ 
no osservare ramificazioni asimmetri¬ 
che, i dendriti, connesse con i corpi cel¬ 
lulari. A ingrandimento leggermente su¬ 
periore si osservano ramificazioni più 
piccole a partire da quelle più grandi. 
Aumentando ulteriormente l’ingrandi¬ 
mento, si può scorgere un altro livello di 
dettaglio: ramificazioni di ramificazioni 
di ramificazioni. Anche se la ramifica¬ 
zione del neurone a un certo livello si 
ferma, i frattali ideali possiedono infiniti 
dettagli (si veda l’articolo L*accresci¬ 
mento dei frattali di Léonard M. Sander 
in «Le Scienze» n. 223, marzo 1987). 
Forse ancora più notevole è il fatto che i 


dettagli di un frattale, a una certa scala, 
sono simili (seppur non necessariamente 
identici) a quelli della struttura vista a 
ingrandimento maggiore o minore. 

Di fronte a due fotografie di dendriti 
a differenti livelli di ingrandimento (sen¬ 
za alcun riferimento di scala sull’imma¬ 
gine), può essere difficile riconoscere a 
quale ingrandimento corrisponda una 
determinata fotografia. Questa proprie¬ 
tà interna, comune a tutti i frattali, è 
chiamata autosomiglianza. 

L’essere composto da dettagli autosi¬ 
mili a qualsiasi ingrandimento fa sì che 
il frattale non abbia lunghezza definita. 
Se si prova a misurare la lunghezza di un 
frattale con un righello, costruito in base 
a una data unità di misura, alcuni detta¬ 
gli saranno comunque più piccoli di 
quanto l’unità di misura possa misurare. 
Pertanto, al crescere della risoluzione la 
lunghezza di un frattale aumenta. 

Dato che la lunghezza non è per i frat¬ 
tali un concetto significativo, i matema¬ 
tici calcolano la «dimensione frattale» 
per quantificare quanto spazio venga oc¬ 
cupato da essi. Il concetto di dimensione 
si applica convenzionalmente agli ogget¬ 
ti della geometria classica, o euclidea. Le 
linee hanno dimensione uno, i cerchi 
hanno dimensione due, le sfere hanno 
dimensione tre. Ma i frattali hanno di¬ 
mensioni [anche, ndt] frazionarie. Men¬ 
tre una linea regolare euclidea occupa 
precisamente uno spazio a una dimen¬ 
sione, la linea frattale si dipana all’inter¬ 
no di uno spazio a due dimensioni. Una 
linea frattale - una linea costiera, per 
esempio - ha perciò dimensione compre¬ 


sa fra uno e due. Allo stesso modo una 
superficie frattale - una montagna, per 
esempio - ha una dimensione che varia 
fra due e tre. Maggiore è la dimensione 
di un frattale, maggiore è la probabilità 
che una determinata regione di spazio 
contenga una porzione di quel frattale. 

el corpo umano strutture riconduci- 
bili ai frattali sono osservabili nelle 
reti di vasi sanguigni, di fibre nervose e 
di strutture canalizzate. Il frattale più at¬ 
tentamente studiato è l’albero bronchia¬ 
le, il sistema ramificato che trasporta i 
gas respiratori da e verso i polmoni. Nel 
1962, Ewald R. Weibel e Domingo M. 
Gomez e più tardi Otto G. Raabe e i suoi 
collaboratori eseguirono dettagliate mi¬ 
surazioni dei diametri interni delle vie 
aeree. Recentemente due di noi (West e 
Goldberger) in collaborazione con Val- 
mik Bhargava e Thomas R. Nelson del¬ 
l’Università della California a San Diego 
hanno rianalizzato quelle misurazioni, 
effettuate su calchi di polmone di uomo 
e di altre specie di mammiferi. 

Pur con piccole differenze tra le diver¬ 
se specie, i risultati mostrano tra queste 
misurazioni rapporti tipici di oggetti frat¬ 
tali. Anche molti altri organi sembrano 
frattali, sebbene le loro dimensioni non 
siano state ancora quantificate. 

Nel cuore, le strutture frattali hanno 
un ruolo vitale nella meccanica della 
contrazione e nella conduzione dello sti¬ 
molo elettrico eccitatorio. Per esempio 
una rete frattale di arterie e vene coro¬ 
narie trasporta sangue da e verso il cuo¬ 
re. James B. Bassingthwaighte e Hans 


Autosomiglianza in un sistema vuol dire che le caratteristiche di quel sistema, sia esso una 
struttura o un processo, si presentano simili a ogni scala di lunghezza o di tempo. Un’osser¬ 
vazione deirintestino tenue a ingrandimenti diversi {in alto) fa pensare appunto alPauto- 
somiglianza. Quando la frequenza cardiaca in un individuo sano viene registrata per 3,30 
e 300 minuti {curve in basso)^ i relativi grafici mostrano lo stesso tipo di fluttuazioni. 
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van Beck delPUniversità di Washington 
hanno recentemente utilizzato la geo¬ 
metria frattale per spiegare alcune ano¬ 
malie nelle modalità del flusso sangui¬ 
gno coronarico, la cui interruzione può 
causare Tinfarto miocardico. Inoltre un 
intreccio frattale di fibre di tessuto con¬ 
nettivo airintemo del cuore - le corde 
tendinee - lega le valvole mitrale e tricu¬ 
spide al muscolo sottostante. Se questi 
tessuti dovessero romf>ersi, vi sarebbe 
un forte rigurgito di sangue dai ventricoli 
agli atrii, seguito da insufficienza cardia¬ 
ca congestizia. Infine Tarchitettura frat¬ 
tale è evidente anche nelle ramificazioni 
di certi muscoli cardiaci cosi come nel 
sistema di Purkinje, che conduce i se¬ 
gnali elettrici dagli atrii ai muscoli car¬ 
diaci dei ventricoli. 

Nonostante che queste strutture ana¬ 
tomiche di tipo frattale facciano da sup¬ 
porto a funzioni evidentemente diverse 
in organi differenti, esse hanno in comu¬ 


ne tratti strutturali e fisiologici. Ramifi¬ 
cazioni o ripiegature frattali amplificano 
grandemente la superficie disponibile 
per l’assorbimento (come nel caso del¬ 
l’intestino), la distribuzione e la raccolta 
dei soluti (vasi sanguigni, dotti biliari e 
albero bronchiale) e per l’elaborazione 
delle informazioni (reti di neuroni). Le 
strutture frattali, anche in virtù della lo¬ 
ro ridondanza e irregolarità, sono piut¬ 
tosto resistenti a eventuali danni. Il cuo¬ 
re, per esempio, può continuare a pom¬ 
pare con uno svantaggio meccanico re¬ 
lativamente modesto anche in caso di un 
danno esteso al sistema di Purkinje. 

L e strutture frattali del corpo umano si 
* originano attraverso una dinamica 
lenta di sviluppo ed evoluzione embrio¬ 
nale. Abbiamo ipotizzato che tali pro¬ 
cessi - come altri che producono struttu¬ 
re frattali - mostrino un caos determini¬ 
stico. Recenti ricerche in campo fisiolo¬ 


gico hanno portato alla luce altri esempi 
di dinamiche apparentemente caotiche 
in scale temporali di più breve durata, 
sperimentalmente «accessibili». 

All’inizio degli anni ottanta, quando i 
ricercatori cominciarono ad applicare la 
teoria del caos ai sistemi fisiologici, ci si 
aspettava che il caos sarebbe stato mag¬ 
giormente osservabile negli stati patolo¬ 
gici e nella vecchiaia. In definitiva, l’in¬ 
tuizione e la tradizione medica avevano 
sostenuto fino ad allora una visione di 
questo tipo. Se si ausculta il cuore attra¬ 
verso un fonendoscopio o si rileva il pol¬ 
so, il ritmo cardiaco sembra essere rego¬ 
lare. Per un individuo a riposo l’intensità 
e la frequenza delle pulsazioni sembrano 
abbastanza costanti. Per questo motivo 
i cardiologi descrivono ordinariamente 
la frequenza cardiaca normale come 
«ritmo sinusale normale». Un’analisi più 
attenta rivela che individui sani hanno 
frequenze cardiache che variano consi- 
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I vasi sanguigni del cuore (qui mostrati in un calco) presentano ramificazioni di tipo 
frattale. 1 vasi principali visibili a sinistra si ramificano in una serie di vasi più piccoli {qui 
sopra in alio) che, a loro volta, si ramificano in vasi di calibro ancora più ridotto. 


derevolmente anche a riposo. In giovani 
adulti sani, la frequenza cardiaca, che in 
media è di circa 60 battiti al minuto, può 
variare addirittura di 20 battiti al minuto 
nel giro di pochi secondi. In una giornata 
la frequenza cardiaca può passare da 
quaranta a centottanta battiti al minuto. 

Per almeno mezzo secolo i medici 
hanno interpretato le fluttuazioni di fre¬ 
quenza cardiaca in termini di omeostasi: 
i sistemi fisiologici normalmente si com¬ 
portano in modo da ridurre la variabilità 
e mantenere costanti le funzioni interne. 

Secondo questa teoria sviluppata da 
Walter B. Cannon della Harvard Medi¬ 
cai School, qualsiasi variabile fisiologi¬ 
ca, inclusa la frequenza cardiaca, do¬ 
vrebbe ritornare al suo stato stazionario 
dopo essere stata perturbata. II principio 
dell’omeostasi suggerisce che le varia¬ 
zioni della frequenza cardiaca sono sem¬ 
plicemente risposte transitorie a un am¬ 
biente oscillante. Si potrebbe ragione¬ 


volmente immaginare che, nella malat¬ 
tia o nella vecchiaia, l’organismo perda 
la capacità di mantenere una frequenza 
cardiaca costante a riposo e che quindi 
la variabilità aumenti. 

Ma le cose si presentano altrimenti a 
chi misuri scrupolosamente i normali in¬ 
tervalli tra battiti cardiaci e li registri in 
tutto l’arco di una giornata. La serie tem¬ 
porale ottenuta sembra irregolare e, 
a prima vista, completamente casuale. 
Esaminando però il grafico a differenti 
scale temporali, emergono alcune carat¬ 
teristiche. Se ci si concentra sulla serie 
temporale relativa all'arco di poche ore, 
si riscontrano fluttuazioni più rapide, le 
cui escursioni e la cui sequenza sembra¬ 
no in qualche modo simili a quelle tro¬ 
vate in serie temporali più lunghe. A sca¬ 
le temporali ancora più ristrette (minu¬ 
ti), è possibile osservare fluttuazioni an¬ 
cora più rapide che sembrano sempre 
molto simili aH'andamento iniziale. 


Le fluttuazioni tra battiti contigui in 
scale temporali differenti appaiono au¬ 
tosimili, esattamente come le ramifica¬ 
zioni di un frattale geometrico. Questo 
risultato suggerisce che i meccanismi di 
controllo della frequenza cardiaca pos¬ 
sano essere intrinsecamente caotici. In 
altre parole, la frequenza può oscillare 
considerevolmente, anche in assenza di 
stimoli esterni oscillanti, anziché portar¬ 
si a un omeostatico stato stazionario. 

U n metodo per stabilire se le variazio¬ 
ni nella frequenza cardiaca siano 
caotiche o periodiche è quello di calco¬ 
lare lo spettro di Fourier della serie tem- 
p)orale. Lo sp>ettro di Fourier di una for¬ 
ma d’onda qualsiasi (come una serie 
temporale) rivela la presenza di compo¬ 
nenti periodiche. Se una serie temporale 
mostra una frequenza cardiaca di un bat¬ 
tito esatto al secondo, lo spettro relativo 
sarebbe costituito da un unico picco si¬ 
tuato alla frequenza di un battito al se¬ 
condo. D’altra parte, una serie tempo¬ 
rale di battiti cardiaci caotici dovrebbe 
generare uno spettro costituito sia da 
picchi larghi, sia da altri picchi non me¬ 
glio connotati. In realtà l’analisi spettra¬ 
le della frequenza cardiaca normale mo¬ 
stra un ampio spettro che ricorda una 
situazione caotica. Un altro strumento 
(>er analizzare le dinamiche di sistemi 
complessi non lineari è la rappresenta¬ 
zione nello spazio delle fasi o spazio de¬ 
gli stati. Questa tecnica segue i valori 
delle variabili indipendenti che cambia¬ 
no nel tempo. Il numero e il tipo delle 
variabili indipendenti è tipico di ogni sin¬ 
golo sistema (si veda l’articolo // caos di 
James P. Crutchfield, J. Doync Farmer, 
Norman H. Packard e Robert S. Shaw 
in «Le Scienze» n. 222, febbraio 1987). 

Il gran numero di variabili indipen¬ 
denti presenti in molti sistemi complessi 
le rende non immediatamente identifi¬ 
cabili e misurabili. Per tali sistemi la rap¬ 
presentazione nello spazio delle fasi può 
essere realizzata usando il metodo delle 
delay maps (dette anche return maps^ 
ndt\. Nella più semplice delay map l’a¬ 
scissa di ogni punto corrisponde al valore 
di una variabile in un certo istante men¬ 
tre l’ordinata crea il valore della stessa 
variabile dopo un ritardo costante. Una 
serie di questi punti in tempi successivi 
delinea una curva o traiettoria che de¬ 
scrive l’evoluzione del sistema. 

Per identificare il tipo di sistema dina¬ 
mico, caotico o periodico, si determina¬ 
no le traiettorie per differenti condizioni 
iniziali. Successivamente si cerca un at¬ 
trattore, una regione dello spazio delle 
fasi che attrae le traiettorie. 

Il tipo più semplice di attrattore è il 
punto fisso. Esso descrive un sistema - 
come un pendolo smorzato - che evolve 
sempre verso un singolo stato. Nello spa¬ 
zio delle fasi vicino aU’attrattore a punto 
fisso tutte le traiettorie convergono ver¬ 
so quel singolo punto. 

Una forma più complicata di attratto- 
re è il ciclo limite. Esso corrisponde a un 
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sistema - come un pendolo ideale senza 
attriti - che evolve verso uno stato perio¬ 
dico. Nello spazio delle fasi vicino al ci¬ 
clo limite le traiettorie seguono un per¬ 
corso regolare che può essere circolare o 
ellittico. 

Altri attrattori, definiti semplicemen¬ 
te «attrattori strani», descrivono sistemi 
che non sono né statici né periodici. Nel¬ 
lo spazio delle fasi vicino a un attrattore 
strano, due traiettorie che presentano 
condizioni iniziali praticamente identi¬ 
che divergono rapidamente e su lunghe 
distanze temporali divengono molto dif¬ 
ferenti. Un sistema la cui descrizione 
presenta attrattori strani è caotico. 


Abbiamo recentemente analizzato la 
rappresentazione dello spazio delle 
fasi per il battito cardiaco normale. I ri¬ 
sultati mostrano un comportamento più 
simile a un attrattore strano che non a un 
attrattore periodico, caratteristico di un 
processo realmente regolare. Queste os¬ 
servazioni concordano con le indagini 
cliniche che hanno dimostrato come la 
dinamica di un battito cardiaco normale 
possa essere caotica. 

Il meccanismo responsabile di una va¬ 
riabilità caotica nella frequenza cardiaca 
deirindividuo sano nasce probabilmente 
entro il sistema nervoso. Il nodo senoa- 
triale (il pacemaker naturale del cuore) 


riceve il segnale dalla parte involontaria 
del sistema nervoso, il sistema nervoso 
autonomo; questo, a sua volta, ha due 
componenti principali: il sistema para- 
simpatico e quello simpatico. La stimo¬ 
lazione parasimpatica diminuisce la fre¬ 
quenza di scarica delle cellule del nodo 
senoatriale, mentre una stimolazione 
simpatica ha l’effetto opposto. Queste 
due componenti agiscono come un con¬ 
tinuo tiro alla fune sul pacemaker. Le 
fluttuazioni della frequenza cardiaca nei 
soggetti sani sono il risultato di questo 
continuo alternarsi di stimoli. 

Recentemente alcuni ricercatori, tra i 
quali Richard J. Cohen e colleghi del 
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La frequenza cardiaca viene qui mostrata in grafici delle serie tem¬ 
porali (a sinistra)^ in spettri di Fourier {al centro) e in rappresen¬ 
tazioni nello spazio delle fasi (a destra). Una frequenza registrata 13 
ore prima di un arresto {in alto) è quasi costante: lo spettro è piatto 
e la traiettoria nello spazio delle fasi fa pensare a un attrattore a 


punto fìsso. Una frequenza che precede di otto giorni una morte 
cardiaca improvvisa {al centro) è abbastanza periodica: nello spet¬ 
tro vi è un solo picco e nello spazio delle fasi si ha traiettoria a ciclo 
limite. La frequenza di un cuore sano {in basso) appare erratica: 
ha spettro allargato e una traiettoria del tipo ad attrattore strano. 
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1 neuroni sono un esempio di struttura frattale. Il corpo cellulare si ramifìca in dendriti che 
si ramifìcano a loro volta. Questa struttura può essere correlata al caos nel sistema nervoso. 


Massachusetts Institute of Technology, 
hanno quantificato la riduzione della va¬ 
riabilità del battito cardiaco a seguito di 
un intervento di trapianto cardiaco nel 
corso del quale le fibre nervose del siste¬ 
ma autonomo vengono recise. 

Osservazioni compiute in diversi labo¬ 
ratori suggeriscono che il caos è una ca¬ 
ratteristica normale di altre componenti 
del sistema nervoso. Gottfried Mayer- 
-Kress al Los Alamos National Labora- 
tory, Paul E. Rapp del Medicai College 
of Pennsylvania e Agnes Babloyantz e 
Alain Destexhe dell’Università libera di 
Bruxelles hanno analizzato gli elettroen¬ 
cefalogrammi di Rovani soggetti sani e 
hanno trovato chiare prove di caos nel 
sistema nervoso. 

Otto E. Ròssler e i suoi colleghi del¬ 
l’Università di Tùbingen hanno anche 
scoperto segni di caos in componenti del 
sistema nervoso responsabili della secre¬ 
zione ormonale. Essi hanno analizzato 
le variazioni temporali del livello ormo¬ 
nale in soggetti sani e hanno trovato si¬ 
tuazioni a quanto pare caotiche. 

Altri ricercatori hanno simulato l’in¬ 
terazione tra cellule nervose, per mo¬ 
strare come possa esordire il caos. Wal¬ 
ter J. Freeman all’Università di Califor¬ 
nia a Berkeley ha dimostrato come il 
caos possa instaurarsi in un modello del 
sistema olfattivo. Il modello comprende 
un anello a retroazione fra i neuroni e un 
ritardo nei tempi di risposta. Preceden¬ 
temente, Leon Glass e Michael C. Mac- 
key della McGill University avevano ri¬ 
conosciuto l’importanza dei ritardi tem¬ 
porali per la produzione di caos. 

Per quale motivo la frequenza cardia¬ 
ca e altri sistemi controllati dal sistema 
nervoso dovrebbero avere dinamiche 
caotiche? Probabilmente perché tali di¬ 
namiche offrono vantaggi funzionali. I 
sistemi caotici agiscono in un ampio 
spettro di condizioni e pertanto sono 
adattabili e flessibili; queste caratteristi¬ 
che consentono ai sistemi di rispondere 
alle necessità poste da un ambiente im¬ 
prevedibile e in continua modificazione. 

Molte patologie mostrano un aumen¬ 
to di periodicità e una diminuzione di 
variabilità. Le prime indicazioni del fat¬ 
to che perfino un cuore sul punto di fer¬ 
marsi può comportarsi con periodicità 
vengono dall’analisi di Fourier su forme 
d’onda di elettrocardiogrammi durante 
tachicardia parossistica o fibrillazione 
ventricolare, ritmi molto rapidi che assai 
frequentemente portano aH’arresto car¬ 
diaco. Verso la metà degli anni ottanta, 
Raymond E. Ideker e i suoi colleghi alla 
Duke University School of Medicine re¬ 
gistrarono le forme d’onda associate a 
fibrillazione ventricolare negli strati più 
interni del cuore di un cane. Essi riscon¬ 
trarono che l’attività fibrillatoria all’in¬ 
terno del cuore è un fenomeno molto più 
periodico di quanto si ritenesse. 

Nel 1988, due di noi (Goldberger e 
Rigney) hanno condotto uno studio re¬ 
trospettivo sugli elettrocardiogrammi di 
persone che avevano avuto gravi patolo¬ 


gie cardiache. Si scoprì che la frequenza 
cardiaca di tali pazienti spesso diventava 
meno variabile del normale in un mo¬ 
mento qualsiasi, da minuti a mesi, prima 
della morte per arresto cardiaco. In certi 
casi la variabilità globale della frequenza 
cardiaca era ridotta; in altri compariva¬ 
no oscillazioni periodiche della frequen¬ 
za che poi si interrompevano improvvi¬ 
samente. In modo quasi identico, il si¬ 
stema nervoso può mostrare perdita di 
variabilità e insorgenza di periodicità pa¬ 
tologiche in disordini come l’epilessia, il 
morbo dì Parkinson e la sindrome ma¬ 
niaco-depressiva. Inoltre, mentre in sog¬ 
getti sani il conteggio dei globuli bianchi 
è stato visto variare caoticamente da un 
giorno all’altro, si è osservato che in certi 
casi di leucemia il numero di globuli 
bianchi oscilla con periodicità. 

L’andamento periodico in relazione 
alla malattia e quello apparentemente 
caotico in relazione alla salute non im¬ 
plicano che tutte le patologie siano asso¬ 
ciate a un aumento della regolarità. In 
certe aritmie cardiache il polso è così va¬ 
riabile che lo stesso paziente si lamenta 
delle cosiddette palpitazioni. Alcuni fra 
questi eventi rappresentano oscillazioni 
che sembrano irregolari, ma a un esame 
più attento si rivelano periodiche. 

In altre aritmie il battito cardiaco è in 
effetti imprevedibile. Tuttavia nessuna 
di queste patologie irregolari si è dimo¬ 
strata un esempio di caos non lineare, 
per quanto le pulsazioni possano sem¬ 
brare «caotiche» in senso colloquiale. 

In conclusione, la fisiologia sembra 
uno dei settori più promettenti per lo 
studio dei frattali e del caos, e di altri tipi 


di dinamiche non lineari. I fisiologi han¬ 
no bisogno dì sviluppare una migliore 
comprensione di come i processi di svi¬ 
luppo possano portare alla formazione 
di architetture frattali e di come i proces¬ 
si dinamici che si svolgono aH’intemo del 
corpo umano generino caos apparente. 

Nel prossimo futuro gli studi sui frat¬ 
tali e sul caos applicati alla fisiologia po¬ 
tranno fornire metodi più sensibili per 
caratterizzare le disfunzioni dovute a 
vecchiaia, malattia o sostanze tossiche. 
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I frattali e le linee suturali 
delle ammoniti 


L'evoluzione delle linee suturali delle ammoniti verso forme frattali, 
vascolari e peaniane ha reso più efficiente la distribuzione degli sforzi 
sulla conchiglia aumentando la sua resistenza alla pressione idrostatica 


di Giuseppe Damiani 


A molte persone sarà capitato 
di osservare delle strane for¬ 
me a spirale pietrificate in al¬ 
cune stratificazioni di rocce sedimenta¬ 
rie o esposte nelle vetrine di un museo 
oppure nelle illustrazioni di qualche li¬ 
bro. Si tratta dei resti fossili delle con¬ 
chiglie di molluschi marini della classe 
dei cefalopodi e più precisamente delle 
sottoclassi dei nautiloidi, di cui esistono 
ancora oggi rappresentanti viventi del 
genere Nauiilus, e degli ammonoidi, 
chiamati più comunemente ammoniti, 
che sono i più diffusi e caratteristici ma¬ 
crofossili di invertebrati del Mesozoico e 
che si estinsero in massa nel Cretaceo, 
circa 60 milioni di anni or sono (si veda 
Tarticolo L*estinzione delle ammoniti di 
Peter Ward in «Le Scienze» n. 184, di¬ 
cembre 1983). Nautiloidi e ammoniti 
erano dotati di una conc4ìiglia esterna 
costituita prevalentemente da carbonato 
di calcio, dalla forma di un cono senza 
base avvolto a spirale, che spesso si è 
conservata molto bene fossilizzandosi. 

Solo pochi dei più curiosi e attenti os¬ 
servatori avranno notato la presenza su 
queste conchiglie fossili di strane linee, 
che nelle ammoniti possono anche esse¬ 
re molto complesse. Queste linee vengo¬ 
no chiamate «linee suturali» o «lobali» e 
sono molto studiate dai paleontologi 
perché, data la loro complessità e speci¬ 
ficità. sono di grande importanza per la 
classificazione e la determinazione delle 
relazioni filogenetiche dei nautiloidi e 
delle ammoniti. Le linee suturali sono 
visibili solo nei modelli interni fossili del¬ 
le conchiglie, dato che sono formate dal¬ 
l’intersezione tra suddivisioni interne 


della conchiglia, i setti, e la sua superfi¬ 
cie interna. I setti suddividono in camere 
la parte apicale della conchiglia, la co¬ 
siddetta camera d’aria o fragmocono, in 
cui era presente del liquido o del gas 
mentre il corpo dell'animale si trovava 
nella parte della conchiglia rivolta verso 


l’apertura, la camera d'abitazione. Nel 
corso dello sviluppo, l’animale si sp>osta- 
va verso l’apertura della conchiglia, il cui 
bordo si accresceva in modo continuo, e 
formava una nuova camera del fragmo¬ 
cono secernendo un setto per mezzo di 
un tessuto, il mantello. 1 setti delle ca¬ 
mere del fragmocono sono attraversati 
da un piccolo tubo, il sifone, nel cui 
interno si trovavano i tessuti che con¬ 
trollavano il riempimento o lo svuota¬ 
mento di liquidi o di gas presenti nelle 
camere. 

Le conchiglie dei nautiloidi e delle am¬ 
moniti differiscono per la posizione del 
sifone, per le diverse morfologie del gu¬ 
scio esterno, che nelle ammoniti sono 
molto più eterogenee, e soprattutto per 
quel che riguarda i setti, che nelle am¬ 
moniti si ripiegano in superfici anticlasti¬ 
che diventando sempre più ondulati e 
frastagliati a mano a mano che si avvici¬ 
nano alla parete interna del guscio dove 
si inseriscono producendo linee suturali 
che in genere aumentano di complessità 
con il procedere dell’ontogenesi e della 
filogenesi. 

Q uali meccanismi e principi costrutti¬ 
vi possono aver generato le regola¬ 
rità geometriche costantemente presenti 
neH’architettura dell’incredibile varietà 
di forme delle conchiglie di ammoniti? 
L'evoluzione dei cefalopodi con conchi¬ 
glia esterna, come quella di ogni altro 
organismo vivente, è il risultato dei pro¬ 
cessi di mutazione e ricombinazione del¬ 
l'informazione genetica che generano la 
variabilità su cui possono agire i processi 
di selezione naturale. Talvolta compaio¬ 
no individui con caratteristiche nuove 
che riescono a sopravvivere e a riprodur¬ 
si con maggiore successo degli altri mem¬ 
bri della po|X)lazione, che perciò posso¬ 
no essere soppiantati dai nuovi arriva¬ 
ti. Questi meccanismi evolutivi portano 
con il passare del tempo allo sviluppo di 


organismi e organi sempre più comples¬ 
si, specializzati ed efficienti: si stabilisco¬ 
no così delle strette corrispondenze tra 
strutture e funzioni. 

Anche la forma dei viventi si evolve in 
modo da raggiungere una sempre mag¬ 
giore efficienza funzionale e il massimo 
grado di adattamento alle forze cui essi 
sono sottoposti. Perciò si dovrebbe pre¬ 
sumere che, come sosteneva il naturali¬ 
sta inglese D'Arcy W. Thompson nel 
suo libro uscito nel 1917 Crescita e forma 
(edizione italiana Boringhieri, Torino, 
1969) «le forme sono un diagramma del¬ 
le forze». La simmetria bilaterale, pre¬ 
sente anche nei cefalopodi, è un buon 
esempio di una caratteristica comune a 
diversi organismi viventi la cui afferma¬ 
zione nel corso dell’evoluzione è stata 
determinata da adattamenti funzionali: 
per un organismo di certe dimensioni 
esiste una forte differenza tra sopra e 
sotto, determinata dalla gravità, e tra da¬ 
vanti e dietro, dovuta alla locomozione, 
mentre i lati destro e sinistro del suo 
ambiente presentano gli stessi tipi di 
stimoli. 

Molti ricercatori non sono d'accordo 
con la pretesa di spiegare tutta l'evolu¬ 
zione in termini di correlazioni tra strut¬ 
tura e funzione. Alcuni di loro sostengo¬ 
no che l'adattamento è solo una compo¬ 
nente secondaria dei processi evolutivi 
rispetto ad altri meccanismi meno deter¬ 
ministici. Se quest’ipotesi fosse vera, 
molte caratteristiche ereditarie sarebbe¬ 
ro prive di significato funzionale e si 
affermerebbero o perché «portate a ri¬ 
morchio» da altre su cui invece agisce la 
selezione naturale, o per fenomeni ca¬ 
suali di deriva genetica. Processi del ge¬ 
nere hanno sicuramente una notevole 
importanza per quel che riguarda l'evo¬ 
luzione molecolare, ma è difficile stabi¬ 
lire quale peso abbiano avuto sull'evolu¬ 
zione della morfologia degli organismi 
viventi pluricellulari e dei loro organi. 
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Le fotografie mostrano due esempi delle li¬ 
nee suturali complesse che caratterizzano le 
ammoniti giurassiche. In alto si vedono 
conchiglie fossili del genere Lytoceras^ vis¬ 
sute circa 145 milioni di anni fa nel Titoni- 
co. trovate sulla vetta del Monte Acuto nel- 
TAppennino centrale umbro-marchigiano. 
In questi esemplari la conchiglia esterna è 
solo parzialmente conservata: dove questa 
è assente si notano le complesse linee sutu¬ 
rali del miKlello interno, formatosi per la 
solidificazione dei sedimenti fangosi che 
avevano riempito le conchiglie. Nell’esem¬ 
plare in alto a destra è visibile la linea su¬ 
turale dell’ultimo setto che separava il 
fragmocono settato, pieno di gas, dalla ca¬ 
mera d’abitazione dove si trovava il corpo 
dell’animale. La fotografia a destra mostra 
il modello interno di un’ammonite del ge¬ 
nere Calliphylloceras vissuta circa 165 mi¬ 
lioni di anni fa nel Toarciano e trovata sul 
Monte Catria nell’Appennino centrale um¬ 
bro-marchigiano. Questi animali con linea 
suturale complessa, elevato grado di rico¬ 
primento da parte dell'ultimo giro e camera 
d’abitazione lunga mezzo giro avevano una 
buona resistenza alla pressione idrostatica, 
forma idriKlinamica e assetto stabile e quin¬ 
di dovevano essere buoni nuotatori, adat¬ 
tati a vivere anche a notevoli profondità. 



Questo perché spesso è difficile decidere 
se non esiste un significato funzionale 
per una certa struttura oppure se, più 
semplicemente, tale significato ci è sco¬ 
nosciuto a causa della limitatezza delle 
nostre conoscenze. 

Il ruolo dell'adattamento nell’evolu¬ 
zione morfologica della conchiglia dei 


nautiloidi e delle ammoniti è stato ogget¬ 
to di molti studi da parte di numerosi 
ricercatori e in particolare la questione 
relativa alla funzione dei setti e delle cor¬ 
rispondenti linee di sutura rappresenta 
uno degli argomenti più controversi ed 
enigmatici della paleontologia degli in¬ 
vertebrati. Per esempio il paleontologo 


Emanuele Padoa scrive nel suo libro Sto- 
ria della vita sulla Terra (Feltrinelli, Mi¬ 
lano, 1959) che «senza dubbio nelle sue 
linee generali l’evoluzione è andata da 
forme a sutura semplice verso forme a 
sutura complessa», ma non riesce a de¬ 
cidere se «le complicazioni dei margini 
settali, le carenature e le nodosità del 
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guscio rappresentano caratteri su cui ha 
fatto presa la selezione naturale diretta- 
mente, o caratteri correlati, cioè portati 
a rimorchio da altri, a loro volta favoriti 
dalla selezione» e conclude affermando 
che «siamo ancora e probabilmente re¬ 
steremo sempre alFoscuro del determi¬ 
nismo dei caratteri di sutura dei setti e di 
forma e ornamentazione della conchiglia 
delle ammoniti fossili, per potervi ap¬ 
poggiare sopra la teoria razionalmente 
ineccepibile della selezione naturale». 

Secondo Stephen J. Gould della Har¬ 
vard University esisterebbe una diffe¬ 
renza tra fenomeni di microevoluzione, 
limitati alle popolazioni, nei quali agisce 
la selezione naturale, e fenomeni di ma¬ 
croevoluzione, nei quali la selerione na¬ 
turale ha un'importanza secondaria ri¬ 
spetto ad altri processi come quelli che 
portano a un rapido ed elevato ritmo di 
speciazione. Gould considera l'evoluzio¬ 
ne delia linea di sutura delle ammoniti 
una prova a favore di questa ipotesi. In¬ 
fatti, secondo Gould, la tendenza della 
linea di sutura a passare da forme sem¬ 


plici ad altre sempre più complesse non 
è correlata ad alcun chiaro vantaggio 
funzionale. 

La maggior parte dei biologi e dei pa¬ 
leontologi non è d'accordo con queste 
affermazioni di Gould. Diversi ricerca¬ 
tori hanno proposto che la struttura dei 
setti sia utile per l'inserzione dei muscoli 
alla conchiglia, o per la respirazione, o 
per il trasporto del liquido camerale, o 
per aumentare la resistenza della conchi¬ 
glia alla pressione idrostatica. Quest'ul- 
tima ip>otesi, formulata per la prima vol¬ 
ta da Richard Owen nel 1843, è la più 
antica e anche la più ragionevole e suf¬ 
fragata dai fatti. Infatti le conchiglie con 
linee suturali complesse in genere hanno 
le pareti e i setti più sottili di quelle dello 
stesso diametro con linee suturali sem¬ 
plici e perciò sono meno pesanti rispetto 
a queste ultime. Secondo quanto propo¬ 
sto dal paleontologo tedesco E. Pfaff nel 
1911 e da Gerd E. G. Westermann della 
McMaster University di Hamilton nel 
1975, l'evoluzione della linea suturale 
avrebbe contribuito ad aumentare la re¬ 


sistenza della conchiglia alla pressione 
che l'acqua marina esercitava sull'ultimo 
setto, dove era trasmessa dal corpo del- 
Tanimale, e sulle pareti esterne della 
conchiglia. 

U na notevole quantità di informazio¬ 
ni sulle possibili funzioni della con¬ 
chiglia dei nautiloidi e delle ammoniti è 
stata ottenuta da numerose ricerche con¬ 
dotte sui cefalofxxii viventi dei generi 
Nautilus, Spirula, Sepia e Argonauta che 
possiedono strutture almeno in parte 
analoghe a quelle dei loro parenti fossili. 

La principale funzione della lunga 
conchiglia conica diritta dei nautiloidi 
primitivi che vivevano sul fondo era pro¬ 
babilmente quella dì protezione dai pre¬ 
datori. Un lungo cono è però ingom¬ 
brante e poco manovrabile. Per ovviare 
a questi inconvenienti è sufficiente av¬ 
volgerlo in modo da ottenere una spirale 
logaritmica. In seguito la parte concame¬ 
rata della conchiglia, il fragmocono, di¬ 
ventò un importante organo di galleggia¬ 
mento il cui grado di riempimento con 








Nèngono mostrali 1 primi quattro stadi di crescita di una linea di 
Koch {a sinistra) e di un'altra linea simile {a destra). A ogni stadio 
del procedimento al calcolatore vengono ripetute le medesime istru¬ 
zioni: la parte centrale di ciascun segmento viene sostituita con una 


punta i cui due lati formano un angolo che è pari a 60 gradi per la 
linea di KcK:h e minore per l'altra. Dal momento che ha una punta 
più stretta, questa seconda linea ha una maggiore dimensione frat¬ 
tale, che corrisponde a un maggior grado di ricoprimento del piano. 
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gas e liquidi, regolato dai tessuti presenti 
nel sifone, permetteva di ottenere varia¬ 
zioni della densità dell’animale rispetto 
a quella dell’acqua marina neH'ambientc 
circostante. Questo procedimento, an¬ 
cor o^i utilizzato dal Nautilus, consen¬ 
tiva di vivere a qualsiasi profondità e di 
compiere spostamenti verticali (si veda 
l'articolo II galleggiamento del nautilo di 
Peter Ward, Lewis Greenwald e Olive 
E. Greenwald in «Le Scienze» n. 148, 
dicembre 1980). Per potersi muovere in 
acqua mantenendo un assetto stabile è 
inoltre importante che il punto di appli¬ 
cazione delle forze attrattive gravitazio¬ 
nali, il baricentro dell’animale, si trovi al 
di sotto del punto di applicazione della 
spinta idrostatica. La stabilità è tanto 
maggiore quanto più i due punti sono 
distanti fra loro. Questo si verifica nelle 
forme avvolte a spirale quando la came¬ 
ra d'abitazione occupa solo la metà del¬ 
l'ultimo giro. Altre caratteristiche che 
aumentano l’idrodinamicità della con¬ 
chiglia, come l’appiattimento laterale e 
la presenza di carenature, sono adatta¬ 


menti per una locomozione più efficien¬ 
te e, assieme a una buona stabilità, sono 
caratteristiche delle specie che probabil¬ 
mente erano buone nuotatrici. Orna¬ 
mentazioni complesse della conchiglia 
come coste, spine e tubercoli si trovano 
frequentemente in forme con assetti po¬ 
co stabili e potrebbero aver avuto una 
funzione mimetica o di difesa in specie 
poco adatte al nuoto che vivevano sui 
fondali. 

Diversi gradi di adattamento al nuoto 
o all’ambiente in cui le ammoniti viveva¬ 
no possono aver prodotto l’incredibile 
varietà di forme e di ornamentazione del 
guscio esterno di questi animali. In tutti 
i casi però la conchiglia ha una forma 
conica, diritta o avvolta a spirale. Il mo¬ 
tivo della conservazione di questa parti¬ 
colare geometria dipende dal fatto che la 
forma conica è una delle poche compa¬ 
tibili con la crescita dell’animale. Per 
esempio, un guscio a forma di sfera si 
può ingrandire soltanto attraverso pro¬ 
cessi di demolizione e ricostruzione che 
richiedono un inutile dispendio di ener¬ 


gia. Altre forme geometriche oltre al co¬ 
no, come un parallelepipedo o un cilin¬ 
dro, possono accrescersi per aggiunta di 
nuovo materiale sui bordi, ma solo il co¬ 
no in questo processo conserva le pro¬ 
porzioni iniziali. Come ha notato D'Ar- 
cy W. Thompson «è caratteristico del¬ 
l’accrescimento delle corna, delle con¬ 
chiglie e di altre forme organiche in cui 
è possibile riconoscere una spirale loga¬ 
ritmica che ogni successivo incremento 
di accrescimento è simile, similmente in¬ 
grandito e similmente situato rispetto al 
precedente ed è di conseguenza gnomo¬ 
ne dell’intera struttura preesistente». Il 
termine gnomone venne creato da Ero- 
ne di Alessandria che, riprendendo un 
concetto di Aristotele, definì uno gno¬ 
mone qualsiasi figura che aggiunta a 
un'altra conservasse la similitudine fra la 
figura risultante e quella originaria. Ci 
imbattiamo a questo punto per la prima 
volta nel concetto di invarianza di scala: 
vale a dire la proprietà di un oggetto di 
pi^ssedere la medesima struttura a scale 
diver.se. 
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Tutte le linee mostrate in questa illustrazione, che hanno dimen- nuove punte di scala sempre più ridotta; esse risultano localiz 7 .ate 

sione frattale con un valore uguale o vicino a due, possono e.ssere nelle regioni centrali della punta preesistente nella linea di Cesaro 

generate al calcolatore attraverso la ripetizione di semplici istru- (a), in posizione asimmetrica nella linea di Mandeibrot {b) e al- 

zioni. A ciascuno stadio di crescita da ogni punta si generano due l'estremità nelle linee con ramificazioni a forma di albero (c, d). 
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R elazioni che dipendono dalla scala 
hanno profonde implicazioni per la 
fisiologia degli organismi viventi. Consi¬ 
deriamo per esempio il classico proble¬ 
ma, affrontalo per la prima volta da Ga¬ 
lileo Galilei, deirincremento della mas¬ 
sa di un organismo che cresce al cubo, 
proporzionalmente al suo volume, men¬ 
tre la sua superficie cresce solo al qua¬ 
drato. Un ingrandimento di questo tipo 
è chiamato ingrandimento lineare per¬ 
ché rispetta le proporzioni fra le lun¬ 
ghezze, ma non conserva le proporzioni 
tra volumi e superfici. Un sistema che 
consente di mantenere invariato il rap¬ 
porto tra volume e superficie, necessario 
per esempio per gli scambi gassosi, è rap¬ 
presentato dallo sviluppo di superfici 
esterne o interne molto irregolari, come 
il fogliame di un albero o le ramificazioni 
di un polmone. Ogni volta che un ani¬ 
male aumenta le proprie dimensioni è 
perciò costretto a risolvere nuove esi¬ 
genze funzionali. 

Anche le ammoniti durante la crescita 
dovettero affrontare problemi struttura¬ 
li, soprattutto per quanto riguarda la re¬ 
sistenza del fragmocono pieno di gas alla 
pressione idrostatica che nelPacqua au¬ 
menta di circa un bar ogni dieci metri di 
profondità. 

Un’analisi particolareggiata dei prin¬ 
cipi meccanici coinvolti nella statica del¬ 
la conchiglia delle ammoniti è stata pub¬ 
blicata nel 1987 da Roger A. Hewitt. an¬ 
ch’egli della McMasler University di 
Hamilton, e Weslermann. 

È possibile valutare la resistenza della 
conchiglia alla pressione idrostatica uti¬ 
lizzando alcuni principi della scienza del¬ 
le costruzioni che studia la distribuzione 
delle forze nelle strutture. Per evitare 
che una determinala struttura si rompa 
è necessario che la risultante degli sforzi 
in ogni punto non superi il limite di de¬ 
formazione elastica del materiale di cui 


è costituita. Quindi, maggiore era la 
quantità di materiale della conchiglia in 
cui si distribuivano le diverse sollecita¬ 
zioni e maggiore era la sua resistenza. 
D’altra parte il fragmocono, essendo un 
organo di galleggiamento, doveva avere 
la più bassa densità possibile e perciò 
doveva ricoprire il massimo volume di 
gas con il minimo pe.so di conchiglia. Per 
realizzare una struttura che, a parità di 
materiale impiegato, sia la più resistente 
possibile bisogna fare in modo che gli 
sforzi siano distribuiti uniformemente in 
ogni elemento. Questo concetto è e- 
spresso da Galileo nei suoi Dialoghi per 
bocca di Sagredo: «Sarebbe una bella co¬ 
sa se si potesse conoscere la forma da 
dare ad un solido per renderlo ugual¬ 
mente resistente in ogni suo punto e per 
ottenere che un carico, posto nel suo 
mezzo, non produca una fattura più fa¬ 
cilmente che se fosse in qualsivoglia altro 
punto.» Nel caso delle bolle di sapone o 
di un campo di forze originato da una 
carica puntiforme questa forma è quella 
di una sfera. Invece le ammoniti avevano 
un guscio a forma di cono avvolto a spi¬ 
rale sottoposto a una pressione di uguale 
intensità e normale alla sua superficie. 

La simmetria radiale della conchiglia 
ci permette di considerare uno degli assi 
che uniscono l’apice del cono con un 
punto situato sul perimetro della sua ba¬ 
se come un elemento assiale paragona¬ 
bile a una trave incastrata agli estremi e 
sotto|X)sta a un carico uniforme. Questa 
struttura tende a compensare gli sforzi di 
trazione trasformandoli in parte in sforzi 
di compressione. Dato che in un elemen¬ 
to di questo tipo una parte delle tensioni 
viene scaricata sulle strutture che lo so¬ 
stengono alle estremità, gli sforzi sono 
più intensi nelle zone centrali e tendono 
a fargli assumere il caratteristico ripiega¬ 
mento ad arco descritto da Eulero. Le 
sollecitazioni flettenti crescono con il 


quadrato della dimensione lineare del¬ 
l’elemento assiale e perciò impongono 
severe limitazioni alle dimensioni della 
conchiglia delle ammoniti. Queste limi¬ 
tazioni possono essere superate grazie a 
una serie di strutture di sostegno perpen¬ 
dicolari alla superficie della conchiglia: i 
setti. Come un pcmte è tanto più robusto 
quanto maggiore è il numero dei pilastri 
che lo sostengono, così una conchiglia 
sarà tanto più robusta quanto maggiore 
sarà il numero dei setti. Chiaramente ol¬ 
tre un certo limite l’aumento di peso do¬ 
vuto al materiale impiegato per la co¬ 
struzione del setto non viene più com¬ 
pensato dal consentito guadagno di ma¬ 
teriale sul guscio esterno. 

Per riuscire a coprire il massimo volu¬ 
me con la minima quantità di materiale 
si possono ricoprire i giri precedenti con 
l’ultimo giro. Un ulteriore miglioramen¬ 
to strutturale della conchiglia si ottiene 
cunando il setto. Infatti ogni diametro 
di setto è equivalente a un elemento as¬ 
siale e tende a incurvarsi. Contribuisce a 
quest’incurvamento anche la pressione 
idrostatica esercitata suH’ultìmo setto 
tramite il corpo dell’animale. Inoltre la 
curvatura del setto permette che parte 
delle sollecitazioni di compressione nor¬ 
mali al guscio esterno venga distribuita 
tangenzialmente a esso. 

I n genere la forma della conchiglia è 
quella di un cono con la base non per¬ 
fettamente circolare. Ne consegue che la 
distribuzione degli sforzi sulla superficie 
del setto è asimmetrica. È possibile cal¬ 
colare la loro distribuzione semplice- 
mente disegnando uno o più cerchi che 
meglio approssimino il perimetro del 
setto: nei punti in cui questi si incontra¬ 
no, gli sforzi flettenti sono nulli, mentre 
in tutti gli altri il setto è sottoposto a 
sollecitazioni che tendono a piegarlo o 
verso l’apertura della conchiglia o in sen¬ 
so opposto. Si possono visualizzare le 
sollecitazioni presenti sulla superficie di 
un setto mediante un piìlariscopio e una 
membrana di materiale fotoelastico, del¬ 
la stessa forma del setto, sottoposta a 
una pressione uniforme sul suo perime¬ 
tro. Questi sforzi possono essere ridistri¬ 
buiti ripiegando il setto in una superficie 
anticlastica complessa. Come ha dimo¬ 
strato nel 1975 Adolf Seilacher dell’Uni¬ 
versità di Tùbingen mediante simulazio¬ 
ni meccaniche, un setto elastico, libero 
di deformarsi e scorrere con i bordi lun¬ 
go la superficie interna di un cono con 
una sezione ellittica, si disp>one in modo 
da formare una corrispondente linea su¬ 
turale ad andamento sinusoidale con 
flessioni dirette verso l’apertura o la par¬ 
te apicale del cono, chiamate rispettiva¬ 
mente selle e lobi. Linee lobali semplici 
generate da questo tipo di meccanismi 
sono presenti nei nautiloidi e nelle am¬ 
moniti paleozoiche. La morfologia dei 
setti di forme con diversa sezione tra¬ 
sversale varia quasi sempre in funzione 
della distribuzione delle sollecitazioni 
sul setto. Con l’aumentare delle dimen- 



La struttura vascolare raffigurata a sinistra, ottenuta schiacciando una goccia di materia¬ 
le viscoso fra due lastrine di vetri) e sollevando poi queste lentamente, presenta una notevole 
analogia morfologica con quella di destra, generata per mezzo di una simulazione al 
calcolatore. È stato simulato il movimento di 21 particelle disposte inizialmente su una 
circonferenz^a a distanze leggermente diverse e in seguito sottoposte a due forze attrattive, 
una che agiva fra le particelle e un’altra che le attirava verso il centro della circonferenza. 
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sioni dell’animale si verificava una sud- 
divisione dei lobi e delle selle che porta¬ 
va a un aumento del loro numero e della 
loro altezza, in modo che lo spazio tra 
una regione della linea suturale e quelle 
adiacenti tendeva a rimanere costante. 
Le simulazioni meccaniche e i metodi 
\ analitici di calcolo della scienza delle co¬ 

struzioni non sono però sufficienti per 
comprendere l’evoluzione delle com¬ 
plesse lince suturali delle ammoniti me¬ 
sozoiche. Come vedremo, per questo 
scopo sono necessari nuovi strumenti 
matematici e sperimentali. 

'D icordo ancora quando da ragazzo 
durante un’escursione in montagna 
trovai il mio primo fossile, il modello 
interno di un’ammonite, e osservai me¬ 
ravigliato la complessa struttura sottil¬ 
mente ramificata della linea suturale. 
Cercai invano di scoprire se esisteva 
qualche semplice regola per generare li¬ 
nee suturali sino a quando non notai per 
caso, in un vecchio libro di analisi mate¬ 
matica, il disegno di una linea che aveva 
molte caratteristiche in comune con le 
linee suturali. Si tratta di una struttura 
ideata da Helge von Koch nel 1904 che 
veniva definita una mostruosità mate¬ 
matica. in quanto, pur essendo una linea 
continua, non può essere derivata in nes¬ 
sun punto. Approfondendo le ricerche 
su questa linea, nel 1975 venni a cono¬ 
scenza di un libro appena uscito del ri¬ 
cercatore francese Benoit B. Mandel- 
brot, che attualmente lavora al Thomas 
J. Watson Research Center della IBM a 
Yorktown Heights nello Stato di New 
York ed è professore di matematica alla 
Harvard University. In questo libro ve¬ 
niva chiarita la natura della linea di Koch 
e di altri oggetti matematici simili chia¬ 
mati «frattali», che hanno in comune la 
proprietà di essere anche molto com¬ 
plessi e irregolari, ma invarianti rispetto 
alla scala a cui vengono osservati. Utiliz¬ 
zando i principi della geometria frattale, 
nel 1978 scrissi un lavoro in cui spiegavo 
il significato funzionale e il meccanismo 
di formazione delle linee suturali più 
complesse. A quel tempo i frattali erano 
ancora poco conosciuti tanto che non ri¬ 
uscii a convincere quasi nessuno della 
validità delle mie idee. Fortunatamente 
negli ultimi anni la situazione è cambiata 
e vi è stato un notevole interesse verso i 
fenomeni di crescita frattale soprattutto 
da parte di matematici, informatici e fi¬ 
sici (si veda l’articolo Vaccrescimento 
dei frattali di Léonard M. Sander in «Le 
Scienze» n. 223, marzo 1987). 

La crescita di un frattale può essere 
facilmente simulata e rappresentata al 
calcolatore grazie alla ripetizione di sem¬ 
plici istruzioni. Per esempio, la linea di 
Koch viene generata sostituendo la parte 
centrale di una linea con una punta co¬ 
stituita da due lati lunghi un terzo della 
linea originaria che formano tra di loro 
un angolo di 60 gradi. In questo modo si 
ottiene una spezzata costituita da quat¬ 
tro segmenti uguali lunghi un terzo della 



Queste strutture vascolari convergenti sono state ottenute schiacciando gocce di sostanze 
viscose fra due lastrine di vetro che poi sono state sollevate lentamente. Le strutture 
vengono prodotte dalle forze attrattive fra le molecole della sostanza viscosa e dalla sua 
tendenza a collassare lungo il fronte di distacco dai vetri che si sposta verso il centro del¬ 
la goccia. Per ottenere un piacevole effetto estetico e mettere in evidenza le diverse 
morfologie delle ramificazioni sono state utilizzate sostanze diverse per colore e viscosità. 


linea originaria. Ripetendo la stessa ope¬ 
razione su ognuno di questi quattro seg¬ 
menti si ottiene una nuova spezzata più 
complessa formata da 16 piccoli segmen¬ 
ti, lunghi ciascuno un nono della linea 
originaria. Si può procedere in questo 
modo airinfinito ottenendo una linea 
cpn caratteristiche intermedie tra un’en¬ 
tità monodimensionale e una bidimen¬ 
sionale. È possibile quantificare questa 
proprietà dei frattali per mezzo di una 
grandezza chiamata «dimensione fratta¬ 
le», che nel caso della linea di Koch ci dà 


un'idea del suo grado di ricoprimento 
del piano e ha un valore compreso tra 
uno e due. 

Costruendo delle linee simili a quella 
di Koch in cui le punte sulla parte cen¬ 
trale della linea di partenza sono sempre 
più strette e formano angoli sempre più 
piccoli, si possono ottenere frattali con 
un grado di ricoprimento del piano sem¬ 
pre maggiore. Se la punta è talmente 
stretta da essere costituita da un segmen¬ 
to, si ottiene una linea, scoperta dal ma¬ 
tematico Ernesto Cesàro nel 1905, che 
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ha il valore della dimensione fratta¬ 
le uguale a due. Si tratta di una linea 
«peaniana», una entità monodimensio¬ 
nale che ripiegandosi ne ricopre un'altra 
bidimensionale. 

Un'altra interessante categoria di frat¬ 
tali simili alla linea di Koch e analoghi 
alle linee suturali delle ammoniti è stata 
scoperta da Mandelbrot e viene generata 
da meccanismi simili a quelli appena de¬ 
scritti, con la differenza che le punte ol¬ 
tre a essere più o meno strette sono col¬ 
locate su ogni segmento in posizioni 
asimmetriche. Spostando le punte a una 
estremità dei segmenti e cambiandone 
l'inclinazione si ottengono strutture frat¬ 
tali e vascolari a forma di albero. 

U n altro tipo di programmi per calco¬ 
latore che producono frattali analo¬ 
ghi alle linee suturali è costituito dai co¬ 
siddetti «automi cellulari». Si tratta di 
insiemi formati da molti elementi, chia¬ 
mati cellule, che possono avere solo po¬ 
chi stati e interagiscono fra di loro. L'e¬ 
voluzione di un automa cellulare dipen¬ 
de dalla configurazione iniziale delle sue 
cellule e dalle regole per il calcolo dello 
stato di ogni cellula a ogni generazione. 

Un importante programma di questo 
tipo è il modello di aggregazione limitata 
dalla diffusione (dla) sviluppalo nel 
1981 da Thomas A. Witten, Jr., della 
Exxon Research and Engineering Com¬ 
pany e Léonard M. Sander dell'Univer¬ 
sità del Michigan. Questa simulazione al 
calcolatore parte con un singolo elemen¬ 
to al centro di uno spazio delimitato. Le 
particelle vengono introdotte nello spa¬ 
zio una alla volta e si muovono casual¬ 
mente sino a quando si avvicinano abba¬ 
stanza a un'altra particella da rimanerne 
legate. Nella struttura che si forma le 
punte e le zone prive di curvatura hanno 
una maggiore probabilità delle altre re¬ 
gioni di legare altre particelle e perciò 
crescono più in fretta. In questo modo si 
formano frattali irregolari con comples¬ 
se ramificazioni. 

Un altro programma simile al prece¬ 
dente è quello che descrive la formazio¬ 
ne di scariche elettriche in una sostanza 
dielettrica (dbm) sviluppato nel 1983 da 
L. Niemeyer, Luciano Pietronero e H. 
J. Wiesmann del centro di ricerca della 
Brown Boveri & Company di Baden. In 



Lo sviluppo ontogenetico dì parti delle linee 
suturali di Leptoceras studeri (a) e HUdoce^ 
ras lusitanicum (b) del sottordine Ammoni^ 
tino, di Sowerbyceras calypso (c) del sottor¬ 
dine Phylloceratina e di Lytoceras julleti id) 
del sottordine Lytoceratina è confrontato ri¬ 
spettivamente con ì primi tre stadi di cre¬ 
scita di una linea di Koch (a), di una sua 
trasformazione anamoiTica (^, c) e di una 
fusione di due linee di Koch una di fronte 
all'altra. Sono chiare te analogie morfolo¬ 
giche tra le linee suturali delle ammoniti 
mesozoiche e quelle generate al calcolatore. 
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Porzioni delle linee suturali {a sinistra) di Silesiies seranonis (a), Perrinites hilli (^), Kosma- 
ticeras theobaldianum (c) e Sireblites adolphi {d) sono confrontate rispettivamente con 
ramificazioni prodotte dalla diffusione di sostanze viscose in una cella di Hele-Shan {a, b, 
c) o dal loro collasso tra due vetri sollevati lentamente {d). In due casi {b, c) sono presenti 
ramificazioni dendritiche prodotte dall'uso di sostanze viscose con anisotropie a livello 
molecolare. La somiglìanz^a tra le linee suturali e le ramificazioni delle sostanze viscose 
suggerisce resistenz^a di profonde analogìe fra i meccanismi che generano queste strutture. 


questa simulazione la comparsa e la cre¬ 
scita di nuove punte sono regolate da 
diversi parametri. 

Questi automi cellulari generano con¬ 
figurazioni simili a quelle prodotte dalla 
diffusione di un fluido viscoso sotto pres¬ 
sione in un altro fluido di maggiore vi¬ 
scosità con cui non si mescola. L'appa¬ 
rato per studiare sperimentalmente que¬ 
sti fenomeni è chiamato «cella di Hele- 
-Shaw» ed è costituito da un sottile strato 
di fluido viscoso, confinato tra due ve¬ 
tri paralleli, al cui centro attraverso 
un'apertura viene iniettato sotto pressio¬ 
ne un fluido meno viscoso. In certi casi 
questo secondo fluido diffondendosi for¬ 
ma ramificazioni che possono avere di¬ 
verse morfologie, complessità e dimen¬ 
sioni frattali. Quando come fluido a 
maggiore viscosità si usa una sostanza 
nematica a cristalli liquidi che presenta 
anisotropia a livello molecolare, si ve¬ 
rifica una transizione morfologica da 
strutture con ramificazioni casuali ad al¬ 
tre in cui la crescita di nuove punte av¬ 
viene in posizioni regolari e prevedibili, 
dando luogo alla formazione di ramifica¬ 
zioni dendritiche. La simulazione dbm è 
in grado di riprodurre anche questo tipo 
di strutture. 

H o scoperto un altro semplice modo 
per ottenere frattali ramificati, non 
dalla diffusione di fluidi viscosi, ma dal 
loro collasso: è sufficiente schiacciare 
una goccia di una sostanza viscosa fra 
due lastrine di vetro che vengono poi 
separate lentamente. Strutture vascolari 
convergenti vengono prodotte dalle for¬ 
ze attrattive fra le molecole della sostan¬ 
za viscosa e dalla sua tendenza a collas¬ 
sare lungo il suo fronte di distacco dai 
vetri che inizialmente ha la forma circo¬ 
lare del perimetro della goccia e si sposta 
verso il suo centro. Se la velocità con cui 
si sollevano i due vetri viene aumentata, 
si formano diverse zone di separazione 
fra i vetri e la sostanza viscosa che sono 
distribuite casualmente e quindi in modo 
abbastanza uniforme aH'interno della 
goccia. II collasso della sostanza viscosa 
è localizzato lungo queste numerose zo¬ 
ne di distacco che generalmente hanno 
ognuna un fronte iniziale circolare, pro¬ 
vocando una trasformazione della strut¬ 
tura vascolare in un reticolo di polie¬ 
dri irregolari di forma prevalentemente 
pseudoesagonale. 

Ho sviluppato e studiato molti sempli¬ 
ci programmi per calcolatore che produ¬ 
cono strutture ramificate, frattali e va¬ 
scolari che si espandono o si contraggo¬ 
no. Una caratteristica generale di questi 
programmi è che, quando entità distri¬ 
buite uniformemente sono diffuse o con¬ 
centrate da forze repulsive o attrattive, 
si producono rispettivamente strutture 
vascolari divergenti o convergenti. Nelle 
simulazioni che si basano su automi cel¬ 
lulari, la forza repulsiva o attrattiva può 
essere trasmessa da particolari entità che 
funzionano da particelle vettori delle 
forze. Un aspetto molto importante di 


queste simulazioni è che la ripetizione 
di poche regole semplici produce com¬ 
plesse reti multidimensionali partendo 
da semplici entità monodimensionali o 
viceversa. 

T 'utilizzo della geometria frattale e del- 
^ le simulazioni al calcolatore confer¬ 
ma la validità dei modelli proposti da 
Westermann e Pfaff per spiegare l’origi¬ 
ne, la funzione e l'evoluzione dei setti e 
delle linee suturali delle ammoniti. Inol¬ 
tre questo tipo di analisi rivela nuovi 
aspetti del processo di costruzione del 
setto, soprattutto per quel che riguarda 


l'interazione fra elementi genetici ed ele¬ 
menti ambientali. 

Fattori di tipo prevalentemente gene¬ 
tico dovrebbero aver determinato la 
morfologia del guscio esterno, la visco¬ 
sità dei fluidi e dei tessuti a contatto con 
il setto durante la sua costruzione, la sen¬ 
sibilità delle cellule sensoriali agli sforzi 
e la loro disposizione sulla membrana 
del mantello che secerneva il setto. Le 
sollecitazioni sulla conchiglia dovute alla 
pressione idrostatica erano invece ele¬ 
menti di origine ambientale che contri¬ 
buivano a determinare la morfologia del 
setto e della linea lobale. 
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Si può ipotizzare che il setto venisse 
costruito sulla base della risposta delle 
cellule sensoriali a queste sollecitazioni 
generate dalla differenza di pressione. 
Le cellule sensoriali probabilmente non 
erano localizzate solo sulla membrana 
del mantello, ma anche lungo le pareti 
deiruUima camera. Questa ipotesi spie¬ 
ga la relazione esistente fra la morfologia 
del setto e le dimensioni c la forma del 
guscio esterno. I gradienti di sollecita¬ 
zione venivano trasformati in gradienti 
chimici di sostanze diffusibili seccete dal¬ 
le cellule sensoriali. 

È possibile che in qualche caso la pro¬ 
duzione di questi gradienti chimici sia 
stata determinata geneticamente e per¬ 
ciò in modo indipendente dagli stimoli 
ambientali. Ma è difficile pensare a un 
totale determinismo genetico perché in 
uno stesso animale la linea suturale varia 
in relazione a cambiamenti nella dimen¬ 
sione e nella forma della conchiglia, co¬ 
me per esempio nel caso della presenza 
o assenza di coste e tubercoli che pro¬ 
vocavano differenze nella distribuzione 
delle sollecitazioni nella conchiglia e nei 
tessuti. 

In ogni caso le cellule sensoriali in un 
primo momento si disponevano lungo 
questi gradienti chimici, corrispondenti 
ai gradienti delle sollecitazioni, in super- 
fic! equipotenziali e in seguito secerne- 
vano il setto. Generalmente i valori mag¬ 
giori degli sforzi erano localizzati nelle 
regioni centrali con minore curvatura dei 
lobi, delle selle e dei segmenti che li uni¬ 
vano. Perciò queste regioni erano più in¬ 
stabili e sviluppavano nuove punte che 
portavano alla formazione di lobi e selle 
più piccoli di secondo ordine. Un'ulte¬ 
riore risposta delle cellule sensoriali alla 
nuova distribuzione delle sollecitazioni 
generava lo sviluppo di nuove punte a 
una scala ancora più pìccola di un ordine 
successivo e cosi vìa. Con la ripetizione 
di questi processi di ramificazione deter¬ 
minati dalle cellule sensoriali venivano 
prodotti i setti più compiessi e le corri¬ 
spondenti linee suturali. Queste regole 
ricorsive sono simili a quelle che genera¬ 
no la linea di Koch e le altre linee e strut¬ 
ture frattali descritte precedentemente: 
non c'è da meravigliarsi che regole ana¬ 
loghe producano strutture analoghe, 

A lcune linee suturali, come per esem- 
^ pio quelle delle ammoniti del sot¬ 
tordine Phyilocerafina, sono molto con¬ 
vesse e molto allungate rispetto alla linea 
di Koch. L'allungamemo talvolta risulta 
essere una semplice trasformazione ana- 
morfica della linea di Koch. ma più spes¬ 
so pona alla presenza di un numero di 
ramificazioni di secondo ordine sui lati 
dei lobi c delle selle che aumenta con 
Taumentare dell’entità del loro allunga¬ 
mento. Alcune di queste caratteristiche 
possono essere spiegate considerando la 
relazione esistente fra i processi dì for¬ 
mazione del setto e quelli di diffusione 
delle sostanze viscose. Le analogie mor¬ 
fologiche delle convessità e delle punte 


presenti nelle linee suturali e nelle strut¬ 
ture ramificate prodotte dalle sostanze 
viscose suggeriscono che il fluido presen¬ 
te nella camera in costruzione fosse più 
viscoso dei fluidi o dei tessuti presenti 
dalfaItra parte del setto, che erano sotto 
pressione. Inoltre le linee suturali allun¬ 
gate sono analoghe alle ramificazioni 
anisotrope che si formano quando un 
fluido poco viscoso e sotto pressione dif¬ 
fonde in un altro più viscoso costituito 
da una sostanza nematica a cristalli liqui¬ 
di. Queste linee suturali anisotrope era¬ 
no probabilmente prodotte quando, du¬ 
rame la formazione del setto, vi era del 
liquido nematìco nella nuova camera. 
L'esistenza di linee di sutura senza con¬ 
vessità o addirittura con una convessità 
invertita indica che in questi rari casi la 
viscosità del fluido presente nella came¬ 
ra in formazione doveva essere eguale o 
minore di quella delle sostanze presenti 
dalla parte del setto rivolta verso il corpo 
delfanimale. 

Un’altra caratteristica dt alcune linee 
lobali, come quelle delle ammoniti del 
sottordine Lyioceraum, è quella di esse¬ 
re simmetriche rispetto a un asse longi¬ 
tudinale, a parte le differenze dovute al¬ 
la convessità. Queste linee suturali pro¬ 
babilmente si formavano quando esiste¬ 
vano situazioni analoghe su entrambi i 
Iati del setto e infatti sono simili a una 
linea prodotta dalla fusione di due linee 
di Koch una di fronte alPaltra. Questo 
tipo dì linea presenta inoltre il vantaggio 
di permettere una tassellatura esagonale 
del piano che è uniforme ed economica. 
Infatti processi di diffusione che sì pro¬ 
pagano su una superfìcie a partire da una 
serie di punti equidistanti producono un 
reticolo esagonale, come nei casi delle 
celle di convezione nella instabilità di 
Benard e delle strutture prodotte da una 
sostanza viscosa schiacciala tra due vetri 
che sono poi sollevati rapidamente. 

Un continuo cambiamento nella dire¬ 
zione della curvatura delle lìnee suturali 
contribuisce a distribuire più uniforme- 
mente le sollecitazioni tangenziali al gu¬ 
scio esterno e infatti le linee suturali, co¬ 
me la lìnea di Koch, tendono a essere 
non derivabili. Alcune irregolarità delle 
linee suturali rispetto a quella di Koch 
sono dovute al fatto che le estremità del¬ 
le linee suturali con orientazioni opposte 
tendono a incontrarsi in modo da per¬ 
mettere la formazione di un arco fra i 
corrispóndenti ripiegamenti sul setto. 

I n conclusione si può affermare che 
senza dubbio la costruzione di setti 
con superfici anticlastiche complesse, se¬ 
condo i meccanismi proposti, contribui¬ 
va ad aumentare la resistenza della con¬ 
chiglia delle ammoniti alla pressione 
idrostatica, raccogliendo e distribuendo 
uniformemente in ogni punto del guscio 
gli sforzi di trazione e compressione. Du¬ 
rante lo sviluppo ontogenetico e filoge¬ 
netico delle linee suturali si è verificaio 
un notevole aumento delle loro com¬ 
plessità che ha prodotto un costante in¬ 


cremento della loro dimensione frattale. 
Un altro aspetto dell'evoluzione delle li¬ 
nee suturali è stata la tendenza a ottene¬ 
re la riduzione degli spazi fra le suture 
mantenendo al minimo valore possibile 
la superficie del setto e quindi la lun¬ 
ghezza della linea suUirale. Per questi 
due principali motivi le linee suturali più 
complesse ed evolute tendono a essere 
strutture ramificate, frattali, vascolari, 
peaniane e non derivabili che ricoprono 
il piano con una tassellatura esagonale. 

Numerose altre strutture con caratte¬ 
ristiche analoghe a quelle delle linee su¬ 
turali sono comuni in natura: gli alberi, 
le foglie, i polmoni e più in generale la 
maggior pane dei sistemi di trasporto e 
di circolazione di piante e animali di 
grosse dimensioni, le strutture di aggre¬ 
gazione prodotte dai mixobatteri e dai 
mixomiceti, i cromatofori di alcuni ani¬ 
mali, le cellule nervose, alcuni minerali 
e cristalli, i fiocchi di neve dendritici, le 
scariche elettriche, il corso dei fiumi e gli 
ammassi di materia di grande scala nel- 
Tuni verso. 

Un singolo principio di ottimizzazione 
porta alla formazione di queste strutture 
ramificate, frattali e vascolari: distribui¬ 
re o raccogliere qualcosa nel modo più 
efficiente e uniforme (cioè invariante ri¬ 
spetto alla scala) per mezzo di strutture 
interconnesse prodotte da semplici istru¬ 
zioni ricorsive. 
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(RI)CREAZIONI 
AL CALCOLATORE 

di A. K. Dewdney 


Montagne frattali, piante graftali 
e altra grafica al calcolatore della Pixar 


P OSSO facilmente immaginare il pri¬ 
mo vero lungometraggio genera¬ 
to dal calcolatore. ÈTanno 1991. 
Inciampo camminando nel corridoio tra 
le poltrone con in mano uno smisurato 
cartoccio di popcorn sintetico e una bi¬ 
bita contenente alcuni additivi che ren¬ 
dono inutili i normali ingredienti. Le luci 
si abbassano, il sipario si apre e lo scher¬ 
mo argenteo si anima con una liduzione 
della trilogia dii. R. R.To\kicn II signo¬ 
re degli anelli. Lo hobbit Frodo passeg¬ 
gia per una stretta valle. In lontananza, 
i picchi innevati di una montagna si al¬ 
zano frastagliati verso il cielo. In primo 
piano, alberi esotici e piante di specie 
sconosciute brillano alla luce del sole. La 
scena cambia e compare un mago che 
scruta in una sfera di cristallo. Al centro 
della sfera si vede una fortezza con gli 
spalti merlati avvolti dalle fiamme. 

È difficile dire con esattezza quanto 
potrà essere convincente in questo film 
Frodo che cammina e parla, ma sono 
sicuro che le montagne, le piante, la sfe¬ 
ra di cristallo e le fiamme riusciranno 
tutte magnificamente. Il successo sarà 
dovuto ampiamente al software e al- 
rhardware avveniristici di una società di 
nome Pixar, già Lucasfilm Computer 
Graphics Laboratory. Dopo aver visita¬ 
to questo affascinante centro della grafi¬ 
ca al calcolatore di San Rafael in Cali¬ 
fornia, posso mettere a parte i lettori dei 
più riposti segreti di montagne e alberi. 
Chiunque possieda un calcolatore do¬ 
mestico è ora in grado di generare im¬ 
magini che assomigliano molto a questi 
oggetti. La limitazione di spazio che la 
rubrica impone mi impedisce di trattare 
estesamente della sfera di cristallo e del 
fuoco; svelerò, però, i principi di base 
per generarli. 

Neiripotetico film descritto, la teleca¬ 
mera potrebbe zoomare sulle cime inne¬ 
vate alle spalle di Frodo. Non si potreb¬ 
be vedere un ammasso più spaventoso: 
ogni vetta è formata da vette più piccole 
e così via: un regresso alPinfinito di pic¬ 
coli picchi. Perfino un Orco, quella be¬ 
stia mostruosa dai piedi di cuoio, non si 
troverebbe a proprio agio su quegli sca¬ 
bri pendii. 

In linea di principio è facile generare 
una catena montuosa di questo aspetto. 
Per semplificare, ammettiamo che il ter¬ 


reno copra un’area triangolare. Si sud¬ 
divide allora il triangolo in quattro trian¬ 
goli più piccoli, trovando il punto di 
mezzo di ciascun lato e congiungendo i 
nuovi punti con tre segmenti. Ciascun 
triangolo viene a sua volta suddiviso nel¬ 
la stessa maniera. Si continua il procedi¬ 
mento fino a raggiungere i limiti di riso¬ 
luzione o del tempo di calcolo. Il risul¬ 
tato - un reticolo di triangoli piuttosto 
monotono - può essere ravvivato aggiun¬ 
gendovi un po’ di movimento in vertica¬ 
le: ogni volta che si aggiunge alla scena 
un nuovo punto medio, lo si sposta verso 
l’alto o verso il basso di una misura ca¬ 
suale. Gli spostamenti casuali, che in ge¬ 
nerale devono essere ridotti a mano a 
mano che i triangoli diventano più pic¬ 
coli, trasformano i triangoli in vette fra- 
stagliate che si alternano a valli {si veda 
Villustrazione in alto di pagina 100), 

Perché questa tecnica dovrebbe pro¬ 
durre montagne dall’aspetto naturale? 
La risposta può risiedere in parte nel fat¬ 
to che il procedimento produce un frat¬ 
tale: un tipo di oggetto che crescendo 
rivela un maggior numero di dettagli. A 
quanto pare, in tutta la natura si possono 
vedere frattali. Benoit B. Mandelbrot, 
l’infaticabile studioso di frattali del 
Thomas J. Watson Research Center del¬ 
la IBM a Yorktown Heights, New York, 
utilizza linee costiere per illustrare l’idea 
di fondo. Immaginiamo che ci sia chiesto 
di misurare la costa francese con un’asta 
lunga un chilometro. Facendo ruotare 
l’asta sulle sue estremità, con una fatico¬ 
sa marcia lungo la costa si arriva a calco¬ 
lare il numero di chilometri. Molte pic¬ 
cole baie e molti piccoli promontori, pe¬ 
rò, vengono tralasciati e la lunghezza fi¬ 
nale misurata in questo modo non è del 
tutto esatta. Se si ripete l’esercizio con 
un righello da un metro si ottiene una 
misura più precisa e più lunga. Anche in 
questo caso, però, viene trascurato un 
gran numero di minuscole insenature e 
lingue di terra. Senza dubbio, un righello 
da un centimetro sarebbe più preciso. 

Come regola generale possiamo dire 
che la lunghezza della costa misurata au¬ 
menta con il ridursi dell’asta di misura¬ 
zione. La relazione tra la lunghezza mi¬ 
surata e la dimensione dell’asta è un par¬ 
ticolare numero detto ^dimensione frat¬ 
tale». A differenza di una comune di¬ 


mensione, una dimensione frattale di so¬ 
lito è espressa sotto forma di frazione, 
non di numero intero. La linea costiera 
in questione potrebbe avere, per esem¬ 
pio, dimensione frattale pari a 3/2. Que¬ 
sta forma può essere vista come una via 
di mezzo tra una forma a una dimensio¬ 
ne (una linea retta) e una forma a due 
dimensioni (un piano). Se una linea co¬ 
stiera fosse relativamente diritta, la sua 
dimensione frattale sarebbe vicina a 1; 
se invece fosse molto frastagliata, la sua 
dimensione frattale si avvicinerebbe a 2 
come se cercasse di riempire un piano a 
due dimensioni. 

Il modello frattale della natura implica 
un regresso infinito di dettagli. Dal pun¬ 
to di vista della grafica al calcolatore, la 
questione del regresso all’infinito non si 
pone; è sufficiente che il paesaggio ap¬ 
paia dettagliato a tutti i livelli di ingran¬ 
dimento. Fino ai limiti di risoluzione del¬ 
lo schermo, le montagne da generare 
hanno caratt,eristiche con finezza pari ai 
triangoli finali usati nella suddivisione 
descritta in precedenza. Anche se l’algo¬ 
ritmo completo per disegnare montagne 
è troppo lungo e complesso per poterlo 
descrivere in questa sede, c’è un sem¬ 
plice programma chiamato mountain 
che disegna il monte Mandelbrot in se¬ 
zione trasversale, mountain illustra l’i¬ 
dea fondamentale di punti di suddivisio¬ 
ne a spostamento casuale lungo un asse 
verticale. L’artista frattale inizia con un 
unico segmento orizzontale. Si determi¬ 
na il punto di mezzo e lo si sposta su o 
giù di una misura casuale. Ciascuno dei 
due segmenti risultanti viene poi suddi¬ 
viso e perturbato. Il procedimento può 
essere proseguito in maniera analoga al¬ 
la tecnica di suddivisione dei triangoli. 

MOUNTAIN conserva due matrici, det¬ 
te punti e linee,, per seguire il profilo 
montuoso. Ciascuna matrice ha due co¬ 
lonne e un numero di righe adeguato alla 
risoluzione dello schermo (per esempio 
2048). Le due colonne di punti conten¬ 
gono coordinate e le due colonne di linee 
contengono indici; ciascuna linea è spe¬ 
cificata come coppia di posizioni nella 
matrice punti che designa le coordinate 
delle estremità della linea. Dato che è 
interessante osservare come le suddivi¬ 
sioni che si susseguono formino il profilo 
di una montagna a partire da un poligo¬ 
no apparentemente poco promettente, 
MOUNTAIN mette ogni generazione sotto 
il controllo dell’utente. Al termine di un 
singolo ciclo principale, il programma 
chiede all’utente se vuole un’altra itera¬ 
zione. Se la risposta è positiva, l’esecu¬ 
zione toma all’inizio del programma. 

11 ciclo principale trasforma gli insiemi 
attuali di punti e linee in nuovi insiemi 
grandi il doppio. Per ottenere questo ri¬ 
sultato scorre linee una riga alla volta, 
cerca gli indici dei punti corrispondenti 
e richiama le loro coordinate da punti. 
Con le coordinate delle estremità di una 
data linea, il programma calcola le coor¬ 
dinate del punto di mezzo della linea 
stessa, modificando casualmente, nel 
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corso del procedimento, la coordinata y . 
L’algoritmo che segue fornisce una base 
adeguata per un programma. Le varia¬ 
bili jek indicano le righe di punti e linee 
che a un dato momento vengono riem¬ 
pite con gli ultimi risultati della suddivi¬ 
sione. Le variabili pt e In registrano il 
numero di punti e il numero di linee che 
formano la montagna prima che il pro¬ 
gramma entri nel ciclo principale. All’i¬ 
nizio j è uguale a pt e k t uguale a In, 
L’indice / va da 1 a /n. 

j *~j + i 

k ■^-k + ] 

a <— linee (/,1) 

b <— linee 0^2) 

xl^ punti (fl,l) 

yì<— punti (fl,2) 

j:2«— punti (6,1) 

y2<— punti (6,2) 

punti (/,1) <— (jcl + x2)/2 

punti (J,2) (yl y2)/2 + 

a caso (intervallo) 

linee (/,2) ^ j 
linee (^,1) j 
linee (k,2) ^ 6 

Questa parte di mountain si spiega in 
gran parte da sé. Una volta calcolate le 
coordinate del y-esimo punto, l’indice j 
viene memorizzato come secondo punto 
deirZ-esima linea e primo punto della k- 
-esima linea. 11 primo punto della linea 
/-esima è lo stesso di prima e il secondo 
punto della linea k-csìma è identico al 
secondo punto originario della linea i- 
-esima, vale a dire quello con indice 6. 


Al termine del ciclo di calcolo, pt e In 
devono essere riportati, rispettivamen¬ 
te, agli ultimi valori di j e di k. Alla va- 
riabile/>zrervfl//o inizialmente l’utente dà 
come valore la massima quantità di ca¬ 
sualità verticale che può essere data al 
punto di suddivisione. Ogni volta che il 
ciclo viene completato, questa variabile 
deve essere divisa per 2 in modo che le 
fluttuazioni casuali siano sempre in scala 
con la dimensione delle caratteristiche 
da variare. La funzione a caso (interval¬ 
lo) intende esprimere la selezione di un 
numero casuale compreso tra 0 e il valo¬ 
re di intervallo (al momento dato). 

Se appaiono efficaci le montagne che 
stanno alle spalle di Frodo, gli alberi e le 
piante che lo circondano non sono da 
meno. Sono allo stesso tempo realistici 
e fiabeschi. Sembrano reali perché han¬ 
no ramificazioni simili a quelle delle vere 
piante, e fiabeschi perché non apparten¬ 
gono a specie familiari; il progettista gra¬ 
fico ha a disposizione un tale numero di 
parametri da non poter resistere alla ten¬ 
tazione di creare qualcosa di nuovo. 

Le nuove «specie» sono denominate 
piante graftali, perché sono basate su 
grafi e hanno un’implicita natura fratta¬ 
le. Per implicita natura frattale intendo 
il fatto che le regole per generare la to¬ 
pologia di base delle piante potrebbero 
essere (ma non lo sono) applicate al li¬ 
mite di risoluzione dello schermo. In 
breve, un ramo non si sviluppa in un re¬ 
gresso all’infinito di rametti. Una volta 
sviluppato, il grafo che costituisce la ba¬ 
se di una pianta può essere trasformato 


in una miriade di specie convincenti se 
lo si interpreta in termini di dimensione, 
colore, spessore, struttura e così via. 

I grafi che sottendono una data pianta 
sono prodotti da sistemi L, una classe di 
grammatiche introdottane! 1968dal bio¬ 
logo e matematico danese Aristid Lin- 
denmeyer. Un sistema L è in sostanza 
un insieme di regole per derivare nuove 
stringhe di simboli da vecchie stringhe. 
Le regole comprendono sequenze di so¬ 
stituzione di simboli per singoli simboli. 
Per esempio, usando i numeri Gelei 
simboli di parentesi quadra aperta e 
chiusa si può generare una vasta gamma 
di forme botaniche complesse con le se¬ 
guenti regole: 

0 ^ 1 [ 0 ] 1 [ 0]0 

i-^ 1 1 



Per vedere come funzionano le rego¬ 
le, supponiamo di partire con la stringa 
formata da un unico 0. A ogni simbolo 
di sinistra della stringasi sostituisce il suo 
corrispondente simbolo di destra in mo¬ 
do da ottenere le seguenti stringhe in 
successione: 

0 

l[0]ir0]0 

1 1 [ 1 [ 0 ] 1 [ 0 ] 0]1 1 [ 1 [ 0 ] 1 [ 0 ] 0 ] 1 [ 0 ] 1 [ 0]0 

Queste stringhe possono essere trasfor¬ 
mate in grafi a forma di albero trattando 
ogni numero (Gol) come un segmento 
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QucJiro generazioni di una pianta graftale 


e ogni parentesi come un punto di rami¬ 
ficazione. I segmenti 0 e i segmenti 1 
sono di uguale lunghezza; tipicamente si 
distinguono perché si lasciano spogli tut¬ 
ti i segmenti 1, mentre si pone una foglia 
airestremità esterna di ogni segmento 0. 

Per esempio, lo stelo (o tronco) della 
stringa Ì[0]I[0]0 è formato dai tre sim¬ 
boli che non si trovano tra parentesi; un 
segmento 1 è sormontato da un secondo 
segmento l e poi ancora da un segmento 
0. Due rami, ciascuno formato da un sin¬ 
golo segmento 0, germinano da questa 
formula. Il primo ramo ha Tattaccatura 
sopra il primo segmento e il secondo so¬ 
pra il secondo segmento. Prima di stu¬ 
diare Tillustrazione in basso a sinistra, i 
lettori potrebbero divertirsi a disegnare 
un po' di generazioni della struttura. Per 
amore di realismo, si possono aggiunge¬ 
re al modello altre caratteristiche inter¬ 
pretative, Si potrebbe specificare che 
per qualunque tronco dato (indipenden¬ 
temente dal fatto che sia o meno il tron¬ 
co principale) i rami dovrebbero dipar¬ 
tirsi alternativamente verso destra e ver¬ 
so sinistra. Non volendo imporre alcun¬ 
ché di più arduo ai lettori che desideras¬ 
sero programmare graftali, sono lieto di 
suggerire, per le piante, semplici ramo¬ 
scelli. I professionisti della Pixar trasfor¬ 
mano la grammatica appena descritta in 
bellissime piante come quelle dell’illu¬ 
strazione in alto della pagina a fronte. 

Un programma in due parti detto 
PLANT genera r^-esima stringa della suc¬ 
cessione precedentemente illustrata e 
poi la presenta come disegno al tratto. 
Nella sua prima fase, plant conserva le 
stringhe che genera in due matrici di sim¬ 
boli dette stringaA tstringaB. Ciascuna 
generazione di piante occupa una delle 
due matrici in modo alternato: la gene¬ 
razione di una matrice è derivata dalla 
generazione precedente dell’altra. Non 
è strettamente necessario immagazzina¬ 
re simboli in queste matrici: se il pro¬ 
gramma esegue correttamente le sostitu¬ 
zioni, andranno benissimo anche i nu¬ 
meri 0, 1, 2 e 3. 

Le regole del sistema L sono inglobate 
in enunciati condizionali. Per esempio, 
si può adattare il seguente passo di codi¬ 
ce algoritmico per trasformare uno 0 nel¬ 
la i-esima posizione di stringaA in nove 
nuovi simigli di stringaB: 

se stringaAii) - 0, allora 
stringaBij) 1 
stringaB(J + 1 ) <— 2 

stringaB{j + 2) 0 

stringaB{j + 3) 3 

StringaBij + 4) l 

StringaBij + 5) 2 

StringaBij -h 6) 0 

StringaBij + 7) 3 

StringaBij -h 8) 0 

y <--> + 9 

Qui 0 e 1 stanno per se stessi, mentre 2 
e3 stanno, rispettivamente, per ( e ]. Se 
ri-esimo simbolo di stringaA è 0, allora 
il programma inserisce la successione 1, 
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Piante grafìaU prodotte alta Pixar 



Un*immagine di patte da biliardo generata dal calcoiatore 
illustra la tecnica di tracciamento di n^gi 


2, 0, 3, 1, 2, 0, 3, 0 in nove posizioni 
successive della matrice stringaB a par¬ 
tire dall’indice j (la prima posizione della 
seconda matrice che non è stata ancora 
riempita). Un unico ciclo nella prima fa¬ 
se di PLANT contiene quattro enunciati 
condizionali di questo genere, uno per 
ogni possibile simbolo incontrato. Il ci¬ 
clo usa l’indicey come rifeiimentoal sim¬ 
bolo della generazione che si sta elabo¬ 
rando. Il ciclo viene eseguito per il nu¬ 
mero di generazioni voluto dall’utente. 
A ogni stadio, PLANT può chiedere all’u¬ 
tente se vuole un’altra (più lunga) strin¬ 
ga di simboli. 

La seconda fase di plant, quella gra¬ 
fica, trasforma in un disegno la stringa 
prodotta dalla prima fase. L’operazione 
è compiuta ricorsivamente. Finché non 
incontra una parentesi sinistra, o 2, di¬ 
segna una successione di segmenti in una 
data direzione. Quando viene presa in 
esame una parentesi sinistra di una data 
coppia, il programma disegna il succes¬ 
sivo segmento in una nuova direzione, 
spostata di 45 gradi in senso antiorario 
rispetto a quella precedente. La fine del 
procedimento è segnalata dalla compar¬ 
sa della corrispondente parentesi destra; 
qui può essere disegnata una foglia (di 
forma e colore completamente affidati 
alla fantasia del lettore). La comparsa di 
una seconda parentesi sinistra provoca la 
ripetizione del procedimento, solo che 
ora la nuova direzione è di 45 gradi in 
senso orario. Il resto è automatico. 

PLANT utilizza un fattore di scala che 
dipende dalla complessità della pianta 
da disegnare. L’n-esima generazione, 
per esempio, è alta approssimativamen¬ 
te 2^* segmenti. Se lo schermo ha un’al¬ 
tezza di 200 pixel, i segmenti devono es¬ 
sere più corti di 200/2^. Senza dubbio, i 
lettori ambiziosi cercheranno varianti 
nella grammatica generativa, negli ango¬ 
li di ramificazione e nella forma delle 
foglie. Sesi eseguono queste varianti sul¬ 
lo stesso schermo, appariranno paesaggi 
di piante e alberi (non molto realistici, 
bisogna ammettere). 

La sfera di cristallo dell’ipotetico film 
tratto da Tolkien sarebbe realizzata con 
una tecnica chiamata tracciamento di 
raggi iray tracing) \ i merli in fiamme sa¬ 
rebbero simulati seguendo il movimento 
di un grosso sistema di particelle. 

Il tracciamento di raggi richiede di 
specificare sia la geometria tridimensio¬ 
nale di una scena sia la posizione di una 
sorgente di luce. Quando lascia una sor¬ 
gente, la luce si imbarca in una compli¬ 
cata storia di riflessioni e rifrazioni. 
L’occhio di un osservatore che si trovi 
sulla scena intercetterà alcuni raggi di 
luce che fluiscono dalla sorgente ma ne 
mancherà molti altri, in realtà la maggior 
parte. Per non sprecare tempo e potenza 
di calcolo, la tecnica del tracciamento di 
raggi lavora nella direzione opposta. Im¬ 
maginiamo per un momento che la luce 
lasci invece rocchio. Un ampio fascio di 
raggi si distende a ventaglio nella scena. 
Se un raggio colpisce una superficie ri¬ 


flettente o rifrangente, saetta via in una 
nuova direzione detenninata dalle leggi 
dell’ottica. Infine il raggio colpisce una 
superficie assorbente, assumendo il co¬ 
lore ivi assegnato. Quel colore è registra¬ 
to nel pixel corrispondente alla direzione 
del raggio di partenza. 

Qui sopra si può vedere un’immagine 
generata con questa tecnica. I raggi trac¬ 
ciati nella scena composta da palle di bi¬ 
liardo hanno una storia relativamente 
semplice. Nonostante la semplicità, pe¬ 
rò, possiamo vedere riflessi l’interno di 
una sala da gioco e un uomo che, in piedi 
con una stecca in mano, osserva il colpo. 

Il grande sistema di particelle che si 
potrebbe usare per generare i merli in 
fiamme è lo sviluppo logico dei piccoli 


ammassi di punti che rendono simboli¬ 
camente le esplosioni in miniatura nei 
videogiochi. Alla Pixar, però, un sistema 
di particelle è molto più raffinato. All’in- 
temo di una certa regione, moltissime 
particelle vivono, si muovono e condu¬ 
cono la loro esistenza. Sotto il controllo 
del calcolatore, ciascuna particella è un 
punto che si sposta secondo una dinami¬ 
ca predeterminata. Nata in un certo 
istante, può muoversi per un po’, magari 
dando anche vita a nuove particelle; poi 
può morire. 

Sistemi di particelle sono stati usati in 
modo spettacolare in una scena del film 
Star Trek II. Una bomba Genesi viene 
sganciata su un pianeta morto pieno di 
crateri. La bomba crea un anello di stra¬ 
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Una scena dalla sequenza Genesi in SUr Trek II 


ne fiamme scintillanti che alla fine in- 
ghiottono il pianeta. Quando infine si 
spengono, vediamo la superficie trasfor¬ 
mata in una lussureggiante biosfera. 
L’effetto è stato prodotto daJ]a Pixar nel¬ 
la sua precedente incarnazione come 
Lucasfilm Computer Graphics Labora- 
tory. L’anello di fuoco in espansione era 
formato da sistemi di particelle in cui 
alcune particelle davano origine a interi 
nuovi sistemi. I nuovi sistemi rappresen¬ 
tavano particelle che, scagliate verso 
Paltò dalla superficie del pianeta, cam¬ 
biavano colore e persino ricadevano sot¬ 
to l’influenza della gravità. 

Alvy Ray Smith, che dirige il settore 
ricerca e sviluppo alla Pixar, mi ha ac¬ 
compagnato in un giro dellazienda du¬ 
rante la mia visita a San Rafael. Smith è 
già noto ai lettori di 4cLe Scienze> per il 
suo lavoro con gli automi cellulari (si ve¬ 
dano le rubriche «Giochi matematici» 
del maggio 1971 e «(Ri)creazioni al cal¬ 
colatore» dell’ottobre 1985). Oltre che 
con Smith, pioniere nelPapplicazione 
del metodo frattale alla vita delle piante 
col calcolatore, ho avuto un incontrocon 
Loren Carpenter, specialista di monta¬ 
gne frattali, con Robert L. Cook, esper¬ 
to del tracciamento di raggi, e con Wil¬ 
liam Reeves, creatore dei sistemi di par¬ 
ticelle. Nel bel mezzo di una discussione 
sul software grafico, Smith mi ha sorpre¬ 
so affermando che l’attività principale 
dell’azienda non è tanto la produzione 
di effetti speciali per Hollywood quanto 
la costruzione di un calcolatore dedicato 
alla grafica e chiamato, abbastanza na¬ 
turalmente, Pixar Image Computer. 

Al cuore del Pixar Image Computer 
c’è una memoria da 24 megabyte per 
2000 X 2000 pixel . È una risoluzione più 
chesufficiente perla maggior parte delle 
applicazioni. Ciascun pixel, per di più, è 
rappresentato da 48 bit di memoria, suf¬ 
ficienti a conservare copiose infonnazio¬ 
ni sul colore e la trasparenza. La grande 
memoria del Pixar è controllata da quat¬ 


tro elaboratori paralleli ad alta velocità, 
totalmente programmabili, che possono 
eseguire circa 40 milioni di istruzioni al 
secondo, una velocità che è di molti or¬ 
dini di grandezza superiore a quella dei 
comuni calcolatori. Un’unità video co¬ 
munica con la memoria a una velocità di 
480 milioni di byte al secondo. 

I primi Pixar sono stati messi in com¬ 
mercio nel maggio scorso. Sono destina¬ 
ti all’elaborazione di immagini in campo 
medico, al rilevamento a distanza, al di¬ 
segno tecnico e all’animazione. Forse sa¬ 
ranno usati anche per generare il mio 
ipotetico film. 

L a tappezzeria per la mente, argomen- 
' to deH’articolo del novembre scor¬ 
so, riguardava immagini al calcolatore 
quasi, ma non del tutto, ripetitive: un 
tipo di tappezzeria che ancora non si è 
visto. In effetti, però, configurazioni si¬ 
mili a queste erano conosciute una gene¬ 
razione fa. Michael Rossman, scrittore e 
commentatore politico che vive a Ber¬ 
keley, California, coniò la frase «tappez¬ 
zeria per la mente» nel 1971. Si riferiva 
ai delicati disegni che si vedono a occhi 
chiusi dopo l’assunzione di lsd. Scrive a 
questo proposito Rossman: «“Sembra¬ 
va” una tappezzeria, mai a strisce ma con 
motivi ripetuti: di solito costellazioni di 
pappagalli, stelle marine, lampadine, 
fiocchi di neve, innominabili macchie di 
Rorschach, cangianti con sfrenata crea¬ 
tività... le immagini si trasformavano a 
catena una nell’altra, come se qualche 
stampa lineare infinita di Escher con im¬ 
magini di metamorfosi si fosse animata 
in un film.» 

I lettori ricorderanno che il più sem¬ 
plice tra i programmi per tappezzeria de¬ 
scritti in questa rubrica era stato realiz¬ 
zato da John E. Connett dell’Università 
del Minnesota. Secondo le sue indicazio¬ 
ni, le coordinate di ciascun pixel vengo¬ 
no elevate al quadrato e sommate. Il ri¬ 
sultato è troncato a un intero. Se l’intero 


è pari, il pixel viene colorato di nero; se 
è dispari il pixel viene colorato di bianco. 
La comparsa di una tappezzeria (ripeti¬ 
zioni orizzontali e verticali) può essere 
spiegata in parte come fenomeno moiré: 
nella precedente descrizione sono impli¬ 
cite due configurazioni e la loro sovrap¬ 
posizione crea l’effetto. La prima confi¬ 
gurazione è la griglia rettangolare di 
pixel che costituisce lo schermo di visua¬ 
lizzazione. La seconda configurazione è 
una serie di anelli concentrici che rap¬ 
presentano i punti del piano per i quali 
il procedimento di Connett genera un 
numero dispari. La tappezzeria nasce 
come risultato di figure di interferenza 
ripetitive nelle direzioni orizzontale e 
verticale. Può capitare che un gran nu¬ 
mero di punti consecutivi della griglia 
cada aH’intemo degli anelli; il gruppo 
successivo cadrà quindi aH’esterno, e co¬ 
sì via. A mano a mano che la distanza 
dall’origine aumenta, gli anelli diventa¬ 
no progressivamente più piccoh', garan¬ 
tendo così che i centri e i colpi mancati 
avvengano lungo qualsiasi linea di punti 
della griglia. 

Un sostegno a queste affermazioni 
può venire dall’esperienza di Paul Braun 
di Simi Valley, California, che si è fatto 
vincere dall’impazienza. Lo schermo del 
suo calcolatore ci metteva così tanto a 
riempirsi che egli decise di prendere un 
campione del disegno visualizzando un 
pixel ogni otto nella direzione orizzon¬ 
tale e in quella verticale. In forma com¬ 
pressa, l’immagine risultante non asso¬ 
migliava affatto aH’origìnale; Braun, in 
effetti, aveva cambiato la dimensione 
della griglia, alterando in questo modo 
la figura d’interferenza. 

Otto Smith di Port Townsend, Wash¬ 
ington, ha scoperto la possibilità di mo¬ 
dificare notevolmente la configurazione 
moiré variando semplicemente lo sche¬ 
ma dei colori. Come altri lettori, Smith 
ha scelto formule diverse da quella di 
Connett. Certe somme o prodotti di 
semplici funzioni trigonometriche, per 
esempio, producono immagini agitate e 
vorticose che ricordano i disegni a in¬ 
chiostro colorato usati per abbellire le ri¬ 
legature interne dei libri pregiati. Smith 
rileva anche che figure moiré e altri ef¬ 
fetti di interferenza si presentano con re¬ 
golarità nella grafica al calcolatore. In 
questo contesto sono noti sotto il nome 
di aliasing: la tendenza alla comparsa di 
immagini non volute quando viene digi¬ 
talizzata una raffigurazione contenente 
variazioni regolari molto fini. 

Mi ha fatto piacere ricevere un «film 
manuale» in miniatura, che è stato rea¬ 
lizzato da Douglas W. Raymond di 
Orinda, California, ed è formato da mi¬ 
nuscole stampe consecutive di tappezze¬ 
rie di Connet in cui è gradualmente au¬ 
mentata la dimensione della griglia. Le 
stampe sono cucite insieme e lo «spetta¬ 
colo» si ottiene semplicemente facendo 
scorrere con il pollice le pagine del li¬ 
bretto risultante. Raymond intitola il 
suo film «Small Bang with Aliases». 
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Bellezza e profondità: l'insieme di Mandelbrot 
e un'orda di suoi cugini detti insiemi di Julia 


F in dalla sua comparsa su queste pa¬ 
gine, neirottobre del L985, l’in¬ 
sieme di Mandelbrot si è rivelato 
la stella più nuova e più luminosa nel 
firmamento della matematica popolare. 
È contemporaneamente bello e profon¬ 
do, La sua bellezza, in effetti, è solo un 
velo steso sopra il suo significato: l’os¬ 
servatore casuale vede solo un groviglio 
in miniatura di filamenti e svolazzi nei 
pressi del confine dell’insieme, senza so¬ 
spettare che questi disegni, in realtà, co¬ 
dificano le varie forme del caos e dell’or¬ 
dine (si veda rillustrazione di pagina 90 
in alto). 

Nell’articolo apparso nel 1985 avevo 
compiuto una semplice incursione nel- 
rinsieme di Mandelbrot e rimanevano 
ancora molte cose da dire. L’insieme è 
in stretto rapporto con la stabilità e il 
caos nei sistemi dinamici, rapporto sta¬ 
bilito attraverso alcuni insiemi a esso 
strettamente correlati detti insiemi di Ju¬ 
lia, dal nome del matematico francese 
Gaston Julia. Gli insiemi di Julia corri¬ 
spondono a ciascun punto intemo (o 
esterno) dell’insieme di Mandelbrot e 
hanno anch’essi un’intrinseca bellezza 
frattale (si veda 1*illustrazione di pagina 
90 in basso). Prima di rivolgere la nostra 
attenzione a questi insiemi, sarebbe be¬ 
ne rivedere l’insieme che prende nome 
da Benoit B. Mandelbrot, uno scienzia¬ 
to del Thomas J. Watson Research Cen¬ 
ter deiriBM a Yorktown Hejghts, New 
York. 

L’insieme di Mandelbrot si situa sul 
piano complesso, che è un piano ordina¬ 
rio con alcuni numeri annessi, Per essere 
più precisi, ciascun punto del piano com¬ 
plesso è rappresentato da un numero 
avente la forma a -l- bi. Si possono con¬ 
siderare a e b come le coordinate del 
punto. La coordinata a è detta parte rea¬ 
le del numero a bi e la coordinata b è 
detta parte immaginaria. La i ha anche 
una funzione di indicatore per aiutare 
il lettore a distinguere una parte dalPal- 
tra. 1 numeri complessi possono essere 
sommati addizionando le coordinate se¬ 
paratamente: il risultato è un nuovo nu¬ 
mero complesso. Per eseguire la molti¬ 
plicazione di due numeri complessi si 


procede come nell’algebra superiore: 

3 + li 
X 2 - 4/ 


6 + 14i 

- 12/ - 28f2 


6 + 2 / - 28/2 

Perché il risultato sia un numero com¬ 
plesso, il termine 28/2 deve essere ridotto 
usando la proprietà più importante dei 
numeri immaginari, vale adire/2 = -1, 
Così 6 4* 2/ - 28/2 diventa 34 -K 2/. Si 
può ora presentare la formula chiave, 
formula che apre la porta all’insieme di 
Mandelbrot, produce gli insiemi di Julia 
e, in un certo senso, porta l’ordine nel 
caos: 

2 2^ + c 

Qui 2 e c sono numeri complessi, ciascu¬ 
no composto da una parte reale e da una 
immaginaria. Per elevare al quadrato z 
e per sommare c si eseguono, rispettiva¬ 
mente, una moltiplicazione complessa e 
una somma complessa. La formula si 
anima quando viene iterata, cioè calco¬ 
lata ripetutamente usando il precedente 
valore di z per ottenere quello successi¬ 
vo. Ne risulta una successione di numeri 
complessi che si traduce in una specie di 
strano balletto sul piano complesso. A 
ogni iterazione della formula, il più re¬ 
cente numero complesso z si trova a una 
certa distanza dal suo precedessore e 
questa distanza è cruciale nel calcolo del¬ 
l’insieme di Mandelbrot. 

Mi piace pensare alla successione dei 
numeri complessi (punti sul piano com¬ 
plesso) prodotti dalia formula come a va¬ 
gabondaggi del punto iniziale. Questo 
numero anela forse all’infinito, anela a 
danzare per sempre sul piano comples¬ 
so? Alcuni numeri complessi godono di 
quel destino. Altri sono confinati per 
sempre aH’intemo di una determinata 
area di forma complicata: si potrebbero 
chiamare prigionieri, e la loro prigione, 
l’area di confino, ha pareti frattali. 

Nella descrizione precedente ho ac¬ 


cennato a una continua ripetizione del 
processo di iterazione. Ma come si scel¬ 
gono c e il valore iniziale di z? Una pos¬ 
sibilità è dare sempre valore zero a z e 
scegliere valori diversi per c. Riuscirà a 
fuggire il prigioniero? Si continua a ripe¬ 
tere l’esperimento, facendo variare si¬ 
stematicamente c su una porzione del 
piano complesso. Se il prigioniero fugge, 
si colora c di bianco; in caso contrario lo 
si colora di nero. Le pareti della prigione 
assumono la forma dell’insieme di Man¬ 
delbrot. Se, invece di colorare di bianco 
i punti in fuga, si dà loro un colore che 
varia con la velocità di fuga, si creano 
immagini ancora più belle. 

Nella regola appena descritta, z inizia¬ 
va con il valore complesso 0, vale a dire 
0 -I- 0/. Che cosa succederebbe se si 
adottasse qualche altro valore di parten¬ 
za, per esempio z = 3,5 + 6/? L’insie¬ 
me risultante avrebbe una forma diver¬ 
sa? Il risultato è in realtà sempfe una 
versione deformata dell’insieme di Man¬ 
delbrot, e allora è preferibile limitarsi 
all’oggetto canonico. 

Seguendo la regola opposta, in cui c è 
prefissato e z svolge il ruolo di punto 
iniziale, l’insieme risultante appare assai 
diverso dall’insieme di Mandelbrot e vie¬ 
ne chiamato - o per meglio dire, così ven¬ 
gono chiamati i suoi confini - un insieme 
di Julia. Avrei preferito dire «l»’insie- 
me di Julia, ma di questi insiemi ve ne 
sono legioni: per ciascun valore prefissa¬ 
to di c usato nella formula di iterazione, 
appare un diverso insieme di Julia, pieno 
di prigionieri. 

L’ispirazione per questa nuova visita 
all’insieme di Mandelbrot mi è venuta 
leggendo The Beauty of Fractah, di 
Heinz-Otto Peitgen e Peter H. Richter, 
dell’Università di Brema (il volume è 
stato pubblicato con il titolo La bellezza 
dei frattali dall’editore Bollati Borin- 
ghieri). Con le sue splendide immagini 
in bianco e nero o a colori, oltre che un 
testo di matematica, è anche un libro da 
tenere in bella mostra. Le notizie sull’in¬ 
sieme di Mandelbrot, sugli insiemi di Ju¬ 
lia a esso collegati e su altri sistemi com¬ 
plessi sono cristallizzate in teoremi a cui 
di tanto in tanto si aggiungono dei para¬ 
grafi con spiegazioni più dettagliate. 

Lasciatemi descrivere l’effetto di un 
teorema. Scrivendo un programma per 
visualizzare insiemi di Julia,il lettore po¬ 
trebbe notare che per alcuni valori di c 
gli insiemi sono ovviamente connessi, 
ossia costituiti da un unico pezzo, ma per 
altri valori di c gli insiemi non sono con¬ 
nessi. Che cosa produce la differenza? 
La risposta è semplice: se il punto c è 
scelto aH’intemo dell’insieme di Man¬ 
delbrot, il corrispondente insieme di Ju¬ 
lia è connesso. Se invece si sceglie c al di 
fuori dell’insieme di Mandelbrot, l’insie¬ 
me di Julia non è connesso. 

Si potrebbe produrre un incantevole 
film per illustrare l’applicazione del teo¬ 
rema. Tracciamo una linea retta L da un 
punto arbitrario interno all’insieme di 
Mandelbrot a un altro punto esterno e 
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immaginiamo che un punto c si muova 
in modo lento e costante lungo L all’in- 
terno dell'insieme di Mandelbrot e verso 
il suo confine. L’insieme di Julia associa¬ 
to assume un aspetto sempre più sottile 
e increspato finché, quando c raggiunge 
il confine dell'insieme di Mandelbrot, si 
riduce a un fragile scheletro che non rac¬ 
chiude alcuna area. Quando c supera il 
confine, il corrispondente insieme di Ju¬ 
lia esplode in polvere frattale. 

I lettori che abbiano la voglia e la ca¬ 
pacità di scrivere un programma posso¬ 
no esplorare l’insieme di Mandelbrot e 
gli insiemi di Julia inserendo certi algo¬ 


ritmi di base nel linguaggio prescelto. 
Gli algoritmi hanno in comune il proces¬ 
so iterativo centrale, che dipende forte¬ 
mente da un particolare teorema: se la 
dimensione del cosiddetto z iterato rag¬ 
giunge 2, si perde nell'infinito, senza 
possibilità di ritorno. Questo fatto, per 
lo più, distingue i punti in fuga da quelli 
prigionieri. L’algoritmo lascia a z 100 
iterazioni per raggiungere 2. Dato che 
un numero relativamente piccolo di po¬ 
tenziali fuggiaschi non raggiunge la gran¬ 
dezza 2 in 100 iterazioni, il criterio discri¬ 
minante non è preciso al 100 per cento. 
Naturalmente, si potrebbero consentire 


1000 iterazioni per ottenere un’immagi¬ 
ne un poco più precisa, ma questo richie¬ 
derebbe una quantità di tempo eccessiva 
anche su calcolatori veloci. 

La grandezza di un numero complesso 
a bi è semplicemente la radice qua¬ 
drata di ^2 + o, in altre parole la sua 
distanza dallo 0 complesso. Questo è 
Talgoritmo centrale: 

Al ^ 0 

while n < 100 e grand(z) < 2 
z ^ z2 -I- c 
n <^n \ 

colora il punto considerato 



L* insieme di Mandelbrot sotto forma di 
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Una variabile indice n parte da 0. All’in- 
terno di un ciclo «while», che controlla 
il processo di iterazione, n aumenta di 1 
a ogni iterazione. Il ciclo «while» fa pro¬ 
cedere la formula base fino a che n rima¬ 
ne inferiore a 100 e la grandezza di z 
rimane inferiore a 2; se una almeno delle 
due condizioni viene meno, Talgoritmo 
esce dal ciclo. Il modo in cui vengono 
colorati i punti del disegno è affidato 
al lettore; il colore assegnato dovrà a- 
vere ovviamente qualche semplice rap¬ 
porto di dipendenza da n, la lentezza con 
la quale z è fuggito o non è riuscito a 
fuggire. Il lettore deve anche tenere a 
mente che il punto delFimmagine è de¬ 
finito da una coppia di coordinate di 
schermo che saranno diverse dalle coor¬ 
dinate del numero complesso che lì viene 
tracciato. 

Il programma del lettore deve conte¬ 
nere un calcolo separato della grandezza 
di 2 , rappresentata nel precedente algo¬ 
ritmo da grand{z). Dato che in genere i 
linguaggi di programmazione non preve¬ 
dono un modo diretto per trattare i nu¬ 
meri complessi, z deve essere rappresen¬ 
tato in due parti, diciamo x (la parte rea¬ 
le) e y (la parte immaginaria); c deve 
essere trattato allo stesso modo, magari 
come e b. Il seguente algoritmo sareb¬ 
be quindi più simile a un programma 
funzionante: 



L'insieme di Mandelbrot (a sinistra), una 


0 

while n < 100 ^ x- y- < A 
XX - y- ^ a 

y 2xy + b 

X XX 

n 4r-n \ 

colora il punto considerato 

I lettori perspicaci avranno notato il 
trucchetto introdotto in questa versio¬ 
ne del processo base: invece di confron¬ 
tare con 2 la radice quadrata della quan¬ 
tità X- + Talgoritmo confronta la 
quantità stessa con 4. Il risultato è lo 
stesso e si può evitare di sprecare del 
tempo ricorrendo continuamente alla 
funzione radice quadrata. La variabi¬ 
le XX conserva temporaneamente il valo¬ 
re appena calcolato di x mentre viene 
calcolato un nuovo valore di y. Si salva 
in tal modo il vecchio valore di x per 
quest’ultimo calcolo, prima di sostituir¬ 
lo con XX. 

Si può ora introdurre, in forma un po¬ 
co più dettagliata, il programma che nel 
mio articolo di due anni fa ho chiamato 
MANDELZOOM. L’algoritmo di base è 
contenuto in un ciclo che fa variare siste¬ 
maticamente il numero complesso c in¬ 
vece delle sue parti a e ò. Se il disegno 
ha una dimensione di 100 per 100 pixel 
(punti della griglia), per esempio, ci de¬ 
ve essere un doppio ciclo: 



del quale (nel riquadro) è ingrandita (a destra) 



gap <— lato/ìOO 
a <— verticea 
for ; ^ 1 to 100 
n <— -1- gap 

b -j— verticeb 
for /c 1 to 100 

b <— b gap 

X 

y Q 

[algoritmo di base] 

Prima di raggiungere queste istruzioni, 
MANDELZOOM chiede alFutente di intro¬ 
durre il numero complesso che corri¬ 
sponde a un vertice del quadrato da esa¬ 
minare; le sue coordinate sono verticea 
e verticeb, i più piccoli fra i valori che a 
e b assumeranno nel quadrato. Questo 
quadrato, specificato dall’utente di man* 
DELZOOM, dà all’algoritmo il suo nome 
ed è come una finestra attraverso cui si 
può sbirciare. Questa finestra può essere 
resa piccolissima, «zoomando» così sulla 
parte dell’insieme su cui essa si trova. 
MANDELZOOM deve anche chiedere al¬ 
l’utente di introdurre un valore periato, 
la larghezza del disegno sul piano com¬ 
plesso. L’algoritmo calcola poi il divario 
(gap) tra numeri complessi c successivi, 
aumentando opportunamente a e b. 

I valori degli indici j e k non entrano 
in alcuno dei calcoli interni al doppio 
ciclo; è possibile quindi trasformare gli 
indici in una forma più utile. Per esem¬ 
pio, invece di andare da 1 a 100, j e k 
potrebbero variare ciascuno su lOi coor¬ 
dinate di schermo successive. Quando 
l’algoritmo di base ha deciso che colore 
assegnare allo z iterato, questo colore 
viene attribuito alle coordinate (y, k). 

Non è possibile abbandonare MAN¬ 
DELZOOM senza ricordare una modifica 
proposta da Peitgen. Invece che con 2, 
la grandezza di z viene confrontata con 
100 o addirittura con lOfO. Una volta 
raggiunto 2, dopo tutto, la grandezza au¬ 
menta molto rapidamente e raggiunge 
valori del genere in poche iterazioni. Ite¬ 
rati di z diversi, però, superano questo 
valore di soglia a velocità diverse; le ve¬ 
locità stesse possono essere colorate, e 
colorate con continuità! Il rosso può mu¬ 
tarsi in arancione, sempre che si dispon¬ 
ga di una tavolozza abbastanza raffinata. 
E con questa tecnica, comunque, che 
sono state prodotte le immagini a colo¬ 
ri che accompagnano questo articolo. 
Peitgen paragona le velocità a valori di 
un campo elettrostatico che circondi l’in¬ 
sieme di Mandelbrot. I valori del «cam¬ 
po» sono rappresentati nel paesaggio di 
Mandelbrot immaginario (si veda Ìillu¬ 
strazione della pagina precedente) come 
pendìi di una catena montuosa che cir¬ 
conda quello che può essere solo chia¬ 
mato Lago Mandelbrot. 

Non sono innamorato di questo tipo 
di denominazione, ma mi sento obbliga¬ 
to a seguire la consuetudine e a chiamare 
JULIAZOOM il programma che genera 
immagini di insiemi di Julia. Anche in 
questo caso si può zoomare su un insie¬ 
me per esaminarlo con forti ingrandi¬ 
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5ei insiemi di Julia, alcuni connessi (a, by cede) e alcuni no {def) 


menti, juliazoom usa lo stesso algo¬ 
ritmo centrale di mandelzoom ma lo 
inserisce in un contesto un po’ diverso. 

Per prima cosa, juliazoom richiede 
all’utente verticex, verticey e iato. Ri¬ 
chiede inoltre un valore di c espresso nei 
termini delle variabili a e b. Poi impiega 

10 stesso doppio ciclo, con alcune note¬ 
voli differenze: 

gap <— iato/ìOO 
X <— verticex 
for j 1 lo lOi 
X X gap 
y <— verticey 
for k <- \ lo 100 
+ gap 

[algoritmo di base] 

L’algoritmo di base colora i punti del¬ 
lo schermo a seconda della lentezza con 
cui le iterazioni raggiungono (o non rie¬ 
scono a raggiungere) la magica soglia di 
grandezza 2. Alcuni dei grafici di mag¬ 
gior effetto emergono dalle assegnazioni 
più semplici. Per gli schermi a colori pos¬ 
sono dare risultati straordinari anche so¬ 
lo tre colori assegnati secondo lo schema 
seguente: assegnare il primo colore a 
punti con valore di lentezza (n) da 0 a 
10, il secondo colore a punti con lentezza 
da 11 a 20, il terzo a punti con lentezza 
da 21 a 30, poi tornare al primo colore 
per la decina successiva, e così via. Sugli 
schermi monocromatici si possono otte¬ 
nere effetti in bianco e nero (o in verde 
e giallo) usando i due colori e alternan¬ 
doli di decina in decina. 

Una volta dotati di una versione fun¬ 
zionante di MANDELZOOM O di JULIA¬ 
ZOOM (o magari di entrambe), i lettori 
saranno in grado di esplorare autonoma¬ 
mente questi magnifici e significativi in¬ 
siemi frattali. Si può vagare sul piano 
complesso in prossimità degli insiemi, 
oppure zoomare su parti specifiche con 

11 «microscopio per calcolatore» fornito 
in precedenza. Fino ai limiti di risoluzio¬ 
ne consentiti dalla precisione aritmetica 
della propria macchina, entrambi gli in¬ 
siemi rivelano dettagli sorprendenti. Per 
orientare i Viaggiatori nel mondo infini¬ 
tesimale dei frattali, do qui di seguito i 
domini di coordinate che racchiudono 
da tutti e quattro i lati entrambi i tipi di 
insieme: 

Insiemi di Julia: x e y da — 1,8 a -E 1,8; 
Insieme di Mandelbrot: 
jr da - 2,25 a + 0,75, 
da - 1,8 a + 1,5 

Nell’articolo dello scorso settembre 
ho affrontato l’argomento del caos in si¬ 
stemi dinamici quali i pendoli e i circuiti 
elettronici. L’attività di questo genere di 
sistemi era riassunta in una semplice for¬ 
mula di iterazione in cui non compaiono 
numeri complessi bensì numeri reali: 

X r«(I - x) 

La formula è evidentemente quadratica: 


se si effettua la moltiplicazione, contiene 
un termine di secondo grado. A seconda 
di come si sceglie il valore del parametro 
r, quando viene iterata la formula ha un 
comportamento semplice o strano. Per 
ciascun valore di r, gli iterati si dispon¬ 
gono in un’orbita, un insieme di valori 
che X visita sistematicamente. A un va¬ 
lore critico prossimo a 3,5699, gli iterati 
hanno oscillazioni ampie e più o meno 
imprevedibili tra una moltitudine di va¬ 
lori. Questo comportamento corrispon¬ 
de alla situazione in cui il sistema sotto¬ 
stante, sia esso un pendolo doppio o un 
circuito elettronico, risulta compieta- 
mente bloccato nella sua ricerca di sta¬ 
bilità e vaga follemente in modo del tut¬ 
to imprevedibile: il caos. 

Un fenomeno analogo si produce con 
la formula complessa di iterazione qui 
descritta, z <— z^ -f c. Per un dato valo¬ 
re di c, però, c’è più di un’orbita d’attra¬ 
zione, a seconda del modo in cui si sce¬ 
glie il valore iniziale di z. Se z ha una 
grandezza iniziale relativamente picco¬ 
la, graviterà intorno a un punto specifi¬ 
co, Se il valore è grande, crescerà senza 
limite: l attrattore è l’infinito. Il punto 
specifico e l’infinito stesso costituiscono 
due orbite d’attrazione puntiformi sepa¬ 
rate per punti sul piano complesso. Il 
confine tra i loro domini d’attrazione, 
l’insieme di Julia stesso, è incredibilmen¬ 
te accartocciato e increspato. È anche 
un’orbita, ma non d’attrazione in senso 
tecnico. I punti che già si trovano sul 
confine vi saltano dentro caoticamente. 
Non è facile, comunque, calcolare diret¬ 
tamente l’insieme di Julia, innanzitut¬ 
to perché la precisione numerica di un 
calcolatore può non consentire di speci¬ 
ficare i punti che siano esattamente sul 
confine; nel corso deH’iterazione la pre¬ 
cisione diminuisce e l’iterato vaga nella 
notte. 


Ciascun valore possibile di c dà luogo, 
come ho indicato in precedenza, a un 
nuovo e diverso insieme di Julia. In un 
certo senso, l’insieme di Mandelbrot ri¬ 
assume, in un colpo solo, tutti i possibili 
insiemi di Julia: descrive il destino degli 
iterati dello 0 complesso per tutti i pos¬ 
sibili valori di c. Per alcuni insiemi di 
Julia, la regione caotica è semplicemente 
una figura a forma di albero o addirittura 
una spruzzata simmetrica di punti neri. 
I lettori ricorderanno che questo genere 
di insiemi di Julia corrisponde a valori di 
c che si trovino sopra o al di là del confine 
dell’insieme di Mandelbrot. 

Ho incontrato di recente Peitgen a 
una conferenza ad Asilomar, in Califor¬ 
nia. Mentre passeggiavamo chiacchie¬ 
rando lungo la spiaggia, mi ha descritto 
l’insieme di Mandelbrot come una spe¬ 
cie di grande libro di cui ciascun insieme 
di Julia costituisce una semplice pagina. 
Dalla posizione di c nell’insieme di Man¬ 
delbrot, si può prevedere il comporta¬ 
mento generico degli iterati in termini di 
forma e dimensione globali dell’insieme 
di Julia associato. In tutto ciò c’è qual¬ 
cosa di più della semplice connessione. 
Per esempio, se si sceglie c nel «collo» 
compreso tra il corpo principale dell’in¬ 
sieme di Mandelbrot e uno dei suoi ger¬ 
mogli, il corrispondente insieme di Julia 
risulta «strizzato» a sua volta in colli e 
germogli. L’analogia che vede l’insieme 
di Mandelbrot come una specie di dizio¬ 
nario per gli insiemi di Julia implica una 
differenza fondamentale tra i due tipi di 
insieme: l’insieme di Julia è simile a se 
stesso mentre l’insieme di Mandelbrot 
(anche il suo confine) non lo è. Se fosse 
simile a se stesso, afferma Peitgen, non 
pxjtrebbe codificare l’infinità non nume¬ 
rabile di insiemi collegati detti di Julia. 

In The Beauty of Fractals si possono 
trovare molte altre cose oltre a quelle qui 
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SeMone trasversale a tre tUmensionf deUHnsieme 


riportate. Sono molto grato a Peitgen 
per aver fornito le immagini che illustra¬ 
no questo articolo. Non tutte sono state 
prodotte nei modi che ho descritto, ma 
nel libro si possono trovare Le indicazioni 
necessarie. 

Come osservazione finale sulle attuali 
ricerche degli studiosi dei sistemi dina¬ 
mici, citerò un altro oggetto che si na¬ 
sconde nello spazio a più dimensioni: un 
oggetto mostruoso che è il risultato di 
iterazioni cubiche, con invece di 
nella formula di Mandelbrot. L’oggetto 
ha quattro dimensioni, con riccioli che 
spuntano in direzioni inconcepibili. Ep¬ 
pure se ne possono calcolare sezioni tra¬ 
sversali tridimensionali, come quella che 
si vede qui sopra. 

G razie alParticolo di agosto sugli al- 
gorompicapo, continuo a ricevere 
posta da tutto il mondo. Anche questo 
mese, come avevo promesso, riprendo 
Targomento, Prima di tuffarci nel deser¬ 
to, per rispondere agli ultimi due rompi¬ 
capo presentati in agosto, devo correg¬ 
gere un mio errore a proposito dei treni: 
Manuel Blum, uno studioso di calcola¬ 
tori deirUniversità della California di 
Berkeley, mi ha fatto notare che la quan¬ 
tità di lavoro necessaria perché un treno 
ne oltrepassi un altro con 1 algoritmo for¬ 


nito è in realtà proporzionale a (non 
n^)y dove è il numero di carrozze del 
treno. In parole povere, ciascuna delle n 
carrozze è spostata n volte di n unità di 
Lunghezza. Blum ha trovato un algo¬ 
ritmo che assolve allo stesso compito con 
una quantità di lavoro proporzionale a 
X \ogn. Purtroppo mi manca lo spa¬ 
zio per presentarlo. 

11 primo problema della Volpe del de¬ 
serto riguardava un autocarro in grado 
di trasportare un bidone di benzina da 
200 litri alla volta, oltre a 40 litri di ben¬ 
zina nel serbatoio. Il mese scorso ho di¬ 
mostrato che, partendo da un deposito 
in cui erano conservati due bidoni, l’au¬ 
tocarro poteva coprire una distanza mas¬ 
sima di 1173 e 1/3 chilometri prima di 
rimanere a secco. 

Chester Nowogorski di Naples, Flo¬ 
rida, e Norman Rokke di Wintersville, 
Ohio, hanno proposto degli algoritmi 
che indicano come un autocarro, con 
tre bidoni a disposizione, possa coprire 
complessivamente 1384 chilometri pri¬ 
ma di rimanere a corto di carburante. 
Molti lettori che si sono cimentati nel¬ 
l’impresa sono rimasti al di sotto di que¬ 
sta cifra. Anche le formule generali pre¬ 
sentate da molti lettori si sono rivelate 
insufficienti una volta sostituito 3 a r?, il 
numero totale dei barili impiegati- Non 
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posso quindi garantire la precisione di 
formule quale quella di Lawrence Lein- 
weber di Cleveland, Ohio, esempio tipi¬ 
co tra le formule inviatemi che portano 
alle maggiori distanze: 


5 


n 

^ 2/-1 

/= 1 


lio 

-1 


La lettera greca sigma (2) è il simbolo di 
somma: formare n termini con valori 
consecutivi da 1 a ai sostituiti a / in 
10Ì/(2t - 1 ) ; sommare gli n termini e poi 
moltiplicare per 5. 

Nel secondo rompicapo della Volpe 
del deserto, un veicolo di pattuglia può 
fare rifornimento da n depositi di benzi¬ 
na posti in punti arbitrari lungo un per¬ 
corso circolare che il veicolo deve com¬ 
piere. Anche la quantità di benzina di 
ciascun deposito è arbitraria, ma la 
quantità totale depositata è esattamente 
sufficiente a far terminare il suo percorso 
al veicolo di pattuglia, sempre che que¬ 
st’ultimo non parta dal deposito sbaglia¬ 
to. Da dove deve partire il veicolo? 

Un gran numero di lettori, tra cui Ar¬ 
nold V. Loveridge di Long Beach, Cali¬ 
fornia, sono arrivati a un’ingegnosa vi¬ 
sualizzazione del problema. Immaginia¬ 
mo un giro in cui il veicolo di pattuglia 
parte da un deposito qualsiasi e si avvia 
in una qualsiasi direzione. Tracciamo un 
grafico della benzina contenuta nel ser¬ 
batoio e continuiamo a guidare, anche 
se il veicolo rimane senza carburante. In 
questo caso il grafico scende nella zona 
negativa. A ogni rifornimento a un de¬ 
posito il grafico si innalza bruscamente e 
poi inizia un altro lungo e lento declino. 
Infine il veicolo ritorna al punto d’inizio. 
Il guidatore deve ora esaminare il grafico 
e scegliere il deposito dove il veicolo si 
trovava con meno benzina nel serbatoio 
(prima del rifornimento). Quello è il de¬ 
posito da cui il veicolo deve partire. 

Numerosi lettori hanno sondato il 
caos, pronti e desiderosi di inserire in un 
programma la formula di iterazione for¬ 
nita nella rubrica di ottobre. In effetti, 
molti lettori, tra cui Howard Mark di 
Suffern, New York, hanno accolto il mio 
suggerimento di seguire il processo ite¬ 
rativo stesso tessendo una tela riflessa 
intorno a una parabola. In questo caso 
la convergenza del processo potrebbe es¬ 
sere vista come la tela stessa tessuta 
in una forma stabile. Ma nel regime cao¬ 
tico riempiva una porzione di scherrho 
tutta di bianco, una confusione di qua¬ 
drati che non si organizzava in alcuna 
configurazione distinguibile. Charles A. 
Plantz di West Brownsville, Pennsylva¬ 
nia, ha usato il suo microcalcolatore co¬ 
me un microscopio, puntandolo sull’ar¬ 
co a forma di staffa del diagramma di 
biforcazione subito sopra una delle re¬ 
gioni caotiche. Non ha trovato l’alter¬ 
nanza di punti bianchi e neri che mi sarei 
aspettato, ma pieghe e strati che invade¬ 
vano la trama del caos. 


di Mandelbrot a quattro dimensioni 





Gli attrattori strani 
e la turbolenza 


c 





68 


La convezione 

Lo spontaneo movimento verso Lalto di un fluido riscaldato può essere 
compreso soltanto analizzando le complesse relazioni tra temperatura, 
viscosità, tensione superficiale e ulteriori caratteristiche del fluido 


di Manuel G. Velarde e Christiane Normand 


L a convezione dovrebbe essere fami¬ 
liare a chiunque abbia osservato 
^ rintorbidamento di un brodo ri¬ 
scaldato, sentito il risucchio della cappa di 
un caminetto od osservato il luccicante 
tremolìo delle correnti d*aria su una stra¬ 
da asfaltata in un giorno di sole. Lo stesso 
meccanismo convettivo è responsabile 
delle grandi correnti oceaniche e della 
circolazione globale dell’atmosfera; esso 
dà origine a moti su scala ancora maggio¬ 
re nella fotosfera solare. Certi tipi di nubi 
si formano quando l’aria calda e umida 
sale verso l’alto in turbini convettivi ed è 
l’interruzione del normale^ trasporto per 
convezione che lascia periodicamente cit¬ 
tà come Los Angeles e Madrid sotto una 
cappa di smog durante un’inversione 
termica. Altri esempi sono meno familiari 
o meno facilmente osservati. La conve¬ 
zione ha un’influenza importante sull’a¬ 
sciugatura di pellicole di vernice e sulla 
dispersione di gas e di particelle nei pol¬ 
moni. La convezione nel mantello terre¬ 
stre è in apparenza la forza motrice della 
lenta migrazione dei continenti. 

I più elementari tipi di convezione pare 
abbiano una semplice spiegazione che si 
può riassumere con l’espressione «salite 
di calore». Nei casi più semplici il flusso 
convettivo ha inizio quando un fluido (un 
gas o un liquido) viene riscaldato dal sot¬ 
to. In seguito al riscaldamento lo strato 
inferiore del fluido si espande e diventa 
perciò meno denso degli strati sovrastan¬ 
ti. Lo strato inferiore più caldo e più leg¬ 
gero tende quindi a salire, mentre lo stra¬ 
to superiore più freddo tende a scendere 
in basso. Questo fenomeno era noto fin 
dal secolo XVIII. Può perciò apparire 


sorprendente che la formulazione di un 
dettagliato e quantitativo resoconto della 
convezione si sia rivelato una duratura 
sfida per l’ingegno dei teorici. In realtà, 
perfino di sistemi più semplici sottoposti a 
un intenso moto convettivo non si può 
dare una esatta descrizione matematica. 

La natura delle difficoltà teoriche può 
essere esemplificata se si considera anco¬ 
ra il caso di uno strato fluido riscaldato dal 
sotto. La forza che guida il flusso convet¬ 
tivo in tale fluido è la spinta verso l’alto 
dello strato riscaldato e il modulo di tale 
forza è determinato dalla differenza di 
temperatura tra la superficie superiore e 
quella inferiore dello strato. La comples¬ 
sità dell’argomento appare chiara quando 
si scopre che la distribuzione di tempera¬ 
tura è notevolmente alterata dallo stesso 
flusso convettivo, che trasporta calore 
dalla superficie inferiore a quella superio¬ 
re dello strato. In tal modo la forza che 
provoca il flusso è soggetta a modificazio¬ 
ni da parte dello stesso flusso. 

P ur se mancano ancora soluzioni esatte 
di problemi come questo, negli ultimi 
vent’anni sono stati compiuti sostanziali 
progressi verso una teoria generale della 
convezione. I progressi si sono avuti prin¬ 
cipalmente dall’adattamento di concetti e 
di tecniche matematiche sviluppati in altri 
campi delle scienze fisiche, più che altro 
nello studio delle transizioni di fase, dei 
materiali ferromagnetici e dei supercon¬ 
duttori. Questi metodi conducono a una 
analisi della stabilità delle varie modalità 
di moto nel fluido e quindi a previsioni 
della modalità più facilmente osservabile. 
I risultati sono soltanto approssimati, ma 


in alcuni casi l’approssimazione è buona, 
al punto da far sperare che sia possibile 
spiegare quello che succede in un brodo in 
ebollizione incipiente. 

Il tipo di trasporto convettivo che trat¬ 
teremo qui è chiamato convezione natu¬ 
rale o libera, che significa che il flusso è 
dovuto a forze che agiscono in seno al 
fluido. La forza è molto spesso la gravità, 
ma vi sono dei casi in cui giocano un ruolo 
significativo e persino fondamentale altri 
agenti, quali la tensione superficiale o un 
campo elettromagnetico. La convezione 
naturale è definita in contrapposizione 
alla convezione forzata, nella quale il 
moto del fluido è indotto da una forza 
impressa daH’esterno, per esempio da una 
pompa o da un ventilatore. 

Una delle prime descrizioni della con¬ 
vezione naturale risale all’incirca al 1790 
ed è dovuta a Benjamin Thompson, il 
conte Rumford. Egli avanzò l’idea che si 
poteva spiegare il trasporto di calore in 
una torta di mele. Cerano state prece¬ 
denti proposte di un meccanismo convet¬ 
tivo per la circolazione atmosferica e du¬ 
rante il secolo XIX sono stati riportati in 
letteratura un certo numero di lavori 
aneddotici. Ricerche sistematiche sono 
iniziate tuttavia soltanto verso il 1900. 11 
lavoro sperimentale più significativo di 
tale periodo si deve al ricercatore france¬ 
se Henri Bénard. Egli studiò un sistema 
convettivo più complesso delle sue stesse 
conoscenze e la sua vera natura è stata 
riconosciuta solo di recente. Le osserva¬ 
zioni di Bénard e la loro moderna inter¬ 
pretazione verranno riportate più avanti. 

Il principale teorico della convezione 
dell’inizio del secolo XX è stato John Wil¬ 
liam Strutt, alias Lord Rayleigh. Tra i suoi 
ultimi lavori c’era un articolo sulla conve¬ 
zione, pubblicato nel 1916, che tentava di 
spiegare i risultati di Bénard. Oggi sap¬ 
piamo che la teoria di Lord Rayleigh non 
vale per il sistema esaminato da Bénard, 
tuttavia il lavoro di Lord Rayleigh è il 
punto di partenza per quasi tutte le mo¬ 
derne teorie della convezione. 

La teoria di Lord Rayleigh può essere 
spiegata nel contesto di un modello spe¬ 
rimentale che impiega un fluido con pro¬ 


celle di convezione con una geometrìa poligonale caratterìstica si formano spontaneamente 
quando viene riscaldato dal sotto un sottile strato di fluido. Nelle fotografìe in alto nella pagina a 
fronte è riprodotta Tevoluzione del modello nel corso di alcune ore; la foto in basso mostra il 
modello completamente sviluppato. Inizialmente le celle sono lunghi «rulli» che seguono ì 
contorni dello strato; i rulli danno orìgine a poligoni, che tendono a una forma di esagoni regolari e 
sono indipendenti dal contorno. In ciascuna cella il fluido sale nel centro e discende alla periferia. 
La circolazione è indotta principalmente da forze associate alla tensione superficiale e in molti 
fluidi assume questa forma solo quando la superfìcie superiore è libera. Le fotografìe sono state 
riprese nel laboratorio di uno degli autori (Velarde)airÙniversità Autonoma di Madrid. 11 fluido 
è un olio di silicone in cui sono stati sospesi fiocchi di alluminio per rendere visibile il flusso. 
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Per dare inizio a un flusso convettivo è necessario uno squilibrio di forze. Le forze si possono 
analizzare in un ipotetico esperimento nei quale un sottile strato di fluido tra due lastre rigide 
viene riscaldato dal sotto generando un gradiente di temperatura e di densità. Se viene spostata 
leggermente verso Paltò una porzione di fluido caldo nei pressi della parte inferiore dello strato, 
essa entra in una regione di maggiore densità media ed è perciò sottoposta a una forza di spinta 
verso Paltò. Allo stesso modo, se viene spostata verso il basso una porzione di fluido freddo nei 
pressi della parte superiore dello strato, essa diventa più pesante delPambiente circostante e tende 
a scendere verso il basso. La forza di spinta è ostacolata dalla resistenza viscosa e dalla diffusione 
del calore, che tende a uguagliare la temperatura di una porzione spostata con quella del suo 
ambiente circostante. LMmportanza relativa di questi effetti è misurata dal numero di Ra> leigh. La 
convezione ha inizio quando la spinta verso Paltò supera gli effetti dissipativi della resistenza 
viscosa e della diffusione termica, cioè quando il numero di Rayleigh supera un valore critico. 


prietà alquanto più semplici di un qualsia¬ 
si gas o liquido reale. Un sottile strato di 
fluido viene confinato tra due lastre pia¬ 
ne, rigide, orizzontali e riempie comple¬ 
tamente lo spazio tra esse, in modo che 
non esista alcuna superficie libera. Per 
strato sottile si intende che Pestensione 
orizzontale dello strato è molto maggiore 
della sua profondità (che è uguale alla 
distanza tra le lastre). L’ipotesi di uno 
strato sottile serve per rendere minimi gli 
effetti al contorno delle lastre, che non 
entrano esplicitamente nella descrizione 
teorica. Lo strato ideale dovrebbe avere 
estensione orizzontale infinita; in pratica 
uno strato di qualche centimetro di lar¬ 
ghezza e di pochi millimetri di spessore 
soddisfa ai requisiti. 

L’apparecchiatura deve essere riscal¬ 
data dal sotto in modo che il fondo dello 
strato abbia una temperatura uniforme e 
costante. Allo stesso modo, viene fornito 
calore alla parte superiore dello strato in 
modo che anche là la temperatura sia co¬ 
stante e uniforme, ma più bassa di quella 
della superficie inferiore. Ne deriva, ov¬ 
viamente, che anche la differenza di tem¬ 
peratura tra la superficie sup>eriore e quel¬ 
la inferiore è costante e uniforme. Inoltre, 
si richiede che il gradiente di temperatura 
- la variazione di temperatura corrispon¬ 
dente a un dato spostamento verticale - 
sia lineare, cioè che un grafico della tem¬ 
peratura in funzione delPaltezza dia una 
linea retta. 

A questo elenco vanno aggiunte poche 
altre ipotesi semplificative. Una è che la 
gravità sia la sola forza che agisce alPin- 
temo del fluido. Dato che gli esperimenti 
pratici sono su piccola scala, il campo gra¬ 
vitazionale dovrà essere praticamente 
uniforme in tutto il volume. Il fluido‘deve 
inoltre essere incomprimibile, ipotesi 
questa realistica per liquidi poco profon¬ 
di. Infine, un aspetto molto im|X)rtante 
del modello è che la variazione di tempe¬ 
ratura alteri direttamente soltanto una 
proprietà del fluido. Questa proprietà è la 
densità, che diminuisce con Taumentare 
della temperatura. In altri termini, il flui¬ 
do riscaldato si espande, proprietà questa 
caratteristica dei gas e dei liquidi reali. 

■p siste un metodo teorico ben definito 
^ per indagare sugli effetti del gradien¬ 
te termico in questo esperimento ipoteti¬ 
co. Per prima cosa dobbiamo supporre 
che una porzione di fluido sia stata sposta¬ 
ta verso Paltò o verso il basso rispetto alla 
sua posizione originale; quindi si devono 
analizzare le forze agenti sulla porzione 
spostata. Sono tali forze che determine¬ 
ranno tutti i successivi movimenti del 
fluido. La porzione può avere dimensioni 
e forma qualsiasi, ma lo spostamento 
deve essere piccolo. (La teoria di Ray- 
leigh vale essenzialmente per spostamenti 
infinitesimali o di entità al limite infinite¬ 
sime.) Lo spostamento iniziale non deve 
essere la conseguenza di una forza im¬ 
pressa; dal momento che le molecole di 
un fluido sono costantemente in movi¬ 
mento le loro posizioni fluttuano casual¬ 
mente e ci si può aspettare che, se si at¬ 
tende abbastanza a lungo, qualsiasi spo- 
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stamento piccolo avvenga spontaneamen¬ 
te. Si consideri una piccola porzione di 
fluido nei pressi della superficie inferiore 
dello strato. Per l’elevata temperatura sul 
fondo, la porzione ha una densità minore 
della densità media dell’intero strato. 
Però, mentre la porzione res'ta sul luogo 
viene circondata da fluido della stessa 
densità e quindi la sua spinta verso l’alto è 
nulla. Tutte le forze che agiscono su di 
essa sono equilibrate ed essa non sale ver¬ 
so l’alto e non affonda. 

Supponiamo ora che per effetto di 
qualche perturbazione casuale alla por¬ 
zione di fluido venga impresso un leggero 
moto verso l’alto. Quale effetto ha lo spo¬ 
stamento sull’equilibrio delle forze? La 
porzione è ora circondata da un fluido più 
freddo e più denso. Il risultato è che su 
essa agisce una spinta verso l’alto positiva 
che la fa salire. La forza complessiva ver¬ 
so l’alto è proporzionale alfa differenza di 


densità e al volume della porzione. Così 
uno spostamento iniziale verso l’alto del 
fluido caldo viene amplificato dal gra¬ 
diente di densità e questo effetto dà origi¬ 
ne a forze che provocano un ulteriore 
movimento verso l’alto. Un’analisi del 
genere si potrebbe fare per un lieve spo¬ 
stamento verso il basso di una porzione di 
fluido freddo e denso nei pressi della par¬ 
te alta dello strato. Muovendosi verso il 
basso la porzione entrerebbe in un am¬ 
biente di densità media più bassa, diven¬ 
tando più pesante dell’ambiente circo¬ 
stante. Essa tende perciò ad affondare, 
amplificando la perturbazione iniziale. La 
convezione naturale è il risultato di questi 
flussi combinati verso l’alto e verso il bas¬ 
so e tende a rovesciare l’intero strato di 
fluido. La conseguenza di questa analisi è 
che si dovrebbe osservare la convezione 
nel fluido tutte le volte che esiste un gra¬ 
diente termico, per quanto piccolo esso 


sia. Anche in un gradiente infinitesimo, 
qualsiasi moto casuale verso l’alto del 
fluido caldo o verso il basso del fluido 
freddo dovrebbe essere sufficiente per 
dare origine a un flusso. In realtà non si 
osserva tale estrema sensibilità, anzi il 
gradiente termico deve raggiungere un 
certo valore di soglia perché inizi il flusso 
convettivo. La spiegazione del perché le 
cose stanno così è stato il più significativo 
contributo di Lord Rayleigh. 

Lord Rayleigh mise in evidenza che 
una teoria della convezione deve tener 
conto di almeno altri due effetti sul moto 
di una particella fluida. Uno di essi è la 
resistenza viscosa, l’equivalente dell’attri¬ 
to nei fluidi. La resistenza viscosa è sem¬ 
pre opposta al moto del fluido e il suo 
modulo è determinato in parte da una 
proprietà intrinseca del fluido, la viscosità 
di taglio, che misura la resistenza al moto 
relativo di due qualsiasi regioni adiacenti. 




Le celle a forma dì rullo costituiscono una confìgurazione stabile nella 
convezione indotta da forze di spinta anziché dalla tensione superficia¬ 
le. L’unità fondamentale del modello comprende due rulli ruotanti in 
verso opposto; la larghezza dì tale unità è doppia della profondità dello 


strato fluido. La forma del modello dipende dai contorni dello strato. 
In un recipiente rettangolare i rulli sono paralleli ai lati più corti, mentre 
in uno cilindrico formano anelli concentrici. Si osserva un modello di 
rulli stabile soltanto quando il fluido non presenta superfìcie libera. 
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Se la velocità non è troppo grande, il 
modulcf della resistenza viscosa è propor¬ 
zionale alla viscosità moltiplicata per il 
raggio della porzione e la velocità. Ov¬ 
viamente. se la resistenza viscosa è uguale 
alla spinta verso l’alto, non c’è moto. 

Il secondo effetto dissipativo costitui¬ 
sce una conseguenza del fatto che la con¬ 
vezione non è il solo meccanismo di tra¬ 
sporto di calore in un fluido. Anche l’ir- 
raggiamento e la conduzione, o diffusione 
del calore, possono trasportare calore. 
Alle temperature relativamente basse 
della maggior parte degli esperimenti di 
convezione, Tirraggiamento fornisce un 
contributo talmente piccolo che può esse¬ 
re ignorato. Invece la diffusione del calo¬ 
re non è sempre trascurabile; essa tende 
ad annullare il gradiente termico che ori¬ 
gina il flusso convettivo. 

L ’effetto della diffusione del calore può 
^ essere spiegato considerando ancora 
una porzione di fluido caldo spostata ver¬ 
so l’alto dalla sua posizione di equilibrio 
in un ambiente più freddo. Secondo la 
definizione fondamentale di calore, le 
molecole della porzione calda devono 
avere una velocità media maggiore di 
quelle del fluido circostante più freddo. 
Le molecole possono attraversare libe¬ 
ramente il contorno che definisce la por¬ 
zione e l’effetto di molti scambi del gene¬ 
re in entrambe le direzioni sarà di ugua¬ 
gliare le velocità medie delle due popola¬ 
zioni. In altre parole, il calore fuoriuscirà 
dalla porzione calda spostata in modo da 
farla raffreddare, mentre il fluido circo¬ 
stante si riscalda, fm quando alla fine essi 
raggiungono l’equilibrio alla stessa tem¬ 
peratura. Per una porzione di fluido fred¬ 
do spostata verso il basso, il flusso di calo¬ 
re avviene in verso opposto, dalfambien- 
te caldo alla porzione fredda. In entrambi 
i casi la differenza di temperatura locale si 
riduce e allo stesso modo si comporta la 
spinta che da essa ha origine. 

Il tempo necessario perché una porzio¬ 
ne fluida raggiunga l’equilibrio termico 
con il suo ambiente circostante dipende in 
parte da una proprietà del fluido, la diffu¬ 
sività termica. La scala dei tempi di que¬ 
sto processo è inversamente proporziona¬ 
le alla costante di diffusività ed è diretta- 
mente proporzionale alla superficie della 
porzione. Se questo tempo di diffusione 
termica è confrontabile con il tempo ne¬ 
cessario perché la porzione si sposti di una 
certa distanza caratteristica, quale può 
essere il suo diametro, la spinta verso l’al¬ 
to viene annullata. In altre parole, se il 
fluido si muove non più velocemente di 
quanto perde calore per diffusione, non 
può mantenersi un flusso convettivo. La 
fornitura di calore al sistema attraverso la 
lastra inferiore viene in tal caso effettuata 
attraverso lo strato fluido mediante un 
meccanismo puramente conduttivo o dif¬ 
fusivo, senza alcun molo di assieme. 

L’analisi di Lord Rayleigh mostra che 
la semplice esistenza di un gradiente ter¬ 
mico non è sufficiente a garantire l’inizio 
di un flusso convettivo. E necessario che 
la spinta verso l’alto risultante da tale 
gradiente vinca gli effetti dissipativi della 


resistenza viscosa e della diffusione del 
calore. L’energia potenziale gravitaziona¬ 
le liberata dalla discesa del fluido più den¬ 
so e dalla risalita di quello più leggero 
deve essere maggiore dell’energia dissi¬ 
pata per viscosità e diffusione. La relazio¬ 
ne tra tali effetti può essere espressa come 
un rapporto adimensionale: la forza di 
spinta divisa per il prodotto tra la resi¬ 
stenza viscosa e la velocità di diffusione 
del calore. Il rapporto è adimensionale 
nel senso che tutte le unità di misura asso¬ 
ciate alle tre grandezze si eliminano esat¬ 
tamente, lasciando un numero puro il cui 
valore è lo stesso qualunque sia il sistema 
di unità adottato. Tale rapporto è oggi 
chiamato numero di Rayleigh. La conve¬ 
zione ha inizio quando il numero di Ray¬ 
leigh supera un certo valore critico. 

Il significato del numero di Rayleigh 
può essere riaffermalo con maggiore esat¬ 
tezza attraverso un esame della stabilità 
di varie possibili modalità di moto nel 
fluido. È conveniente definire la stabilità 
in funzione di una curva di potenziale o di 
una superficie di potenziale, che esprime 
l’energia di un sistema in funzione di 
qualche variabile. Il sistema si trova soli¬ 
tamente in un qualsiasi stato che abbia 
minima energia, corrispondente al punto 
più basso sulla superficie di potenziale. 

È abbastanza facile immaginare un 
modello reale di una superficie di poten¬ 
ziale, cioè una boccia emisferica conte¬ 
nente una biglia. In condizioni di equili¬ 
brio la biglia è in quiete sul fondo della 
boccia, dove la sua energia potenziale 
gravitazionale è minima. Se qualche per¬ 
turbazione casuale sposta adesso legger¬ 
mente la biglia, essa rotolerà indietro ver¬ 
so la sua posizione di equilibrio; può darsi 
che essa superi il punto più basso della 
superficie e oscilli attorno a esso, ma gli 
effetti dissipativi deH’attrìto finiranno con 
lo smorzare le oscillazioni e dopo un certo 
tempo la biglia si ritroverà in quiete nel 
punto di minima energia. Dato che una 
biglia sul fondo della boccia ritorna alla 
sua posizione originale dopo una pertur¬ 
bazione essa è in equilibrio stabile. 

Un altro modello di superficie di po¬ 
tenziale si ricava capovolgendo la boccia 
emisferica e disponendo accuratamente 
in equilibrio la biglia sul suo vertice. An¬ 
che questo è uno stato di equilibrio, nel 
senso che tutte le forze agenti sulla biglia 
sono equilibrate, e in assenza di qualsiasi 
perturbazione, la biglia potrebbe restare 
indefinitamente in quiete. In pratica, 
però, ci sarà sempre qualche influenza 
esterna (per esempio, una corrente d’aria 
o un camion in transito) che disturberà 
questo equilibrio precario se lo spierimen- 
tatore aspetta abbastanza a lungo. Dopo 
una siffatta perturbazione la biglia non 
ritorna al punto di equilibrio ma se ne 
allontanerà indefinitamente. Per quanto 
piccola sia la perturbazione iniziale, la 
biglia si troverà alla fine a una grande 
distanza dal centro. La perturbazione è 
amplificata e quindi lo stato di equilibrio è 
detto instabile. 

C’è una terza possibilità: la biglia può 
anche essere posta su una superficie pia¬ 
na. In questo caso, se spostiamo la biglia 


essa non ritorna nella sua posizione origi¬ 
nale né continua ad allontanarsi da essa, 
ma si limita a restare in equilibrio nella 
sua nuova posizione. Si dice che ogni pun¬ 
to di una superficie di potenziale piana 
rappresenta uno stato di equilibrio indif¬ 
ferente o marginale. 

Ce meditiamo un po’ di più su questo 
modello di superficie di potenziale si 
conclude che la stabilità assoluta di un 
sistema può essere dimostrata soltanto 
verificando la sua risposta a tutte le per¬ 
turbazioni possibili. Per esempio, una bi¬ 
glia aH’intemo della boccia ritornerà al 
centro dopo una perturbazione infinite¬ 
sima o anche dopo una piccola, ma finita. 
Non ritornerà invece al suo punto di par¬ 
tenza se la perturbazione è sufficiente¬ 
mente grande da scagliarla completamen¬ 
te aH’estemo della boccia. Poiché si do¬ 
vrebbero verificare un numero infinito di 
possibili perturbazioni, è difficile dimo¬ 
strare se uno stato di equilibrio è stabile; 
invece l’instabilità si può dimostrare met¬ 
tendo in evidenza anche una sola pertur¬ 
bazione che cresce spontaneamente. 

L’applicazione di questi principi al 
problema della convezione è immediata. 
Si dimostra facilmente che uno strato di 
fluido immobile riscaldato uniformemen¬ 
te dal sotto è in uno stato di equilibrio, 
anche se si trascurano lo smorzamento 
viscoso e la diffusione del calore. Anche 
se la porzione più leggera del fluido è 
sovrastata da materiale più denso, in 
modo da poter diminuire l’energia poten¬ 
ziale gravitazionale scambiando le due 
posizioni, in assenza di perturbazioni tut¬ 
te le forze che agiscono su una qualsiasi 
porzione di fluido sono in equilibrio. La 
domanda alla quale deve rispondere una 
teoria della convezione è se l’equilibrio è 
stabile o instabile o se presenta invece una 
stabilità indifferente. In altre parole, la 
teoria deve definire la forma della super¬ 
ficie di potenziale. 

È il valore del numero di Rayleigh a 
determinare la curvatura della superficie 
di potenziale. Se il numero di Rayleigh è 
nullo, per esempio p)erché sono nulli il 
gradiente termico e la forza di spinta, lo 
stato di quiete è ovviamente stabile e la 
superficie di potenziale ha la concavità 
verso l’alto, come l’intemo di una boccia 
o di una valle. Per mettere in moto il 
fluido è necessario aumentarne l’energia. 
D’altra parte, se il numero di Rayleigh è 
molto grande, in modo tale che la spinta 
verso l’alto superi tutti gli effetti dissipati¬ 
vi. il fluido può diminuire la sua energia 
totale dando luogo a un flusso convettivo. 
In tal caso qualsiasi perturbazione dell’e¬ 
quilibrio stazionario verrà amplificata. La 
superficie di potenziale ha la concavità 
verso il basso come una boccia capovolta. 

La continuità impone che esista qual¬ 
che valore del numero di Rayleigh, in¬ 
termedio tra questi estremi, in corrispon¬ 
denza del quale la spinta verso l’alto e le 
forze dissipative abbiano lo stesso modu¬ 
lo. È questo il numero di Rayleigh critico, 
che caratterizza la superficie di potenziale 
piana, di transizione o di stabilità indiffe¬ 
rente. Quando il numero di Rayleigh 
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La stabilità di un sistema fisico si può giudicare dalla sua risposta a una 
perturbazione arbitraria, quale un piccolo spostamento di una biglia in 
quiete su una superficie. Se la superficie è concava, la biglia ritorna alla 
posizione di equilibrio sul fondo della boccia: tale posizione è detta di 
equilibrio stabile. Su una superficie convessa la biglia può essere tenuta 
in equilibrio sul vertice, ma qui Tequilibrio è instabile: la più piccola 
perturbazione è amplificata come la biglia diminuisce la propria energia 



potenziale rotolando verso il basso. Su una superficie piana la biglia non 
ritorna nella sua posizione di partenza né si allontana ulteriormente da 
essa: si parla di equilibrio indifferente. Un sistema può essere sta¬ 
bile di fronte a certe perturbazioni, ma non ad altre, come per una 
superficie che presenta sia regioni concave sia convesse. In un fluido 
semplice per innescare la convezione è necessaria una distribuzione 
instabile di alcune proprietà quali la densità o la tensione superficiale. 
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PERTURBAZIONE 


aumenta a partire da zero (per esempio, a 
causa di un crescente gradiente termico) 
la superfìcie di potenziale parte concava e 
gradualmente si appiattisce; in corri¬ 
spondenza del numero di Rayleigh criti¬ 
co, essa è perfettamente piana, mentre, 
quando il numero continua ad aumenta¬ 
re, la superfìcie diventa convessa. L’equi¬ 
librio di uno stato di quiete diventa insta¬ 
bile soltanto quando si supera il valore 
critico. Per Tesperimento modello qui 
considerato, i calcoli indicano un numero 
di Rayleigh critico di 1708, In un esperi¬ 
mento di laboratorio, dove il fluido è uno 
strato di olio di silicone di qualche milli¬ 
metro di spessore, il numero di Rayleigh 
critico viene raggiunto quando il gradien¬ 
te termico è di pochi gradi centigradi. 

L’esperimento ipotetico su cui si basa 
questa spiegazione della teoria di Lord 
Rayleigh comprende molte ipotesi sem- 
plifìcative, alcune delle quali contrarie ai 
fatti. La teoria ha comunque avuto un 
notevole successo nel predire le condizio¬ 
ni necessarie per l’inizio della convezione 
nei fluidi reali. Per esempio, gli esperi¬ 
menti di Peter L. Silveston dell’Universi¬ 
tà della Columbia Britannica e di Ernest 
L. Koschmieder dell’Università del Texas 
ad Austin hanno fornito valori del numero 
di Rayleigh critico di 1700 ± 50, in buon 
accordo con il valore teorico. 
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T 'equilibrio tra la spinta verso l’alto e le 
^ forze dissipative fornisce un criterio 
per l’innesco dell’instabilità convettiva, 
ma che cosa si osserva nelPesperimento 
modello una volta iniziato il fìusso? La 
teoria di Rayleigh fornisce soltanto indi¬ 
cazioni limitate nel rispondere a tale 
domanda e anche le teorie più complesse 
che discuteremo in seguito non sono in 
grado di tener conto di tutti gli aspetti 
osservati in una circolazione convettiva 
pienamente avviata. Tuttavia, anche se 
non si può ricavare matematicamente l’e¬ 
voluzione del flusso, è almeno possibile 
una descrizione qualitativa. 

In uno strato fluido riscaldato unifor¬ 
memente dal sotto, il gradiente termico 
dovrebbe essere indipendente dalla posi¬ 
zione orizzontale e la stessa cosa dovreb¬ 
be valere per la spinta verso l’alto risul¬ 
tante. Quando si supera il numero di Ray- 


La stabilità di un fluido di fronte alla convezio¬ 
ne indotta dalla spinta verso Paltò viene de¬ 
terminata dal valore del numero di Rayleigh. 
Se il numero è inferiore al valore critico, qual¬ 
siasi perturbazione viene smorzata, mentre se 
il numero supera il valore critico, la perturba¬ 
zione continua a crescere. Il sistema è più sen¬ 
sibile a perturbazioni con un particolare nume¬ 
ro d*onda, o scala di lunghezza, corrispondente 
al doppio della profondità dello strato fluido. 
La differenza tra il numero di Rayleigh effet¬ 
tivo e il numero crìtico determina un parame¬ 
tro A; nella teorìa proposta da Rayleigh la 
velocità del flusso convettivo dipende da A in 
modo esponenziale. Se A è negativo, la velocità 
scende a zero; se A è nullo la velocità resta 
costante; se A è positivo, la velocità continua ad 
aumentare. Dato che A è un numero complesso 
che può avere un valore immaginario, il flusso 
può oscillare, fenomeno detto superstabilità. 
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Le variazioni di tensione superficiale modificano il modello del trasporto convettivo in un fluido 
dotato di superficie libera. 11 valore della tensione superficiale varia al variare della temperatura, 
ed è maggiore quando il fluido è più freddo. Qualsiasi differenza di temperatura attraverso la 
superficie dà quindi origine a un gradiente di tensione superficiale. Lo stato di quiete diventa 
instabile se il gradiente è abbastanza grande da vincere gli effetti dissipativi della viscosità e della 
diffusione termica. D valore della tensione viene in questo caso rappresentato dalla intensità 
del colore. Il fluido viene trascinato lungo la superficie verso regioni più fredde caratterizzate 
da maggiore tensione superficiale e viene sostituito da fluido più caldo proveniente dal basso. 


leigh crìtico e Tequilibrìo in stato di quiete 
diventa instabile, il fluido caldo tende a 
salire verso l’alto dovunque, mentre quel¬ 
lo freddo tende a discendere dovunque. 
Ovviamente i due processi non possono 
verificarsi contemporaneamente. Questo 
ostacolo viene evitato dalla divisione 
spontanea dello strato in un modello di 
«celle» di convezione, in ognuna delle 
quali il fluido circola in un’orbita chiusa. 
Argomentazioni teoriche danno un'indi¬ 
cazione approssimativa della scala favori¬ 
ta dei singoli elementi nei modello di con¬ 
vezione. Queste argomentazioni deriva¬ 
no dalla sensibilità variabile dello stato 
marginalmente stabile a perturbazioni 
con differenti scale di lunghezza. Qui 
dobbiamo stare attenti a non confondere 
Tampiezza di una perturbazione, che nel- 
l’esperimento modello corrisponde allo 
spostamento verticale di una porzione di 
fluido, con la scala della perturbazione, 
che misura le dimensioni della porzione. 
Se la teoria di Rayleigh deve fornire risul¬ 
tati significativi, l’ampiezza deve sempre 
essere infinitesima, mentre la scala può 


raggiungere le dimensioni massime con¬ 
sentite dall’apparecchiatura. 

Si è soliti esprìmere la scala di una per¬ 
turbazione in termini di un numero d'on¬ 
da. che è il reciproco di una lunghezza. 
Questa abitudine riflette il fatto che la 
geometria di una perturbazione è gene¬ 
ralmente complessa, in modo tale da non 
avere una sola dimensione chiaramente 
definita; la perturbazione può essere però 
decomposta in uno spettro di modi fon¬ 
damentali, o frequenze spaziali, proprio 
come un suono complesso può essere ana¬ 
lizzato in una combinazione di note pure. 
Un numero d’onda rappresenta i contribu¬ 
ti di una particolare scala di lunghezza alle 
fluttuazioni casuali. Numeri d’onda mag¬ 
giori corrispondono a scale più piccole. 

La stabilità dello stato stazionario in 
quiete è suscettibile di essere sconvolta da 
perturbazioni con certi numeri d’onda 
piuttosto che con altri. Si può immaginare 
un esperimento in cui venga misurato il 
numero di Rayleigh crìtico in un fluido le 
cui fluttuazioni possono essere controlla¬ 
te in modo che siano sempre caratteriz¬ 


zate da un solo numero d’onda. Un sif¬ 
fatto esperimento dovrebbe rivelare che 
rinstabilità si instaura più rapidamente 
quando il numero d’onda descrìve per¬ 
turbazioni con una dimensione orìzzonta- 
le circa doppia della profondità del fluido. 
Per numeri d'onda maggiori o minori, 
sono necessarie condizioni più estreme 
(un maggior numero di Rayleigh) per 
indurre la convezione. Il valore calcolato 
1708 per il numero di Rayleigh crìtico è 
quello trovato quando le fluttuazioni 
hanno le dimensioni più adeguate. 

La sensibilità del fluido a perturbazioni 
su una particolare scala implica che tali 
perturbazioni saranno amplificate più 
rapidamente di quasiasi altra quando lo 
strato diventa instabile. Pertanto il mo¬ 
dello osservato quando ha inizio la conve¬ 
zione potrebbe presentare qualche pecu¬ 
liarità in prossimità di tale scala. Non è 
certo che tali peculiarità persistano una 
volta pienamente sviluppato il flusso con¬ 
vettivo, ma risulta che ciò avviene, purché 
il numero di Rayleigh non superi di trop¬ 
po il valore critico. 

Il numero d’onda precisa la scala com¬ 
plessiva del modello ma non la sua forma 
dettagliata; si potrebbero costruire celle 
di convezione di molte forme differenti in 
modo che abbiano lo stesso numero d’on¬ 
da. Il modello osservato in realtà di|;>ende 
fortemente dalla geometrìa dell’apparec¬ 
chiatura sperimentale; esso non può esse¬ 
re ricavato dai principi primi, ma esistono 
regole empiriche ben consolidate che 
fanno previsioni qualitative attendibili. 

In esperimenti quale quello ipotetico 
ora descritto, nel quale le superfici supe¬ 
riore e inferiore sono vincolate da con¬ 
torni rigidi, l’elemento fondamentale del 
modello è un «rullo» che ha una lunga 
forma tubolare. Il fluido caldo sale lungo 
un bordo del rullo, attraversa la superficie 
superiore perdendovi calore e ricade poi 
sul fondo dello strato lungo il bordo op¬ 
posto. La circolazione trasporta quindi il 
fluido attraverso il contorno inferiore, 
dove la sua temperatura aumenta nuo¬ 
vamente. Rulli adiacenti hanno versi di 
rotazione opposti. 

Quando si osserva un rullo in sezione 
trasversale, la sua forma è all’incirca qua¬ 
drata: la larghezza è uguale all’altezza e 
quest’ultima è ovviamente determinata 
dalla profondità dello strato fluido. In tal 
modo le proporzioni del rullo sono co¬ 
stanti, ma le sue dimensioni dipendono 
dalla profondità del fluido. Dato che l’u¬ 
nità ricorrente in questo modello è forma¬ 
ta da due rulli ruotanti in senso opposto, 
la scala del modello è adeguatamente de¬ 
finita dalla larghezza di due rulli. Quindi 
la scala è uguale al doppio della profondi¬ 
tà del fluido, secondo le previsioni dclj’a- 
nalisi con numeri d’onda. 

La pianta del modello a celle (il suo 
aspetto daH’alto) è determinata in larga 
misura dalla forma dell'apparecchiatura. 
Dato che nella teorìa non entrano diret¬ 
tamente dettagli di questo genere non si 
può facilmente ricavare la pianta; tuttavia 
l’osservazione sperimentale fornisce 
un’ampia base di previsione. Se il reci¬ 
piente è rettangolare, i rulli tendono ad 
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allinearsi parallelamente ai lati più corti. 
La larghezza di ogni rullo e quindi il loro 
numero sono determinati dalla profondi¬ 
tà dello strato. In un recipiente cilindrico i 
rulli formano anelli concentrici. 

C ome abbiamo detto sopra, Tanalisi 
della convezione'di Lord Rayleigh è 
stata ispirata principalmente dalle osser¬ 
vazioni sperimentali fatte da Bénard ver¬ 
so il 1900. Oggi sappiamo che la teoria di 
Rayleigh non è adatta per il meccanismo 
convettivo studiato da Bénard. Le condi¬ 
zioni sperimentali impiegate da Bénard 
differivano di poco ma in modo sostanzia¬ 
le da quelle qui descritte e Pimportanza 
delle variazioni appare subito nel modello 
del flusso convettivo. Nella convezione di 
Bénard i rulli imposti dalla geometria del- 
Tapparecchiatura possono apparire per 
breve tempo alPinizio del flusso, ma dan¬ 
no subito luogo a una figura più comples¬ 
sa: un mosaico poligonale della superficie 
fluida. Inizialmente i poligoni sono al¬ 
quanto irregolari, avendo da quattro a 
sette lati, con numero medio di sei. 
Quando la figura si sviluppa pienamente, 
diventa uno schieramento quasi perfetto 
di esagoni regolari, disposti come in un 
alveare. 11 centro di ogni cella esagonale è 
una regione di fluido caldo in movimento 
verso Paltò, che si estende sulla superficie 
superiore e ridiscende sul perimetro, 
dove le celle adiacenti sono unite. 

Negli esperimenti di Bénard. come nel- 
Pesperimento ipotetico descritto in pre¬ 
cedenza, il fluido forma uno strato sottile 
riscaldato dal sotto. La differenza essen¬ 
ziale è che lo strato non è confinato tra 
due contorni rigidi, ma è invece esposto 
alParia sulla sua superficie superiore. 
Essendo la superficie libera, il flusso può 
essere influenzato dalla tensione superfi¬ 
ciale; in effetti, è oggi nota Pinfluenza 
predominante della tensione superficiale 


nella convezione di Bénard, dove è più 
importante della forza di spinta. Non 
deve pertanto sorprendere che la teoria di 
Rayleigh. nella quale si assume esplicita¬ 
mente che la spinta verso Paltò sia la sola 
forza agente, sia inadeguata a spiegare 
una convezione di questo tipo. Le previ¬ 
sioni sono errate perfino per grandezze 
fondamentali quale il gradiente termico 
necessario per innescare il flusso convet¬ 
tivo. Una valida teoria alternativa venne 
introdotta solo nel 1958 da J. R. A. Pear- 
son delPImperial College of Science and 
Technology di Londra. 

La tensione superficiale è la forza di 
coesione il cui effetto complessivo è quel¬ 
lo di rendere minima la superficie di un 
fluido. Per esempio, una goccia libera di 
liquido tende ad assumere una forma sfe¬ 
rica per effetto della tensione superficia¬ 
le, essendo quella la configurazione di 
minima area. La tensione si può pensare 
come un intreccio di elastici tesi in tutte le 
direzioni sulla superficie libera. Se in un 
punto qualsiasi le forze esercitate dai vari 
elastici non si equilibrano, lo strato super¬ 
ficiale migrerà verso la regione di maggio¬ 
re tensione fino a raggiungere Pequili- 
brio. Il flusso superficiale viene trasmesso 
all'intera massa fluida come risultato del¬ 
la sua viscosità di taglio. 

La tensione superficiale può agire 
come forza propulsiva in un flusso convet¬ 
tivo perché la tensione varia con la tem¬ 
peratura: come la densità, la tensione 
superficiale diminuisce al crescere della 
temperatura. Qualsiasi gradiente termico 
instaurato attraverso la superficie liquida 
sarà accompagnato da un gradiente di 
tensione superficiale. Le regioni più fred¬ 
de presenteranno una maggiore tensione 
superficiale, mentre in quelle più calde la 
tensione diminuirà. Se il gradiente di ten¬ 
sione superficiale porta a uno squilibrio 
delle forze, ne risulterà un flusso. 


L’innesco deH’instabilità convettiva nel 
sistema di Bénard può essere analizzato 
allo stesso modo in cui si analizza l’inne¬ 
sco di un flusso indotto dalla spinta verso 
l’alto. Supponiamo che una porzione di 
liquido caldo venga spostata verso l’alto 
da qualche fluttuazione casuale. Che tale 
moto sia mantenuto o meno da forze di 
spinta, esso avrà comunque un effetto sul¬ 
la superficie dello strato, facendo aumen¬ 
tare lievemente la temperatura e ridu¬ 
cendo perciò la tensione superficiale nel¬ 
l’area direttamente al di sopra della flut¬ 
tuazione. Le forze sulla superficie riman¬ 
gono comunque in equilibrio perché la 
superficie circostante esercita una trazio¬ 
ne uguale in tutte le direzioni su tale re¬ 
gione. Per poter dare inizio al flusso è 
necessaria una seconda perturbazione in 
grado di provocare uno spostamento 
orizzontale di qualche piccolo elemento 
della superficie nella zona di minor ten¬ 
sione. Le forze di tensione che agiscono 
sull’elemento spostato sono allora non 
equilibrate e, se il gradiente di tensione 
superficiale è abbastanza grande, lo spo¬ 
stamento sarà amplificato. L’elemento di 
superficie sarà trascinato nella regione 
più fredda di maggiore tensione e trasci¬ 
nerà con sé parte della massa fluida. Dagli 
strati più caldi sottostanti verrà quindi 
risucchiato verso l’alto più liquido, au¬ 
mentando ì gradienti superficiali di tem¬ 
peratura e di tensione. Nel frattempo il 
fluido che si è raffreddato durante l’attra¬ 
versamento della superficie comincerà a 
scendere e si formerà il modello cellulare. 

Come nella convezione indotta dalla 
spinta verso l’alto, la semplice esistenza di 
un gradiente termico non garantisce il 
mantenimento di un flusso convettivo. Il 
gradiente deve essere abbastanza grande 
da vincere gli effetti dissipativi della resi¬ 
stenza viscosa e della diffusione del calo¬ 
re. L’equilibrio di tali effetti nel sistema di 
Bénard viene espresso da un altro rappor¬ 
to adimensionale, chiamato in questo 
caso con il nome del ricercatore italiano 
del XIX secolo C. G. M. Marangoni. La 
formula è la stessa del numero di Ray¬ 
leigh con la differenza che la forza di spin¬ 
ta è sostituita dalla forza di tensione su¬ 
perficiale; in altre parole il numero di 
Marangoni è il rapporto tra il gradiente di 
tensione superficiale e,il prodotto della 
resistenza viscosa per la diffusione del 
calore. La convezione di Bénard ha luogo 
quando il numero di Marangoni supera 
un valore critico. * 

Un aspetto caratteristico della conve¬ 
zione guidata da gradienti di tensione 
superficiale è che essa altera il contorno 
della superficie. Le regioni di elevata ten¬ 
sione superficiale tendono a raggrinzarsi 
diminuendo in tal modo la loro superficie 
totale esposta. Le conseguenze di questo 
effetto vanno contro l’intuito. Nel centro 
di una cella di Bénard, dove il fluido sta 
salendo, la superficie presenta una de¬ 
pressione, mentre ai bordi della cella, 
dove il fluido sta scendendo, la superficie 
è rialzata. Le forze gravitazionali si op¬ 
pongono alla formazione di sporgenze 
della superficie, dal momento che l’ener¬ 
gia potenziale gravitazionale è minima su 



La forma a mosaico della superficie con celle esagonali è un aspetto caratteristico della convezione 
indotta da un gradiente di tensione superficiale. Quando la tensione è maggiore, la superficie si 
raggrinza e Parea diminuisce. Sopra al vertice a.scendente nel centro di ogni cella la superficie 
presenta una depressione; il fluido deve risalire prima di discendere dal bordo della cella. 
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Un vertice ascendente di fluido caldo crea un gradiente di tensione superficiale lungo la superficie 
dì separazione di due liquidi. La depressione della superficie indica il punto di minima tensione e il 
fluido viene trascinato lungo la superficie dì separazione verso destra e lasciato lontano da tale 
punto. La circolazione è indotta dalla trazione superficiale. Un meccanismo analogo agisce in 
un fluido la cui superficie è esposta airaria. La fotografia è di H. Linde delPIstituto centrale di 
chimica fisica di Berlino. Le particelle plastiche sospese nei liquidi visualizzano il flusso. 


una superficie piana. Così le interazioni 
della gravitazione e della tensione super¬ 
ficiale sono delicate e complesse. Una 
teoria che comprende sia le forze di spinta 
sìa quelle di tensione superficiale è stata 
formulata nel 1964 da D. A. Nield del- 
rUniversità di Auckland. 

Il predominio della tensione superficia¬ 
le nella convezione di Bénard è stato ora 
accertato senza alcun dubbio. Una prova 
indiscutibile è che le caratteristiche celle 
esagonali di convezione appaiono anche 
quando lo strato fluido viene riscaldato da 
sopra anziché da sotto. In tali circostanze 
il gradiente di densità si oppone al flusso 
convettivo, cosicché le forze risultanti dal¬ 
la tensione superficiale lo devono supera¬ 
re. Il flusso convettivo attribuito alla ten¬ 
sione superficiale è stato osservato anche 
in esperimenti condotti da due missioni 
spaziali Apollo, nelle quali la gravità e la 
spinta verso Paltò erano trascurabili. 

L a teoria di Rayleigh e le teorie basate su 
' di essa forniscono approssimativa¬ 
mente le condizioni necessarie per Tinne- 
sco della convezione. Cosa accade una 
volta iniziato il flusso? Nella descrizione 
di tali moti convettivi completamente 
innescati le teorie di questo genere sono 
molto meno soddisfacenti. 

Nella teoria di Rayleigh la velocità del 
flusso è data da una Unzione esponenzia¬ 
le: la velocità è proporzionale al numero 
di Eulero, e (che ha un valore numerico di 
circa 2,7) elevato a una certa potenza. 
L’esponente è uguale al tempo, / (misura¬ 
to in secondi, per esempio, a partire da un 
certo istante di riferimento) moltiplicato 
per un coefficiente. A, determinato dal 
numero di Rayleigh. La velocità è perciò 


proporzionale a e". Le previsioni della 
teoria possono essere catalogate osser¬ 
vando l’evoluzione di questa espressione 
per differenti valori di A. 

Se il numero di Rayleigh è minore del 
numero critico di Rayleigh, A è negativo. 
Con il passar del tempo, perciò, la veloci¬ 
tà è data da potenze negative die progres¬ 
sivamente crescenti; in tali condizioni il 
valore dell’esponenziale tende a zero al 
crescere di /. In altre parole, la velocità 
cade a zero e tutti i moti casuali del fluido 
vengono smorzati. Quando il numero di 
Rayleigh coincide esattamente con il va¬ 
lore ciritico, A è nullo, e quindi l’esponen¬ 
te A/ è sempre nullo. Dal momento che 
qualsiasi numero elevato a potenza nulla 
è uguale a 1, la perturbazione non è né 
smorzata né accelerata, ma mantiene in¬ 
definitamente il suo valore iniziale. 

Entrambe le previsioni sono in accordo 
con l’intuizione e con l’analisi della stabi¬ 
lità dello strato fluido. Un valore negativo 
di A corrisponde allo stato stabile di quie¬ 
te, mentre il valore A = 0 indica una stabi¬ 
lità marginale. L’interpretazione della 
teoria diventa però problematica quando 
il numero di Rayleigh è maggiore del va¬ 
lore critico e A è positivo. Sono proprio le 
condizioni nelle quali si può instaurare un 
flusso convettivo. 

Quando A è positivo, la potenza a cui 
viene elevato e aumenta continuamente 
nel tempo e l’espressione riproduce il ben 
noto andamento di una crescita esponen¬ 
ziale. Se A è uguale a 1 e la velocità 
iniziale è di un centimetro al secondo, 
dopo un secondo la velocità è aumentata 
a 2,7 centimetri al secondo e dopo due 
secondi ha raggiunto 7,4 centimetri al 
secondo. La velocità cresce illimitata¬ 


mente, il che conduce subito a previsioni 
assurde; per esempio, la corrente di con¬ 
vezione prevista raggiunge la velocità del¬ 
la luce in meno di mezzo minuto. 

La dipendenza della velocità del flusso 
dal valore di A è stata qui esposta in forma 
semplificata. In generale A è un numero 
complesso, un numero cioè che ha una 
parte reale e una parte immaginaria; que- 
st’ultima comprende come fattore la radi¬ 
ce quadrata di -1. Finora abbiamo consi¬ 
derato soltanto la variazione della parte 
reale di A. Se la parte immaginaria non è 
nulla, può nascere un flusso oscillante, 
condizione detta di superstabilità. Tali 
correnti oscillanti sono state osservate nei 
fluidi reali e costituiscono una sottoclasse 
interessante dei fenomeni convettivi. Nel 
modello descritto dalla teoria di Ray- 
leigh, la parte immaginaria di A però 
scompare e si deve affrontare direttamen¬ 
te il problema della crescita esponenziale. 

L’aumento di velocità dì un flusso con¬ 
vettivo non può ovviamente continuare 
molto a lungo sulla curva esponenziale. 
Per tale ragione le previsioni della teoria 
di Rayleigh si possono considerare reali¬ 
stiche soltanto quando il numero di Ray¬ 
leigh è prossimo al valore critico (in modo 
che A sia piccolo) o soltanto per un breve 
intervallo di tempo successivo all’innesco 
della convezione (in modo che / sia picco¬ 
lo). La causa fisica di tali limitazioni sta 
nelle ipotesi semplificative adottate nello 
sviluppo della teoria. In particolare ab¬ 
biamo supposto che il gradiente termico 
fosse costante e quindi non influenzato 
dalla circolazione convettiva. Questa ipo¬ 
tesi è chiaramente contraria all’evidenza: 
quando un fluido caldo risale verso la par¬ 
te superiore più fredda dello strato, la 
differenza di temperatura tra i contorni 
superiore e inferiore diminuisce. Dimi¬ 
nuisce proporzionalmente la forza dì 
spinta e il flusso pertanto si autolimita. 
Tuttavia, questo meccanismo di autolimi¬ 
tazione non compare nella matematica 
della teoria di Rayleigh, dove il gradiente 
termico resta costante indipendentemen¬ 
te dalla rapidità del flusso e la forza di 
spinta fornisce un impulso per un’accele¬ 
razione che continua indefinitamente. 

C onstatato il fallimento, può apparire 
sorprendente che la teoria di Ray¬ 
leigh porti in tutti i casi a risultati accetta¬ 
bili. Può fare ciò soltanto perché com¬ 
prende un’altra ipotesi, cioè che la por¬ 
zione di fluido non riceve mai più di uno 
spostamento infinitesimo. Se è rispettata 
tale condizione, l’ipotesi di un gradiente 
termico costante è del tutto ragionevole. 
Perfino un movimento della porzione fi¬ 
nito ma piccolo può provocare soltanto 
una piccola perturbazione della distribu¬ 
zione dì temperatura, in modo tale da 
lasciare ancora approssimativamente va¬ 
lide le previsioni della teoria. Tuttavia, 
nell’applicare la teoria di Rayleigh a un 
flusso completamente sviluppato, le ipo¬ 
tesi vengono violate e l’evoluzione del 
moto prevista finisce in un poco attendibi¬ 
le infinito. 

Una teoria accettabile della convezione 
ben avviata deve in qualche modo scopri- 
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re il meccanismo di retroazione attraver¬ 
so il quale il flusso stesso altera la forza 
che lo guida. Non si conosce alcun meto¬ 
do pratico per risolvere esattamente il 
problema, ma esistono alcune approssi¬ 
mazioni che danno risultati migliori della 
teoria di Rayleigh. Nel 1937 il teorico 
sovietico L. D. Landau sviluppò la sua 
teoria in modo da descrivere certi tipi di 
transizioni di fase, quale Pinnesco della 
magnetizzazione nel ferro ferromagneti¬ 
co. Con V. L. Ginzburg, un altro fisico 
sovietico, egli la adattò più tardi alla de¬ 
scrizione della superconduttività nei me¬ 
talli. Questi fenomeni hanno certi aspetti 
in comune con la convezione; in partico¬ 
lare, essi richiedono la descrizione simul¬ 
tanea delle fluttuazioni di struttura su 
molte scale di lunghezza. Quando si adat¬ 
ta la teoria di Landau al problema della 
convezione, essa comprende in prima 
approssimazione la teoria di Rayleigh. 

Ciò che la teoria deve fornire è un’e¬ 
quazione di moto del fluido, un’equazio¬ 
ne che esprime la velocità e Paccelerazio- 
ne di una qualsiasi porzione di fluido per 
qualsiasi data combinazione di condizioni 
esterne imposte. L’equazione di moto si 


potrebbe costruire direttamente, ma il 
significato della teoria di Landau è più 
chiaro se si definisce invece una superfìcie 
di potenziale, dalla quale si può ricavare 
l'equazione di moto. (L’equazione di mo¬ 
to è semplicemente l’equazione che dà la 
pendenza della superficie di potenziale.) 

La superficie di potenziale può essere 
immaginata come un panorama ondulato, 
nel quale l’altezza al di sopra o al di sotto 
di un qualche piano di riferimento rap¬ 
presenta l’energia relativa dei sistema 
fluido. La tendenza dell’energia ad assu¬ 
mere un valore minimo implica che il pun¬ 
to che rappresenta lo stato del sistema 
«rotoli verso il basso» appena possibile. 
Un asse sul piano di riferimento definisce 
la linea a velocità nulla; spostamenti di 
questa linea verso destra o verso sinistra 
indicano una velocità crescente positiva 
(verso l’alto) o negativa (verso il basso) di 
qualche porzione del fluido. La posizione 
sull’asse a velocità nulla è data dalla diffe¬ 
renza tra il valore effettivo del numero di 
Rayleigh e il valore critico; tale differenza 
si può indicare con AR. Il valore di AR e 
della velocità V indicano insieme un pun¬ 
to sul piano di riferimento; l’altezza della 



La superficie di potenziale associata alla teoria di Rayleigh definisce Tenergia relativa del fluido 
per qualsiasi combinazione del numero di Rayleigh e della velocità. La superficie è descrìtta da 
un'equazione quadratica nella quale il coefficiente, AR, è la differenza tra il valore effettivo e il 
valore crìtico del numero di Rayleigh. Fin quando AR è negativo. Tasse a velocità nulla rappresen¬ 
ta lo stato di minima energia e può essere mantenuto un flusvso convettivo soltanto a condizione di 
aumentare Tenergta. Quando AR è positivo, la pendenza della superficie viene invertita e Tasse a 
velocità nulla definisce uno stato di equilibrio instabile; il fluido può diminuire la propria energia 
instaurando una circolazione convettiva. Il difetto maggiore della teorìa di Rayleigh è che, una 
volta iniziato il flusso, la velocità continua ad aumentare indefinitamente, previsione non realistica. 


superficie di potenziale in tal punto è l’e¬ 
nergia del sistema in tale stato. 

È necessario discutere in dettaglio l’e¬ 
quazione che descrive la topografia della 
superficie di potenziale. L’equazione si 
può scrivere come la somma di una serie 
infinita di termini, ciascuno dei quali con¬ 
tiene una potenza sempre più alta della 
velocità del fluido. Il primo termine è 
quadratico: - ^/zARV^, Nel termine suc¬ 
cessivo la velocità compare come nel 
successivo ancora come V* e così via. 
Ognuna delle potenze crescenti della ve¬ 
locità deve essere preceduta da un coeffi¬ 
ciente che misura il suo contributo alla 
forma della superficie. 

Come ci si potrebbe aspettare, è sco¬ 
modo calcolare la somma dell’intera serie 
infinita; anche se disponessimo di metodi 
formali per farlo, non si conoscono i coef¬ 
ficienti di tutti i termini. Però, in generale 
si prevede che i coefficienti diventino più 
piccoli al crescere della potenza alla quale 
è elevata V, C’è quindi qualche speranza 
di ricavare una precisione ragionevole da 
una serie troncata, cioè una serie nella 
quale si trascurano tutti i termini al di là di 
una certa potenza di V. Se la velocità non 
è troppo grande, i contributi di tali termi¬ 
ni di grado più elevato dovrebbero essere 
piccoli; in particolare, se K è minore di 1 
in un certo sistema naturale di unità, le 
potenze più alte di V convergeranno a 
zero e l’approssimazione sarà buona. 

L a teorìa di Rayleigh può essere vista 
come un tale troncamento della serie 
infinita, che tiene valido quindi soltanto il 
primo termine, cioè - %ARV*, La super¬ 
ficie descritta da questa espressione qua¬ 
dratica ha due lobi, ognuno dei quali con 
una sezione trasversale parabolica; un 
lato è concavo verso l’alto, mentre l’altro 
è concavo verso il basso. Dall’equazione è 
ovvio che quando V è nulla (cioè, in tutti i 
punti dell’asse a velocità nulla), l’energia 
relativa è nulla. Se il numero di Rayleigh è 
inferiore al valore critico, e quindi AR è 
trascurabile, la superficie si incurva verso 
l’alto ai due lati dell’asse e l’energìa au¬ 
menta tutte le volte che la velocità è mag¬ 
giore di zero. In altri termini, lo stato di 
quiete è un minimo della superficie di 
potenziale, uno stato di equilibrio stabile. 
Quando il numero di Rayleigh supera il 
valore critico, e quindi AR è positivo, la 
situazione è esattamente opposta; la su¬ 
perfìcie cade ai lati dell’asse a velocità 
nulla, che ora è una linea dì equilibrio 
instabile e di energia massima. 

Queste proprietà della superficie sono 
proprio quelle previste dall’analisi ele¬ 
mentare di stabilità esposta sopra e com¬ 
prendono sia i pregi sia i difetti della teo¬ 
ria di Rayleigh. Nelle immediate vicinan¬ 
ze delTorigine, dove tanto AR quanto V 
sono piccoli, si può dedurre correttamen¬ 
te il comportamento del sistema dalla va¬ 
riazione dì curvatura della superfìcie. 
Quando AR è dì poco negativo il fluido si 
riporta in quiete dopo una qualsiasi picco¬ 
la perturbazione. Se AR è di poco positivo 
la perturbazione viene amplificata e inizia 
un flusso convettivo. Quando il numero di 
Rayleigh ha esattamente il valore ciritico, 
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1^1 teorìa dì l.andau porta a una superfìcie di potenziale piò attendibile aggiungendo alcuni termini 
addizionali alTequazione che definisce la superficie. Nel caso più semplice qui illustrato, viene ag¬ 
giunto un termine dì quarto grado al termine quadratico della teoria di Rayleigh. Lo stato sta¬ 
zionario di quiete diventa dì nuovo instabile quando AR diventa maggiore di zero, ma la velocità 
non continua a crescere indefinitamente. Appare invece un mìnimo nella superficie di potenziale 
per una velocità finita. La teoria prevede un nuovo equilibrio alla velocità che rende minima 
l'energia totale; essa è stata avanzata nel 1937 da L. D. Landau per descrìvere certe transizioni 
dì fase in materiali magnetici ed è stata recentemente adattata al problema della convezione. 


cioè AR è nullo, la superficie è piatta e 
una fluttuazione casuale di velocità non 
viene né smorzata né amplificata. Invece, 
per valori più alti di AR e di V, ci si ritrova 
di fronte a un problema che ormai do¬ 
vrebbe esserci familiare. La superficie di 
potenziale pende verso meno infinito con 
il risultato di far aumentare illimitata¬ 
mente la velocità. 

Nella teoria di Landau a questo difetto 
si può porre rimedio mantenendo altri 
termini della serie infinita. In realtà si 
ottengono buoni miglioramenti con la 
sola aggiunta di pochi termini. Per l’espe¬ 
rimento ipotetico dal quale è stata ricava¬ 
ta la teoria di Rayleigh la scelta dei termi¬ 
ni è limitata da considerazioni di simme¬ 
tria. In tale esperimento la natura della 
circolazione resterebbe immutata se Tap- 
parecchiatura venisse riscaldata dal sopra 
anziché dal sotto, o se tutte le velocità 
invertissero direzione. Questa invarianza 
implica che la superfìcie di potenziale sia 
simmetrica rispetto all’asse a velocità nul¬ 
la; una siffatta superficie simmetrica è 
descritta da un’equazione che comprende 
solo potenze pari della velocità (quali 
e così via). Quando l’esponente è un 
numero pari, V e -V elevati alla stessa 
potenza danno lo stesso risultato, mentre 
i risultati sono di segno opposto quando 
l’esponente è un numero dispari. Quindi 
tutti i termini in cui V è elevato a una 
potenza dispari (quali V, e così via) 
devono avere coefficienti nulli. 

Interessanti risultati si possono avere 
aggiungendo un altro termine nel poten¬ 
ziale di Landau oltre a quello quadratico, 
cioè il termine di quarto grado ^UV^. La 
topografia della superficie di potenziale si 
determina in tal caso calcolando l’espres¬ 
sione — V 2 A/? -f V 4 K'*. Quando AR è 
negativo la superficie assomiglia molto 
alla più semplice superficie quadratica, 
pur se l’energia aumenta più rapidamente 
quando la velocità si allontana da zero. 
Quando AR è positivo, la forma della 
superficie è invece alterata in modo signi¬ 
ficativo. L’energia diminuisce su entram¬ 
bi i lati dell’asse a velocità nulla, ma la 
diminuzione non continua indefinitamen¬ 
te. L’energia raggiunge invece un valore 
minimo per poi risalire quando la velocità 
aumenta ancora. Sia il valore del minimo 
di energia sia la velocità alla quale si rag¬ 
giunge il minimo aumentano con AR. 

P er un limitato intervallo di numeri di 
Rayleigh e di velocità questa versio¬ 
ne relativamente semplice della teoria di 
Landau può fornire previsioni realistiche. 
Come in precedenza, quando il numero di 
Rayleigh è minore di quello critico, viene 
smorzata qualsiasi fluttuazione casuale di 
velocità e lo stato stazionario è quello di 
minima energia e di equilibrio stabile. Per 
valori del numero di Rayleigh superiori a 
quello critico una perturbazione cresce 
con maggiore rapidità, ma la crescita non 
continua illimitatamente. Quando il flui¬ 
do raggiunge una certa velocità finita, 
determinata dal valore di AR e corri¬ 
spondente al minimo della superficie di 
potenziale, si ottiene un nuovo equilibrio 
stabile. Per qualsiasi valore di velocità 


diverso da questo si ha smorzamento. 

La teoria di Landau che comprende 
termini quadratici e di quarto grado evita 
alcuni dei più spettacolari fallimenti della 
teoria di Rayleigh, ma è ancora un’ap¬ 
prossimazione ed è valida soltanto se la 
velocità non è troppo grande. Quando V è 
grande, le potenze di V elevate forniscono 
un contributo significativo anche se sono 
precedute da un coefficiente piccolo; per 
questo motivo una teoria che trascura tut¬ 
ti i termini di potenza più alta non può 
rappresentare con precisione la forma 
della superficie di potenziale lontano dal¬ 
l’asse a velocità nulla. Inoltre, in molti 
sistemi convettivi, una direzione di flusso 
è privilegiata sulTaltra, in modo da far 
perdere la simmetria della superficie di 
potenziale e nelTequazìone devono esse¬ 
re inserite le p>otenze disparì di V. 

Sia la teorìa di Rayleigh sia quella di 
Landau sono ricavate da esperimenti ipo¬ 
tetici nei quali è considerato costante il 
maggior numero di proprietà del fluido. I 
fluidi reali sono raramente così semplici e 
le interazioni delle varie proprietà posso¬ 
no diventare assai complesse. Per esem¬ 
pio, nel modello si era supposto che solo 
la densità variasse in funzione della tem¬ 
peratura. In realtà anche la viscosità e la 
diffusività termica variano con la tempe¬ 
ratura nella maggior parte dei fluidi. Dal 
momento che queste grandezze entrano 
nella definizione del numero di Rayleigh, 


una loro variazione può avere un’influen¬ 
za importante sull’innesco di un flusso 
convettivo e sulla sua conseguente evolu¬ 
zione. Si era anche supposto che il fluido 
fosse incomprimibile; dato che molti flui¬ 
di reali sono comprimibili, la pressione 
diventa una variabile significativa, che 
influenza a sua volta la densità e molte 
altre proprietà. La temperatura e la visco¬ 
sità sono correlate da una relazione di 
notevole complessità. In generale la vi¬ 
scosità diminuisce alTaumcntare della 
temperatura, ma nello stesso tempo l’e¬ 
nergia dissipata dalla resistenza viscosa 
appare sotto forma di calore e fa quindi 
aumentare la temperatura. 

Una teoria che tenga conto esplicita¬ 
mente di tutte' le interazioni conosciute 
delle proprietà del fluido sarebbe troppo 
scomoda per essere pratica. Nella descri¬ 
zione di un sistema di un fluido reale più 
che un modello matematico ciò che si 
deve cercare è un valido compromesso tra 
la complessità del fluido e la complessità 
della teoria. La natura del compromesso 
necessario si può illustrare con alcuni 
esempi di convezione nel mondo esterno 
al laboratorio. 

Nell’atmosfera terrestre si osserva la 
convezione su diverse scale di lunghezza. 
Il gradiente termico tra i tropici e i poli 
induce una circolazione globale che può 
essere decomposta in almeno tre grandi 
celle convettive in ogni emisfero. Le di- 
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storsioni di questi modelli causate dalla 
rotazione della Terra danno origine ai 
venti alisei dei tropici e ai venti occidenta¬ 
li prevalenti delle zone temperate. Il ri- 
scaldamento locale deiratmosfera nei 
pressi della superficie terrestre dà origine 
a flussi convettivi su scala minore, tra i 
quali quelli della maggior parte delle 
tempeste. I cumuli, che si formano quan¬ 
do Paria calda sale e si raffredda e diventa 
perciò sovrassatura di umidità, caratteriz¬ 
zano spesso lo sconvolgimento convettivo 
delPatmosfera. 

Un'analisi teorica della convezione 
atmosferica deve tener conto della grande 
comprimibilità delParia, che dà origine a 
un gradiente di densità anche quando la 
temperatura è costante con la quota. Una 
descrizione accurata della circolazione 
atmosferica dovrebbe anche comprende¬ 
re il riscaldamento per compressione del- 
Parìa quando essa scende in una regione 
di maggiore pressione. Anche la viscosità 
e altre proprietà delParia variano con la 
pressione e la temperatura e la presenza 
di vapore acqueo, che emette calore 
quando condensa, aggiunge un ulteriore 
livello di complessità. Le nuvole formate¬ 
si come risultato di una circolazione con¬ 
vettiva sono anch'esse instabili a un ulte¬ 
riore moto convettivo: la nuvola si raf¬ 
fredda nella parte superiore per perdita di 
calore verso lo spazio e si riscalda nella 
parte inferiore per la radiazione assorbita 
dal suolo. Se l'entità di tali effetti è suffi¬ 
cientemente grande, all'interno della 
nuvola può instaurarsi una cella di conve¬ 
zione. 

Nonostante queste complicazioni il 
moto convettivo nell'atmosfera manifesta 
spesso gli stessi modelli fondamentali 
osservati in più semplici esperimenti di 
laboratorio. Le formazioni rettilinee di 
nubi chiamate strie o code di cavallo sono 
prodotte da celle del tipo a rullo; le foto¬ 
grafie dei satelliti rivelano occasional¬ 
mente schieramenti di celle poligonali che 
si estendono per migliaia di chilometri 
quadrati. Tuttavia i risultati degli esperi¬ 
menti di laboratorio non si possono sem¬ 
plicemente estrapolare alla scala atmo¬ 
sferica. Le celle di convezione in labora¬ 
torio sono sempre larghe quanto alte, 
mentre le celle atmosferiche sono molto 
più larghe, di un fattore fino a 50. Inoltre 
il verso di circolazione in esperimenti su 
piccola scala è sempre lo stesso (con i gas 
il flusso è diretto verso il basso nel centro 
di ogni cella), mentre nell'atmosfera si 
osservano entrambe le direzioni di flusso. 

Anche la convezione negli oceani copre 
un ampio intervallo di scale, da un 
paio di metri fino alle dimensioni degli 
stessi bacini oceanici. I più semplici di tali 
flussi hanno una spiegazione immediata. 
Dato che alcune lunghezze d'onda della 
radiazione solare penetrano negli oceani 
per alcune decine di metri, l'acqua viene 
riscaldata fino a una notevole profondità. 
Il raffreddamento, del resto, è dovuto 
quasi interamente alfe vaporazione e alla 
perdita di calore per conduzione e per 
irraggiamento verso l'atmosfera, processi 
che sono praticamente limitati alla super¬ 


ficie. Il calore viene quindi introdotto 
negli oceani a un livello inferiore a quello 
al quale viene asportato, e uno strato 
d'acqua di parecchi metri di spessore può 
diventare instabile alla convezione. 

La comprimibilità dell’acqua di mare è 
piccola e può avere effetto sul moto con¬ 
vettivo soltanto alle maggiori profondità, 
ma c'è un’altra variabile che può avere un 
importante effetto: la salinità. La densità 
dell'acqua marina varia non soltanto con 
la temperatura ma anche con la concen¬ 
trazione dei sali disciolti; la densità au¬ 
menta con la salinità. Il risultato è che 
possono cooperare due importanti fattori 
per determinare un gradiente di densità. 
L'interazione di questi fattori può origi¬ 
nare nuovi tipi di moto convettivo che 
non appaiono quando è presente solo un 
unico gradiente. 

Se la temperatura è più alta sul fondo di 
uno strato mentre la salinità è maggiore 
nella parte superiore, entrambi i gradienti 
favoriscono la convezione. Quando i gra¬ 
dienti di temperatura e di salinità agisco¬ 
no in direzioni opposte, entrano in gioco 
effetti più delicati. Se l’acqua calda salata 
si trova al di sopra dell'acqua fredda dolce 
il gradiente di temperatura favorisce la 
stabilità, mentre il gradiente di salinità la 
ostacola. Anche se i due gradienti opposti 
cooperano per produrre una densità uni¬ 
forme, la convezione può a volte instau¬ 
rarsi per ragioni che hanno a che fare con 
effetti dissipativi che agiscono in modo 
diverso sui due gradienti. Il gradiente di 
temperatura viene dissipato principal¬ 
mente per diffusione del calore, mentre il 
gradiente di salinità viene dissipato prin¬ 
cipalmente dalla diffusione molecolare 
delle molecole di sale e d'acqua. La diffu¬ 
sione del calore è molto più rapida, spesso 
di un fattore 100. Inizialmente la tempe¬ 
ratura e la salinità dei due strati potrebbe¬ 
ro essere regolate per conferire a essi den¬ 
sità esattamente uguali. Se una porzione 
del fluido caldo salato viene poi spostata 
verso il basso nello strato freddo dolce, 
essa perderà calore per molto tempo pri¬ 
ma che la diffusione molecolare possa 
ridurre la propria salinità in modo signifi¬ 
cativo. Il risultato è che essa diventerà più 
densa e il moto sarà amplificato. 

La disposizione opposta, con il liquido 
freddo dolce posto al di sopra del fluido 
caldo salato può portare al fenomeno 
oscillatorio chiamato superstabilità. Una 
p>orzione di acqua salina calda salendo di 
poco si raffredda, ma mantiene la propria 
concentrazione salina. Il risultato è che 
essa diventa più densa di quanto lo fosse 
inizialmente e ridiscende verso lo strato 
inferiore. In realtà, essa può superare la 
propria posizione originale continuando a 
oscillare attorno a essa. Le oscillazioni 
possono crescere o venire smorzate, a 
seconda dei valori dei due gradienti. 

U no dei sistemi convettivi più comples¬ 
si è quello che funziona apparente¬ 
mente nel mantello terrestre, creando 
una catena di dorsali sul fondo del mare e 
facendo migrare i continenti sulla superfi¬ 
cie terrestre. Il calore che induce la circo¬ 
lazione non viene liberato sul contorno. 


ma nel volume del materiale, principal¬ 
mente per effetto del decadimento di 
elementi radioattivi. In tali circostanze si 
forma un gradiente termico perché il ca¬ 
lore viene perso dal sistema soltanto alla 
superficie, in modo che la temperatura 
aumenta con la profondità. Non c'è dub¬ 
bio che il gradiente sia abbastanza grande 
da indurre la convezione, ma le proprietà 
del sistema sono così complicate e il man¬ 
tello è talmente inaccessibile alle misure 
che la forma e le dimensioni del modello 
di convezione sono estremamente incer¬ 
te. La viscosità aumenta bruscamente con 
la profondità e a una certa quota della 
zona di convezione il materiale subisce 
evidentemente una transizione da una 
fase cristallina a un'altra. 

Su una scala molto più piccola si può 
osservare un interessante processo con¬ 
vettivo di considerevole complessità in 
una pellicola di vernice o di lacca che si sta 
asciugando. In questo caso la forza re¬ 
sponsabile non è la spinta verso Paltò, ma 
la tensione superficiale, come negli espe¬ 
rimenti di Bénard. Il meccanismo respon¬ 
sabile in ultima analisi del flusso è l'eva¬ 
porazione del solvente dalla superficie 
libera della pellicola. Se qualche pertur¬ 
bazione fa aumentare la velocità di eva¬ 
porazione in una regione, tale regione si 
raffredda con conseguente aumento della 
sua tensione superficiale. Inoltre la ten¬ 
sione superficiale propria dei pigmenti o 
di altre grandi molecole della pellicola è 
solitamente maggiore della tensione del 
solvente, e quindi una mancanza di sol¬ 
vente fa aumentare la tensione superficia¬ 
le indipendentemente dalla temperatura. 
Il liquido viene risucchiato attraverso la 
superficie verso zone di elevata tensione 
superficiale, dove esso scende fino alla 
base della pellicola e riprende il ciclo. 
Però, quando la concentrazione del sol¬ 
vente è diminuita, la viscosità aumenta e il 
numero di Marangoni finisce con lo scen¬ 
dere al di sotto del valore critico. A que¬ 
sto punto la convezione cessa. 

Le celle di convezione nelle pellicole di 
vernice hanno spesso una forma esagona¬ 
le, o almeno una forma poligonale che si 
avvicina a quella ideale di esagoni regola¬ 
ri. Il flusso può provocare r«accumulo» 
dei pigmenti che si manifesta nella pelli¬ 
cola asciutta come una colorazione irre¬ 
golare. In alcuni casi il modello tridimen¬ 
sionale delle celle di convezione rimane 
congelato nella pellicola asciutta. Va no¬ 
tato che il fenomeno non è sempre indesi¬ 
derabile: la pittura a «martello» acquista 
il suo aspetto in questo modo. 

La generalità del concetto di convezio¬ 
ne è suggerita da questi differenti esempi: 
lo sconvolgimento spontaneo dell’atmo¬ 
sfera e degli oceani terrestri, e la circola¬ 
zione della vernice in una pellicola spessa 
pochi decimi di millimetro. Le teorie che 
descrivono questi moti fluidi richiedono 
molte ipotesi semplificative se devono 
essere di impiego pratico e anche così 
sono ben lontane dall’essere semplici. È 
perciò importante sottolineare che queste 
teorie correlate, dominate da pochi nu¬ 
meri adimensionali, possono render con¬ 
to di fenomeni in scale tanto differenti. 
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Come nasce la turbolenza 


di Christian Vidal e Jean-Claude Roux 


1 e volute di fumo che si alzano dall’e- 
stremità di una sigaretta, i vortici 
^ d’aria surriscaldata visibili d’esta¬ 
te sulle strade e anche i gorghi che si for¬ 
mano qua e là nella corrente di un fiume 
sono esempi di moti turbolenti che tutti 
conoscono. La caratteristica comune di 
questi moti è l’aspetto irregolare, disordi¬ 
nato (spesso si dice caotico) della loro 
evoluzione nel tempo. Perciò essi sembra¬ 
no imprevedibili e non riproducibili e, di 
conseguenza, il loro studio appare molto 
delicato. Nonostante questa difficoltà evi¬ 
dente, quella che oggi va sotto il nome di 
turbolenza è divenuta un campo di inda¬ 
gini molto fecondo. Tra i diversi fattori 
che hanno contribuito allo sviluppo di 
questo tema di ricerca, tre vanno menzio¬ 
nati per la loro particolare importanza. In 
primo luogo è apparso a poco a poco evi¬ 
dente che i fluidi in movimento non erano 
gli unici sistemi a mostrare questo carat¬ 
tere disordinato e quasi imprevedibile; al 
contrario la turbolenza si presentava nel¬ 
l’evoluzione di tutti i sistemi dotati di un 
numero sufficiente di gradi di libertà (il 
numero minimo di variabili necessarie a 
descrivere in modo completo il sistema): 
in altre parole, ci si trova in presenza di 
un fenomeno estremamente generale che 
interessa numerosi domini, dalla fisica dei 
plasmi (gas ionizzati) al comportamento 
delle popolazioni più varie. 

D’altra parte la soluzione di diversi pro¬ 
blemi tecnici esige se non la padronanza 
almeno la comprensione della genesi della 
turbolenza; senza entrare in particolari, 
tra i problemi più attuali possiamo ricor¬ 
dare la fusione controllata, il migliora¬ 
mento dei mezzi di trasporto (aerei, ma¬ 
rittimi o terrestri), le previsioni meteo¬ 
rologiche. Un’impostazione teorica frut¬ 
tuosa sul piano euristico è stata finalmen¬ 
te resa possibile nel 1971, quando David 
Ruelle deirinstitut des Hautes Études 
Scientifiques e Floris Takens hanno intro¬ 
dotto in matematica il concetto di attrat¬ 
tore strano. Così generalità del fenome¬ 
no, motivazioni pratiche ed economiche e 
progressi analitici hanno nel complesso 


conferito alla turbolenza il ruolo di un 
problema al quale la ricerca scientifica do¬ 
veva e poteva ormai dedicarsi. 

Turbolenza debole e turbolenza forte 

Il primo campo di sperimentazione stu¬ 
diato fu, com’è naturale, quello della flui¬ 
dodinamica. Ancor oggi, del resto, gran 
parte degli esperimenti riguarda due feno¬ 
meni di trasporto (di materia e/o di calo¬ 
re) appartenenti alla dinamica dei fluidi, 
il flusso di Couette e la convezione di 
Rayleigh-Bénard, e quindi si è ben lungi 
dall’aver esaurito le possibilità di questo 
campo. L’esposizione dei principali risul¬ 
tati ottenuti in questo settore ci consentirà 
di illustrare prima di tutto il metodo di 
studio utilizzato. Un altro procedimento, 
che si potrebbe definire semisperimenta¬ 
le, fu adottato nel 1963 da Edward Lorenz 
per descrivere l’evoluzione dell’atmosfera 
terrestre: si tratta della risoluzione nume¬ 
rica di un sistema di equazioni differen¬ 
ziali non lineari opportunamente scelto. 
(Forniremo più avanti un esempio di 
equazioni di questo genere, quando espli¬ 
cheremo il modello di Lorenz.) Questa 
risoluzione richiede naturalmente l’im¬ 
piego del calcolatore; ciò fa capire l’im¬ 
portanza dello sviluppo degli strumenti 
informatici al quale oggi assistiamo. Poi, 
poco più di 10 anni fa, si è rivelata parti¬ 
colarmente interessante per lo studio del¬ 
la turbolenza una terza via, quella della 
dinamica chimica. In effetti, in casi molto 
particolari, l’evoluzione temporale di mi¬ 
scele di reagenti offre molti vantaggi ri¬ 
spetto alla dinamica dei fluidi: una varietà 
di comportamenti almeno altrettanto am¬ 
pia, una maggiore semplicità di allesti¬ 
mento sperimentale e una precisione più 
spinta nelle misurazioni. E vero che fin 
dal 1973 Ruelle aveva previsto resistenza 
di una turbolenza chimica, ma per poter 
seguire con successo questa strada è stato 
necessario attendere che fossero compiuti 
progressi sufficienti nella conoscenza e 
nel controllo di alcune rare reazioni chi¬ 
miche oscillanti. Comunque, come vedre¬ 


mo, questo è ormai cosa fatta e si è auto¬ 
rizzati a sperare che la dinamica chimica 
darà un contributo apprezzabile allo stu¬ 
dio e alla comprensione della turbolenza. 

Prima di procedere si impone tuttavia 
un’osservazione: gli specialisti sono giunti 
infatti alla conclusione che occorre distin¬ 
guere fra due grandi categorie di regimi 
turbolenti. La cosiddetta turbolenza forte 
si presenta nei sistemi aventi un numero 
elevato di gradi di libertà. Viceversa, ed 
è questo il risultato fondamentale del la¬ 
voro di Ruelle e Takens, bastano tre gradi 
di libertà per generare quella che oggi vie¬ 
ne chiamata turbolenza debole, caratteri¬ 
stica dei sistemi aventi un piccolo numero 
di gradi di libertà (come nell’esempio del 
modello di Lorenz considerato più avan¬ 
ti). Si intuisce facilmente come i metodi 
per affrontare questi due tipi di turbolen¬ 
za siano piuttosto diversi e, in particolare, 
come lo studio della turbolenza debole 
possa fare a meno di una descrizione sta¬ 
tistica, che invece è indispensabile nello 
studio della turbolenza forte. Dato che i 
progressi più recenti riguardano in primo 
luogo la turbolenza debole e che la turbo¬ 
lenza chimica, almeno per quanto se ne sa 
oggi, si ricollega a essa, in questo articolo 
discuteremo soltanto lavori relativi a que¬ 
sto secondo tipo di turbolenza. 

Se si considerano i progressi delle cono¬ 
scenze sulla struttura microscopica della 
materia, è un tantino sconcertante consta¬ 
tare che la fisica contemporanea non è 
ancora venuta a capo dei problemi legati 
al moto dei fluidi. Eppure si tratta di un 
fenomeno a scala macroscopica che, di 
conseguenza, si potrebbe credere meno 
difficile da interpretare del mondo delle 
particelle elementari. L’antichità di que¬ 
sto campo di studi (le prime esperienze di 
Jean-Léonard-Marie Poiseuille sono del 
1846 e le equazioni generali del moto di 
un fluido risalgono addirittura aH’inizio 
dell’Ottocento) dimostra che non è affat¬ 
to così. Sul piano teorico la difficoltà de¬ 
riva anzitutto dal carattere non lineare 
delle equazioni differenziali che esprimo¬ 
no la conservazione della massa, della 
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quantità di moto e deU’energia alFintemo 
di un fluido continuo. In effetti non solo 
non sappiamo ancora risolvere in modo 
generale, per via analitica, i sistemi di 
equazioni di questo tipo, ma se il numero 
delle variabili è uguale o superiore a tre la 
matematica non fornisce quasi informa¬ 
zioni sulle condizioni di esistenza e sulle 
proprietà delle soluzioni. Anche sul ver¬ 
sante sperimentale le difficoltà sono mol¬ 


to serie, aU’infuori naturalmente del regi¬ 
me di scorrimento regolare, o laminare, 
che purtroppo non è molto istruttivo. Fra 
l’altro, per essere confrontabili tra loro, 
tutti gli esperimenti devono riferirsi rigo¬ 
rosamente alla stessa situazione. Ciò spie¬ 
ga perché le ricerche si siano organizzate 
e sviluppate intorno ad alcuni problemi 
tipici e perché solo i metodi di misurazio¬ 
ne e di analisi siano diversi. 


Come abbiamo già accennato, i due fe¬ 
nomeni di gran lunga più studiati in flui¬ 
dodinamica sono il flusso di Couette e l’in- 
stabilità di Rayleigh-Bénard. Nell’ambito 
di questa presentazione non è certo indi¬ 
spensabile descrivere nei particolari i me¬ 
todi sperimentah adottati, e quindi non ne 
parleremo. Non si deve tuttavia dimenti¬ 
care che, pur senza raggiungere forse il 
virtuosismo, gli esperimenti implicano il 
ricorso a tecniche perfezionatissime, in 
cui hanno una parte notevole l’elettronica 
e l’informatica. Pertanto i gruppi che la¬ 
vorano in questo settore non sono molti: 
particolarmente attivi sono quelli di Gun- 
ther Ahlers della Bell Telephone, di Pier¬ 
re Bergé e M. Dubois del Commissariat à 
l’Énergie Atomique, di Jerry P. Gollub 
dell’Haverford College, di Albert Lib- 
chaber dell’École Normale Supérieure e 
di Harry L. Swinney dell’Università del 
Texas ad Austin, per citarne solo alcuni. 

Il flusso di Couette 

Consideriamo due cilindri coassiali di 
alcuni centimetri di diametro, tra i quali 
rimanga uno spazio libero di spessore e- 
siguo (qualche millimetro). Riempiamo 
questo spazio con un liquido viscoso, per 
esempio acqua, e facciamo ruotare i due 
cilindri intorno al loro asse con velocità 
angolari diverse. La geometria così otte¬ 
nuta si chiama flusso circolare di Couette, 
dal nome del fisico francese che ideò il 
dispositivo. Tra l’ampia gamma di possi¬ 
bilità offerte da questo apparecchio rudi¬ 
mentale, esaminiamo ciò che accade nel 
caso semplicissimo in cui il cilindro ester¬ 
no è immobile mentre la velocità di rota¬ 
zione di quello interno, che all’inizio è 
nulla, aumenta via via. Il moto del fluido 
può essere reso visibile aggiungendovi 
particelle di grafite o di alluminio oppure 
minutissime scaglie di pesce. Per uno stu¬ 
dio quantitativo è necessario misurare 
una proprietà dinamica, per esempio la 
velocità istantanea V{t) del fluido in un 
punto dello spazio. 

In un primo tempo, a causa della sua 
viscosità, il liquido manifesta un moto azi¬ 
mutale. Lo strato di fluido adiacente al 
cilindro interno è quello che si sposta più 
velocemente, mentre lo strato a contatto 
con il cilindro esterno resta quasi immo¬ 
bile. Poiché la forza centrifuga agente su 
ciascun elemento di fluido aumenta con la 
sua velocità di rotazione, compare radial¬ 
mente un gradiente di forza centrifuga {si 
veda rillustrazione nella pagina a fronte): 
la precarietà della situazione che si è in¬ 
staurata è evidente, poiché gli strati che la 
forza centrifuga tende a spingere mag¬ 
giormente verso l’esterno sono quelli in¬ 
terni. A un valore critico della velocità di 
rotazione del cilindro interno, il regime 
laminare diventa instabile e cede il posto 
a un altro regime in cui il liquido si orga¬ 
nizza in una successione di strati sovrap¬ 
posti verticalmente l’uno all’altro. Cia¬ 
scun elemento del fluido è ora animato da 
un moto avente due componenti fra loro 
perpendicolari: una, nel piano orizzonta- 



Un regime dinamico può essere caratterizzato dalle proprietà topologiche dell’insieme di traiettorie 
che gli è associato nello spazio delle fasi o in uno spazio derivato. Qui l’evoluzione di una reazione 
chimica, misurata dalla concentrazione X di una specie, è descritta in un sistema di riferimento X, 
Xj X (derivate prima e seconda di X rispetto al tempo). Si osserva che le traiettorie, a lungo so- 
vrapp<Mste {nel riquadro), si avvolgono a volte in un vortice (molto ingrandito) dove compiono un nu¬ 
mero variabile di giri. Ciò dimostra che l’evoluzione del sistema chimico dipende, come la traiettoria 
che la rispecchia, dalle condizioni iniziali imposte. Questa dipendenza dalle condizioni iniziali è u- 
na delle proprietà caratteristiche e bizzarre degli oggetti matematici chiamati «attrattori strani». 
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le, corrisponde allo spostamento azimuta¬ 
le intorno all’asse dei cilindri; l’altra, nel 
piano verticale, è associata a un moto cir¬ 
colare che fa passare il fluido daH’intemo 
all’esterno e viceversa. Si è quindi in pre¬ 
senza di una serie di tori orizzontali impi¬ 
lati l’uno sull’altro. Questi tori furono os¬ 
servati per la prima volta nel 1922 da Sir 
Geoffrey I. Taylor e da allora sono spesso 
chiamati vortici di Taylor. Con riferimen¬ 
to alla teoria matematica, si dice che si è 
prodotta una biforcazione che ha fatto 


passare il sistema dal regime laminare a 
quello, diverso sotto il profilo qualitativo, 
dei vortici di Taylor. Il numero dei tori e 
il valore critico della velocità di rotazione 
che li fa apparire dipendono dalla geome¬ 
tria del sistema (altezza e spessore dello 
strato fluido) e dalla viscosità del liquido, 
ma si tratta di circostanze particolari che 
possiamo trascurare. 

Il regime dei vortici di Taylor è ancora 
molto ordinato. Il moto del fluido è per¬ 
fettamente regolare e, in particolare, la 


sua velocità V(t) è costante nel tempo in 
ciascun punto dello spazio: in altri termi¬ 
ni, la velocità non dipende dal tempo t 
bensì dalla posizione deU’elemènto di flui¬ 
do considerato. Fotografando l’insieme a 
istanti diversi si ottiene sempre la stessa 
immagine: l’aspetto di questa struttura 
appare come «congelato». Se si continua 
ad aumentare la velocità di rotazione, si 
produce una nuova biforcazione, la strut¬ 
tura cambia e si anima. Le linee di sepa¬ 
razione tra i vortici si deformano e assu- 
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11 flusso circolare dì Couette si sviluppa alFinterno dì uno strato di fluido 
compreso fra due cilindri rotanti intorno al loro asse. Se il cilindro e- 
sterno è mantenuto immobile, quando quello interno comincia a ruotare 
gli strati del fluido subiscono uno spostamento azimutale tanto più rapido 
quanto più sono vicini al cilindro. A basse velocità di rotazione del cilin¬ 
dro la velocità del fluido ha solo una componente azimutale (n), e le su- 
perflci di uguale velocità sono cilindri concentrici (ù). La forza centrifuga 
(c) tende a spìngere verso Festerno gli strati di fluido più interni. Quando 


la velocità di rotazione aumenta la situazione diventa instabile. U fluido 
si organizza in una serie di tori orizzontali {d e, in sezione, e), i «vortici 
dì Taylor» (rappresentati solo su parte dell’altezza del cilindro). Le su- 
perfìci dì uguale velocità sono allora dei tori contenuti l’uno dentro l’altro 
(/). Se la velocità di rotazione continua ad aumentare, sì ha un altro tipo 
di instabilità: le superficì di separazione fra i tori divengono ondula¬ 
te (g). Per velocità ancora più alte il regime sarebbe turbolento e la 
regolarità geometrica apparente del campo dì velocità scomparirebbe. 
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mono un andamento sinusoidale. Il loro 
spostamento azimutale è ben visibile e 
due fotografie fatte in istanti qualsiasi non 
sono più, in generale, identiche. La velo¬ 
cità istantanea del fluido V{t) è ormai una 
funzione periodica del tempo. Questa è la 
proprietà essenziale del nuovo regime di¬ 
namico che è necessario caratterizzare dal 
punto di vista quantitativo. Un metodo 
comodo per farlo consiste nel considerare 
la trasformata di Fourier di V(t). Sotto il 
profilo fisico ciò equivale a separare la 
funzione periodica del tempo V{t) nelle 
sue varie componenti sinusoidali e a cal¬ 
colarne le ampiezze rispettive. Nel caso 
qui illustrato lo spettro di potenza (som¬ 
ma dei quadrati delle parti reale e imma¬ 
ginaria delle ampiezze) di questa trasfor¬ 
mata è naturalmente molto semplice. In 
esso compaiono soltanto una frequenza 
fondamentale fi e alcune sue armoniche 
di frequenza nfi (dove w è un intero posi¬ 
tivo), perché la funzione periodica V{t) 
non ha necessariamente un andamento si¬ 
nusoidale semplice (si veda a nelFillustra¬ 
zione di questa pagina). Per ragioni evi¬ 
denti, questo nuovo regime dinamico vie¬ 
ne detto periodico. Così, un po’ alla volta, 
il sistema si avvia verso un regime meno 
semplice che, pur conservando una qual¬ 
che regolarità, diventa sempre più vulne¬ 
rabile alle perturbazioni e alle fluttuazioni 
le quali, per quanto molto piccole, sono 
in grado di produrre modificazioni macro¬ 
scopiche del moto. In effetti aumentando 
ancora la velocità di rotazione s’instaura 
una sorta di disordine che può essere in¬ 
dividuato solo tramite misurazioni fisiche, 
poiché l’immagine visiva diventa confusa. 
In primo luogo si nota un cambiamento 
qualitativo dello spettro di Fourier di 
V{t): una terza biforcazione porta a uno 
spettro contenente non più una ma due 
frequenze fondamentali, fi e fi, nessuna 
f delle quali è multipla dell’altra {si veda b 
neirillustrazione di questa pagina). Lo 
spettro contiene allora parecchie righe 
corrispondenti a combinazioni lineari del 
tipo pfi + qf 2 (dove p Q q sono numeri 
interi). Il regime dinamico non è più pe¬ 
riodico, ma il suo spettro di Fourier è an¬ 
cora formato da righe ben separate: si par¬ 
la di regime quasiperiodico. Dal punto di 
vista della fisica del moto, la comparsa 
della seconda frequenza fondamentale /2 
dimostra che un modo di oscillazione sup¬ 
plementare si sovrappone al modo fi già 
osservato. Purtroppo è difficile vedere a 
quale spostamento sia associato questo 
secondo modo di oscillazione, perché le 
frequenze/i e /2 non stanno in un rappor¬ 
to semplice (di solito si dice che non sono 
commensurabili) e quindi il moto risultan¬ 
te ha un aspetto molto complesso. Soltan¬ 
to nel 1980 il gruppo di Swinney negli Stati 
Uniti e poi quello di G. Cognet a Nancy 
sono riusciti a identificare questo secondo 
modo, che corrisponde a una variazione 
continua dell’ampiezza delle linee sinu¬ 
soidali che separano due vortici adiacenti. 
Dunque una situazione che ai nostri occhi 
appare piuttosto confusa può essere il ri¬ 
flesso di una struttura profonda in defini- 


La trasformata di Fourier di una proprietà legata alla dinamica viene utilizzata per caratterizzare 
i diversi regimi e il modo in cui si instaura la turbolenza. Il regime periodico (a) comporta una sola 
frequenza fondamentale fi e alcune sue armoniche. Un regime quasiperiodico (b) è associato ad 
almeno due frequenze fondamentali fi e fi ed, eventualmente, ad alcune delle loro combinazioni. 
Questo regime quasiperiodico può degenerare (c) quando le due frequenze si «agganciano» su un 
sottomultiplo comune semplice. In ^ è rappresentata l’evoluzione della trasformata di Fourier 
quando sopravviene un fenomeno di demoltiplicazione in cascata della frequenza. Secondo la teo¬ 
ria di Lev D. Landau, la turbolenza sarebbe un regime quasiperiodico con un numero infinito 
di modi fondamentali (e). L’esperienza tuttavia dimostra che la turbolenza debole è un regime 
non periodico la cui trasformata di Fourier contiene una banda larga (/) e non righe separate. 
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tiva abbastanza semplice. Si tratta di un 
punto importante che merita di essere sot¬ 
tolineato. Infine, dopo una quarta e ulti¬ 
ma biforcazione, nello spettro di frequen¬ 
za compare una banda larga la cui ampiez¬ 
za ed estensione aumentano via via (si ve¬ 
da f neirillustrazione della pagina a fron¬ 
te). Allo stesso tempo le righe, presenti 
fino a quel momento, diminuiscono d’in¬ 
tensità o addirittura scompaiono più o 
meno completamente. Al contrario delle 
righe ben separate che si osservavano pri¬ 
ma, la presenza di questa banda larga in¬ 
dica che l’energia meccanica si trova or¬ 
mai distribuita in tutta una gamma di fre¬ 
quenze di cui nessuna è privilegiata. In 
altre parole, il moto è diventato molto di¬ 
sordinato, irregolare, in breve caotico: il 
regime dinamico può a ragione essere 
chiamato turbolento. Dunque la nascita 
della turbplenza si trova associata alla 
comparsa di una banda larga nello spettro 
di Fourier. 

La convezione di Rayleigh-Bénard 

Nel 1900 Henri Bénard pubbhcò un ar¬ 
ticolo intitolato Les tourbillons cellulaires 
dans une nappe liquide., nel quale riferiva 
un’osservazione curiosa. Riscaldando la 
parte inferiore di un sottile strato di liqui¬ 
do (per esempio olio di balena o sperma¬ 
ceti) la cui superficie fosse a contatto con 
l’aria Ubera, notò che, oltre un certo va¬ 
lore critico del gradiente di temperatura 
nello strato, si formava una struttura sta¬ 
bile costituita da celle esagonali contigue. 
Queste celle di Bénard, il cui asse è per¬ 
pendicolare allo strato di Uquido, sono 
dovute a un moto convettivo del fluido, 
che sale alla superficie nel centro di cia¬ 
scun esagono e ridiscende lungo i suoi 
margini. L’interpretazione teorica di que¬ 
sto effetto fu intrapresa solo più tardi, nel 
1916, in alcuni lavori di Lord Rayleigh, 
per cui si dà spesso al fenomeno il nome 
di instabilità o di convezione di Rayleigh- 
-Bénard. Si nota subito ciò che distingue 
questo problema di trasporto del calore 
dal flusso circolare di Couette, che abbia¬ 
mo descritto sopra e nel quale si ha sol¬ 
tanto trasporto di materia. Tuttavia anche 
se la geometria, il gradiente e le equazioni 
non sono gh stessi nei due casi, si pone 
sempre lo stesso interrogativo, cioè quale 
sia la natura dei moti che nascono spon¬ 
taneamente in un fluido sotto l’effetto di 
una sollecitazione esterna. Le analogie, 
come si vedrà, non mancano. 

Per condurre a buon fine uno studio 
quantitativo bisogna adattare un po’ il di¬ 
spositivo originale di Bénard racchiuden¬ 
do il fluido tra due lastre, in modo da man¬ 
tenere e controllare con sufficiente preci¬ 
sione il gradiente di temperatura. Ciò 
comporta conseguenze apprezzabili, poi¬ 
ché la struttura convettiva cambia. In que¬ 
ste condizioni al posto delle celle di Bé¬ 
nard si osservano rulh il cui asse orizzon¬ 
tale è alhneato perpendicolarmente alla 
dimensione laterale maggiore del disposi¬ 
tivo. Questo esempio illustra senza ambi¬ 
guità la necessità assoluta di precisare be¬ 


ne tutti i dati sperimentali. In ciò che se¬ 
gue descriveremo i risultati che si otten¬ 
gono quando la cella di misurazione ha un 
rapporto di formato (ossia il rapporto tra 
dimensione laterale e spessore) da uno a 
tre circa, in modo che i rulli di convezione 
siano in numero molto piccolo, due o al 
massimo tre (si veda Villustrazione in que¬ 
sta pagina). 

L’aumento progressivo del gradiente di 
temperatura induce una successione di bi¬ 
forcazioni. A gradienti molto bassi il liqui¬ 
do resta in quiete perché il trasferimento 
di calore dal basso verso l’alto è assicurato 
dalla conduzione. Il riscaldamento della 
lastra inferiore provoca tuttavia un au¬ 
mento della temperatura negli strati più 
bassi del fluido. Poiché la loro densità di¬ 
minuisce, questi strati tendono a sollevar¬ 
si mentre il liquido situato nella parte su¬ 
periore, più freddo e quindi più denso, 
tende a scendere. 

Al di là di un valore critico del gradiente 
di temperatura, l’antagonismo fra que¬ 
st’ultimo e la gravità finisce per turbare lo 
stato di quiete, che cede allora il posto al 
regime dei rulh di convezione di cui ab¬ 
biamo già parlato. A quésto punto la con¬ 
duzione non basta più ad assicurare il tra¬ 
sferimento di calore e deve intervenire la 
convezione, cioè un trasferimento di ma¬ 
teria. La somiglianza tra questo regime 
dinamico convettivo e i vortici di Taylor è 
evidente. Anche in questo caso il fluido è 
animato da un moto perfettamente rego¬ 
lare e la velocità istantanea V(t) in un da¬ 
to punto dello spazio non dipende dal 
tempo. È quindi comparsa una struttura 
in qualche modo fissa. Se si continua ad 
aumentare il gradiente di temperatura, 
arriva il momento in cui i rulli, finora im¬ 


mobili, si deformano in maniera periodi¬ 
ca. Lo spettro di Fourier di V(t) possiede 
naturalmente una frequenza fi ben iden¬ 
tificata: il regime è periodico. Un’altra bi¬ 
forcazione porta poi a un regime quasipe- 
riodico con due frequenze fondamentali, 
fi Q f 2 . Ritroviamo così esattamente gli 
stadi toccati dal flusso circolare di Couette 
sotto l’effetto di una velocità di rotazione 
crescente. A partire da questo punto, tut¬ 
tavia, la convezione di Rayleigh-Bénard 
assume un carattere un po’ particolare. Si 
è in effetti osservato un «agganciamento» 
delle frequenze/i e /2 che, a un dato mo¬ 
mento, divengono commensurabili, ossia 
stanno fra loro in un rapporto semphce (si 
veda c nell illustrazione della pagina a 
fronte). In queste condizioni lo spettro di 
Fourier contiene una sola frequenza fon¬ 
damentale/o, che è un sottomultiplo co¬ 
mune di/l e di/ 2 : in questo senso il regime 
è di nuovo periodico. Si sarebbe quindi 
tentati di parlare di una nuova biforcazio¬ 
ne. Tuttavia la teoria matematica dimo¬ 
stra che il regime periodico ottenuto è in 
effetti un regime quasiperiodico degene¬ 
re, nel quale coesistono due modi fonda- 
mentali. In realtà il fenomeno dell’aggan¬ 
ciamento di frequenze si osserva in un in¬ 
tervallo strettissimo del gradiente di tem¬ 
peratura: questo secondo regime periodi¬ 
co scompare rapidamente. Negli esperi¬ 
menti effettuati a temperatura ambiente 
con un liquido come l’acqua o un oho di 
silicone, nello spettro di Fourier compare 
una banda larga e ciò indica che è stata 
raggiunta la soglia della turbolenza. Ma 
l’evoluzione verso il regime turbolento 
può avvenire anche in maniera più sottile. 
Nel 1980, operando a 3 kelvin con elio 
Uquido, Libchaber e Jean Maurer hanno 


LASTRA A TEMPERATURA Tf< 



L’instabilità di Rayleigh-Bénard compare in uno strato di fluido posto tra due lastre orizzonta¬ 
li, di cui quella inferiore ha una temperatura più elevata. Oltre un certo gradiente di temperatu¬ 
ra {Tc - Tf) il trasferimento di calore dal basso verso l’alto non può più essere effettuato dal so¬ 
lo meccanismo di conduzione attraverso lo strato di liquido. Nasce spontaneamente un moto di 
convezione che, nella geometria qui illustrata, assume la forma di rulli orizzontali. Quando il 
gradiente di temperatura aumenta ulteriormente, questi mUi si deformano periodicamente. 
Per valori abbastanza grandi della differenza Tc - 2/si ottiene un regime convettivo turbolento. 
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messo in evidenza, tramite esperimenti 
notevolissimi di cui si possono immagina¬ 
re tutte le difficoltà, un fenomeno di de¬ 
moltiplicazione in cascata della frequenza 
a partire da uno stato a due frequenze, 
cioè /o = /i = 2 / 2 . Ciò significa che nello 
spettro di Fourier compaiono successiva¬ 
mente dei sottomultipli, nella fattispecie 
/ 1 / 4 , poi / 1/8 e / 1 /I 6 e alcune delle loro 
armoniche di ordine dispari (si veda d nel- 
rillustrazione di pagina 144). È la pri¬ 
ma e finora unica volta in cui si sia riu¬ 
sciti a osservare questo particolarissimo 
comportamento, peraltro previsto dalla 
teoria. 

In ultima analisi questi esperimenti sul¬ 


la dinamica dei fluidi ci insegnano già mol¬ 
te cose. In primo luogo abbiamo visto che 
la turbolenza debole s’instaura in poche 
tappe: possono bastare quattro biforca¬ 
zioni. Si tratta di un risultato molto im¬ 
portante, che conferma la teoria più re¬ 
cente, quella di Ruelle e Takens, e con¬ 
traddice le più vecchie idee di Lev D. Lan¬ 
dau. Inoltre si osserva che un’apparenza 
di disordine e di irregolarità può benissi¬ 
mo nascondere un’organizzazione in pro¬ 
fondità. Non bisogna certo estendere sen¬ 
za cautele queste ipotesi ad altri campi, 
poiché nulla ne garantisce la validità al di 
fuori del dominio sperimentale esamina¬ 
to. Tuttavia si tratta di un’osservazione 


molto interessante, che conviene tener 
presente quando ci si accosta a qualunque 
problema di dinamica. Infine, e forse so¬ 
prattutto, è evidente che bisogna perseve¬ 
rare su una strada che a priori non pro¬ 
metteva di essere tanto feconda. 

Le due impostazioni teoriche 

Per meglio rendersi conto della posta in 
gioco, è utile ricordare in forma molto 
qualitativa le due teorie rivali, quella pro¬ 
posta nel 1944 da Landau e quella di Ru¬ 
elle e Takens. A questo scopo esaminere¬ 
mo brevemente le diverse soluzioni che 
può avere un sistema di equazioni diffe¬ 
renziali rispetto al tempo. In generale si 
sa che per tutti i problemi di questo genere 
è comodo ricorrere a una rappresentazio¬ 
ne di uno spazio particolare, noto con il 
nome di spazio delle fasi (si veda Villustra¬ 
zione in questa pagina). Ciascuna dimen¬ 
sione di questo spazio corrisponde a una 
variabile indipendente o grado di libertà 
del sistema. 

Una soluzione istantanea delle equa¬ 
zioni è rappresentata in questo speizio da 
un punto le cui coordinate siano i valori 
delle variabili nell’istante considerato. Se 
c’è evoluzione, il punto rappresentativo 
del sistema si sposta, percorrendo una 
traiettoria nello spazio delle fasi. Questa 
rappresentazione, che a tutta prima può 
sembrare una complicazione inutile, in re¬ 
altà semplifica parecchio la descrizione. 
Servendoci di essa, consideriamo ora le 
diverse situazioni alle quali può condurre 
un sistema di equazioni le cui soluzioni 
dipendano da un certo parametro. A se¬ 
conda dei valori di quest’ultimo, il sistema 
può avere a priori soluzioni molto diverse 
sotto il profilo qualitativo: può esistere 
per esempio una soluzione stazionaria, 
cioè indipendente dal tempo. Nello spazio 
delle fasi, questa soluzione sarà rappre¬ 
sentata da un punto fisso: l’evoluzione del 
sistema a partire da diverse condizioni ini¬ 
ziali che non corrispondono a questa so¬ 
luzione stcìzionaria sarà rappresentata da 
un insieme di traiettorie nello spazio delle 
fasi che convergono verso il punto fisso 
(purché naturalmente questa soluzione 
sia stabile e unica, cosa che qui ammettia¬ 
mo implicitamente). Quindi a ogni solu¬ 
zione stazionaria stabile è associato un 
punto attrattore fisso nello spazio delle 
fasi. Per altri valori del parametro la so¬ 
luzione può benissimo essere periodica e 
non più stazionaria: in questo caso la 
traiettoria è un’orbita che il punto rappre¬ 
sentativo percorre con una certa frequen- 
za/i. In seguito ai lavori di Henri Poincaré 
questo attrattore periodico è conosciuto 
in matematica con il nome di ciclo limite. 
Naturalmente nulla ci impedisce di consi¬ 
derare anche altre soluzioni, per esempio 
una funzione periodica che faccia interve¬ 
nire non una sola frequenza/i, bensì due 
frequenze indipendenti/i e/ 2 : l’attrattore 
allora ha forma toroidale e più in generale 
è un toro di «dimensione k» se le frequen¬ 
ze indipendenti sono non due ma k. In 
questa ipotesi la soluzione presenta, nel 


SPAZIO REALE 
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F=-kx 



D concetto dì spazio delle fasi può essere illustrato in modo abbastanza semplice nel caso dell’oscU- 
latore armonico. L’immagine classica di questo oscillatore è costituita da un corpo M dì massa m 
che si muove lungo una retta Ox costantemente soggetto a una forza di richiamo diretta verso una 
posizione di equilìbrio assunta come orìgine. L’intensità di questa forza (dovuta per esempio a una 
molla) è direttamente proporzionale alla distanza OM = x. In queste condizioni, il corpo M oscilla 
da una parte e dall’altra dì O con un’elongazione massima xq. A ogni istante t lo stato dell’oscillatore 
è completamente definito da due e due sole variabili: la posizione x(t) e la velocità v(/) [o l’impulso 
fiiv(t)] istantanee del corpo M, Di conseguenza lo spazio delle fasi corrispondente è un piano con le 
coordinate posizione e impulso: a (^nì stato dell’oscillatore è associato un punto P dì questo piano. 
Se l’oscillatore è a riposo nella posizione di equilibrio O, il suo stato è rappresentato dal punto orì¬ 
gine del sistema dì coordinate, poiché x = 0 e mv = 0. Se il corpo oscilla liberamente da una par¬ 
te e dall’altra dì O, il punto rappresentativo P si sposta nel piano generando una traiettoria nello spa¬ 
zio delle fasi. La teorìa dimostra che sì tratta di un’ellisse con centro nell’origine, purché l’oscillatore 
sìa isolato e non vi sia attrito. Così una curva, cioè un’entità geometrica, può fornire una descrizione 
completa del moto dell’oscillatore. Il ricorso a una rappresentazione dì questo tipo sì rivela 
d’interesse decisivo quando il sistema studiato o la sua dinamica sono relativamente complessi. 
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EQUAZIONI DEL MODELLO DI LORENZ 

óx/dì~o(y-x) 
dy/dt — rx - y - xz 
dz/dt=-bz + xy 


oe b sono costanti, rè variabile 



n modello flì Lorenz è un insieme di tre equazioni differenziali non lineari, elaborato per descrivere 
almeno qualitativamente il comportamento dell’atmosfera terrestre. Questo modello dà luogo a di¬ 
versi regimi dinamici a seconda dei valori di uno dei suoi parametri, r. Ciascun regime si può ca¬ 
ratterizzare facilmente tramite l’attrattore che gli è associato nello spazio delle fasi. Per r compreso 
fra 0 e 1, l’attrattore è semplicemente il punto origine, verso cui convergono tutte le traiettorie (a). 
Questo punto fisso corrisponde allo stato di quiete assoluta. Se il valore di r diventa maggiore di 1, 
compaiono due punti fissi attrattori (ò), simmetrici rispetto all’asse Oz. Essi sono associati a un mo¬ 
to di convezione regolare avente due sensi di rotazione possibili. Quando r supera 24 non ci sono più 
punti fissi stabili. La soluzione delle equazioni è descritta da una traiettoria che resta confinata in 
una regione limitata dello spazio delle fasi (c). Benché questa sia invariante, U modo in cui è percorsa 
dalla traiettoria dipende dal punto di partenza scelto. Questa sensibilità alle condizioni iniziali, ca¬ 
ratteristica di un attratt(H*e strano, rende incerte tutte le previsioni a lunga scadenza perché lo stato 
iniziale non può essere mai conosciuto con precisione infinita. Oltre r = 148 questo attrattore stra¬ 
no cede il posto a un’orbita chiusa, o ciclo limite, percorsa in modo periodico (d). Il secondo at¬ 
trattore strano (per r > 166) e il nuovo ciclo limite che gli fa seguito (per r > 233) non sono illustrati. 


corso del tempo, un aspetto molto irrego¬ 
lare che induce a definirla quasiperiodica, 
perché la moltephcità dei modi di oscilla¬ 
zione non permette di distinguerne alcuno 
con facilità. Nonostante il suo aspetto 
disordinato, tanto più cospicuo quanto 
maggiore è il numero k delle frequen¬ 
ze, questa soluzione possiede tuttavia un 
chiaro ordine soggiacente. Si vede in par¬ 
ticolare che partendo da due condizioni 
iniziali molto vicine, cioè da due punti del- 
l’attrattore tra loro vicini, le traiettorie 
non si allontanano di molto, sicché in fin 
dei conti l’apparente disordine è riprodu¬ 
cibile! Esiste però anche un tipo di solu¬ 
zione, detta non periodica, il cui compor¬ 
tamento è del tutto opposto: due traietto¬ 
rie uscenti da punti vicini dell’attrattore 
finiscono sempre per allontanarsi Luna 
dall’altra. Questa volta il disordine osser¬ 
vato non è soltanto apparente: non è più 
riproducibile e il risultato ottenuto dipen¬ 
de strettamente dalla definizione delle 
condizioni iniziah. Si dice che il sistema di 
equazioni presenta una dipendenza sensi¬ 
bile dalle condizioni iniziali. L’attrattore 
corrispondente viene detto strano perché, 
anche se ogni traiettoria vi resta confina¬ 
ta, nulla consente di sapere in anticipo 
quale canunino essa seguirà. 

Per riassumere quanto detto, una pro¬ 
fonda differenza separa la soluzione qua¬ 
siperiodica dalla soluzione non periodica. 
Qualora le condizioni iniziali sicmo note 
con precisione adeguata, il destino della 
prima può essere previsto; per la seconda 
questa previsione richiederebbe invece 
una precisione infinita, che per definizio¬ 
ne è inattingibile. 

Sono stati Ruelle e Takens a stabihre 
con grande chiarezza questa distinzione 
capitale. Essi hanno anche dimostrato che 
la stabilità di un attrattore strano è molto 
maggiore di quella di un toro di dimensio¬ 
ne k. Infatti, se A: è uguale a tre o mag¬ 
giore, basta una leggera perturbazione 
delle equazioni per fare scomparire il to¬ 
ro, mentre l’attrattore strano continua a 
esistere. 

Sulla base di questi risultati, Ruelle e 
Takens hanno avanzato l’ipotesi che la 
turbolenza, manifestazione tipica della di¬ 
namica irregolare, dovesse essere descrit¬ 
ta da attrattori strani, cioè che fosse in 
sostanza un fenomeno non periodico (si 
veda d nelVillustrazione di pagina 144). In 
questo modo si ponevano in antitesi con 
la proposta di Landau, secondo il quale la 
turbolenza risulterebbe dalla sovrapposi¬ 
zione di un numero, al limite infinito, di 
modi fondamentali, sarebbe cioè un feno¬ 
meno quasiperiodico generahzzato ve- 
da e neirillustrazione di pagina 144). Lo 
studio sperimentale del flusso circolare di 
Couette e della convezione di Rayleigh- 
-Bénard con basso rapporto di formato 
conferma senza possibilità di equivoci 
la validità dell’impostazione proposta da 
Ruelle e Takens. 

Nella stessa direzione vanno numerosi 
altri lavori, tra i quali figura in posizione 
preminente la soluzione al calcolatore di 
certi sistemi di equazioni differenziali. 


Il modello di Lorenz 

Una rassegna delle ricerche condotte 
tramite la simulazione numerica supere¬ 
rebbe ampiamente i limiti di questo arti¬ 
colo. Di conseguenza ci limiteremo a illu¬ 
strare l’interesse di questo metodo pre¬ 
sentando le informazioni ottenute dallo 
studio di un particolare sistema di equa¬ 
zioni, che va sotto il nome di modello di 
Lorenz. Sono molte le ragioni a favore di 


questa scelta, in particolare le conoscenze 
acquisite e il problema fisico da cui questo 
modello deriva. 

Lorenz, professore al Dipartimento di 
meteorologia del Massachusetts Institute 
of Technology, pubblicò nel 1963 un arti¬ 
colo, oggi celebre, dal titolo Deterministic 
Nonperiodic Flow, nel quale si proponeva 
di spiegare il comportamento caotico del¬ 
l’atmosfera terrestre consideremdolo co¬ 
me uno strato d’aria sede di un andamen- 
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to convettivo di tipo Rayleigh-Bénard. 
Lorenz scrisse le equazioni del moto pren¬ 
dendo in considerazione tre variabili: la 
ampiezza x{t) del moto di convezione, la 
differenza di temperatura y(0 tra correnti 
ascendenti e discendenti e lo scarto di 
temperatura z(t) rispetto a un profilo li¬ 
neare. Per effettuare l’analisi introdusse 
degli sviluppi in serie di cui conservò sol¬ 
tanto i termini di ordine più basso al fine 
di ottenere un sistema di equazioni relati¬ 
vamente maneggevole: 
dx/dt = o{y - x) 
dyfdt = rx — y — xz 
dzldt = - bz xy 

Come si vede, queste equazioni diffe¬ 
renziali, o modello di Lorenz, non potreb¬ 
bero essere più semplici. In effetti esse 
contengono solo due termini non lineari, 
i prodotti xz e xy, che compaiono rispet¬ 
tivamente nelle espressioni di dyldt e 
dz/dt. Come abbiamo già ricordato, la 
matematica ci fornisce nonostante tutto 
poche indicazioni sulle soluzioni dei siste¬ 
mi di equazioni differenziali non lineari 
quando il numero delle variabili indipen¬ 
denti sia uguale o superiore a tre. Quindi 
Lorenz fu costretto a integrare questo si¬ 
stema di equazioni per via numerica ser¬ 
vendosi del calcolatore, e lo fece dando ai 


parametri a e ù un valore fisso (rispettiva¬ 
mente 10 e 8/3) e facendo variare progres¬ 
sivamente il terzo parametro r. Benché 
derivi da una semplificazione troppo dra¬ 
stica perché non sia lecito dubitare del suo 
carattere realistico, il modello di Lorenz 
si è tuttavia rivelato di una ricchezza stra¬ 
ordinaria, e ciò a dispetto della sua inne¬ 
gabile semplicità derivante da una non li¬ 
nearità poco pronunciata. Anche se al 
momento della pubblicazione non suscitò 
grande interesse, l’articolo di Lorenz con¬ 
teneva già un risultato fondamentale, cioè 
che un sistema di equazioni deterministi¬ 
che in tre variabili indipendenti è in grado 
di rappresentare un regime turbolento. 
Negli anni settanta questo modello è stato 
oggetto di molta attenzione da parte di 
numerosi ricercatori e anche oggi resta 
uno dei più studiati. 

Il parametro che modifica la natura del¬ 
le soluzioni è la grandezza r. Lo spazio 
delle fasi è quello delle coordinate x, y, e 
z; il lettore che non abbia dimestichezza 
con questo concetto deve badare a non 
confonderlo con lo spazio ordinario ricor¬ 
dando il significato fisico delle variabili 
introdotte. Se r è minore di uno esiste una 
sola soluzione stabile: x = y = z = 0.È 
l’origine dello spazio delle fasi e corri¬ 


sponde a uno stato uniforme dove la con¬ 
vezione è assente. A partire da qualunque 
situazione iniziale, cioè da qualunque 
punto di coordinate [x(to), yik), 
ogni traiettoria nello spazio delle fasi ter¬ 
mina nell’origine. In altri termini, anche 
se esistono aU’inizio, i moti di convezio¬ 
ne prima o poi scompaiono. Quando r è 
compreso tra 1 e 24, vi sono due soluzio¬ 
ni stazionarie stabili, rappresentate nello 
spazio delle fasi da due punti verso i quali 
convergono tutte le traiettorie (si veda ril¬ 
lustrazione a pagina 147) . Questi punti so¬ 
no attrattori, così come è un attrattore 
l’origine nel caso in cui r sia minore di 
uno. Sotto il profilo fisico ciò corrisponde 
alla comparsa dei rulli di convezione di 
Rayleigh-Bénard e ciascun punto è asso¬ 
ciato a uno dei due sensi di rotazione pos¬ 
sibili. Si noti che la configurazione dina¬ 
mica fissa, in cui il moto del fluido è per¬ 
fettamente regolare e la velocità istanta¬ 
nea in un dato punto non dipende dal tem¬ 
po, è rappresentata da un punto fisso del¬ 
lo spazio delle fasi, talché l’informazione 
principale è ben conservata. Se fino a que¬ 
sto momento il modello di Lorenz non ci 
ha rivelato nulla di particolarmente inte¬ 
ressante, le cose cambiano quando r di¬ 
venta più grande di 24. Oltre questo valo¬ 
re si nota infatti la scomparsa di ogni so¬ 
luzione stazionaria stabile. Le traiettorie 
sono attratte in una regione dello spazio 
delle fasi, all’interno della quale restano 
completamente confinate. Inoltre, e so¬ 
pratutto, il loro percorso cambia a secon¬ 
da delle condizioni iniziali scelte, rivelan¬ 
do la sensibilità alle condizioni iniziali ti¬ 
pica di un attrattore strano. Nel 1963 Lo¬ 
renz non poteva servirsi di questo concet¬ 
to, ma la simulazione numerica al calco¬ 
latore gli aveva ugualmente consentito di 
giungere alla conclusione che non è pos¬ 
sibile effettuare previsioni meteorologi¬ 
che a lungo termine a causa della sensibi¬ 
lità del risultato alle condizioni iniziali 
scelte per compiere il calcolo. Oggi, no¬ 
nostante i potenti mezzi impiegati per de¬ 
terminare lo stato dell’atmosfera, il limite 
oltre il quale la previsione non può essere 
considerata valida viene valutato intorno 
ai 15 giorni. Questo fenomeno che, ripe¬ 
tiamo, deriva dalla natura intrinseca del 
problema, viene talvolta indicato con il 
nome di «effetto farfalla»: anche ammet¬ 
tendo di poter descrivere lo stato dell’at¬ 
mosfera con un insieme di equazioni de¬ 
terministiche di cui si conoscono alla per¬ 
fezione tutti i parametri, l’incertezza sulle 
condizioni iniziali introdotta dal battito 
dell’ala di una farfalla basterebbe a falsare 
qualunque previsione a lunga scadenza. 

Il dominio di esistenza di questo attrat¬ 
tore strano è molto ampio, poiché si 
estende fino a r uguale a 148, valore al 
quale scompare. Al suo posto compare un 
ciclo limite; poi, per r compreso fra 166 e 
233, un altro attrattore strano, al quale 
segue un nuovo ciclo limite. Ciò dimostra 
la grande varietà di comportamenti dina¬ 
mici che un modello pur così semplice è in 
grado di mostrare. Due fisici del Commis- 
sariat à l’Énergie Atomique, Yves Po- 


5 . n, BeAoycoe 

OriHCbiBaeMan inoKe peaKunn npeACTasJifieT miTepec 
noTQMy, HTO npii npoBCAeHKH ec b boahoh peaKUHOHHoft 

CMeCH BOBHHKaCT CKpbITblX, ynopH/lOHeHIIblX, OKHCJIH- 

TeJIbnO'BOCCTaHOBHTe.nbHbIX npOUeCCOB, OAHH HS KOTOpblX 
uèpes onpeAe^GiiiibiH npoMOKyrox BpeMeitH nepuoAH^ecKH 
BblJTBJmeTCH OTMCT.anBI>IM BpeMCniiblM HBMeiiCHI'ieM UBCTa 
Bceii BB^Toii pcaKUHOHHOH CMCCH. XaKoe uep 0 AyK)iJJkeec>i 
HSMeHeiiHe oxpacKH ot óecuBeTHOii no >Ke/iTO-6ypoM, h nao- 
óopoT, Ha6jiK);taerc5i b TeuenHe 1 ^aca h 6oJibiiie, ec^in 
cocTaBHbie qacTH pacTBopa ubl^h BSJiTbi b onpeAeJieiiiibix 
KOJIHUeCTBaX H B COOTBCTCTByiOmeM paSBCACHHH. 

Hanpiuiep, nepiiOAHMecKoe HBMeneHHe OKpacxH mo>kho 
aaó/iioiiaTb npii KOMnaTuofì TCMneparype b 10 ma boahofo 
pacTBopa cjieAyiomero cocraBa: jiHMOHHaH KHCjiOTa — 
2,00 a; cy.ab4)aT uepuH — 0,16 a; fipoMar KajiiiH — 0,20 a; 
cepuan KHCJiora (1^3) —2,0 ma\ bojx^ no oóiitero cób- 
CMa — 10,0 MA. 

yseJiHueHHe KOHuenTpauHH èoaopoa'Hhx hohob hjih 
uepiia, a TaK>Ke noBbimenHe TeMneparypbi secbMa ycKOpHCT 
pHTM ‘pcaKUHH. 

Mcxaìin:iM ^Toìi pcaKiuiu MO>KeT ówTb npcACTaBJiea Ha 
ocHOBaHHH cjieAyioiuiìx cooopaacejiHH: 

B nepByio onepeAb ^ojiHCHa npoTCKùfTb peaKUHH okhc- 

JieHHH JIHMOHHOii KHCJIOTU 4-Ba.^eHTHbIM UepHCMl 


La memoria originale di Beloiisov, pubblicata nel 1959, descrive la scoperta della reazione eburnea 
più curiosa che oggi si conosca. L’inizio del testo suona cosìi «La reazione descritta nel seguito è 1®” 
teressante perché, se la si realizza in ambiente acquoso, compare una serie di processi regolari di 
tipo ossidoriduttivo, uno dei quali si traduce dopo un certo tempo in una variazione peri^ica del 
colore della soluzione. Questo cambiamento di colore, dall’incolore al giallo e viceversa, si osserva 
per un’ora o anche più, se si usano quantità sufficienti di reagenti in concentrazioni opportune». 
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La turbolenza chimica, come ogni altro regime dinamico della reazione di Belousov-Zabotinskij, 
può essere studiata sotto U profilo quantitativo con l’ausilio di questo dispositivo. Una pompa 
peristaltica alimenta con reagenti prelevati da serbatoi un reattore aperto, termostatato e posto 
sotto agitazione. Un fascio di luce monocromatica (X = 340 nanometri) permette di raccogliere 
all’uscita del fotomoltiplicatore un segnale di ampiezza direttamente proporzionale alla concen¬ 
trazione di una delle specie chimiche presenti (Ce'^'^). Dopo l’amplificazione il segnale misurato 
è introdotto in forma numerica, a intervalli di tempo regolari, nella memoria di un calcolatore 
che controlla l’esperimento. Il risultato di parecchie migliaia, o decine di migliaia, di misurazioni 
viene così registrato in un archivio di dati che può essere poi sottoposto a opportune elabora¬ 
zioni numeriche per individuare le principali caratteristiche dinamiche della reazione chimica. 


meau e P. Manne ville, ne hanno dato di 
recente un altro esempio, dimostrando 
che il modello di Lorenz è anche sede di 
un fenomeno d’intermittenza quando si 
passa dal primo ciclo limite al secondo at¬ 
trattore strano. Quando r raggiunge e poi 
supera il valore critico 166, la soluzione 
ottenuta è in effetti costituita da zone di 
oscillazione regolare inframmezzate di 
quando in quando da ondate di compor¬ 
tamento caotico. Di tempo in tempo il si¬ 
stema abbandona dunque il ciclo limite 
per visitare l’attrattore strano e tornare 
poi al ciclo limite. La transizione verso la 
turbolenza segue in questo caso una stra¬ 
da diversa da quella osservata nel flusso 
di Couette o nell’instabilità di Rayleigh- 
-Bénard. Questo risultato, che può sugge¬ 
rire o orientare gli esperimenti, illustra 
molto bene l’interesse euristico del mo¬ 
dello di Lorenz e, più in generale, delle 
simulazioni numeriche. 

Qualunque sia il contributo dei metodi 
di simulazione, e anche prescindendo dal 
rischio inerente di ottenere risultati artifi¬ 
ciosi, è da ultimo resperimento che deve 
confermare, confutare o decidere. La ci¬ 
netica delle reazioni chimiche, che come 
si sa obbedisce a equazioni differenziali in 
genere non lineari, potrebbe dunque rive¬ 
larsi, al pari deH’idrodinamica, un campo 
d’indagine appropriato. La cosa in verità 
non è tanto immediata, poiché le reazioni 
chimiche conosciute per lo più consuma¬ 
no via via certe specie, dette reagenti, per 
formarne altre chiamate prodotti. Un’e¬ 
voluzione monotona è dunque la regola 
generale, ma per fortuna vi sono alcune 
eccezioni. Le più frequenti riguardano 
reazioni durante le quali un processo fisi¬ 
co (diffusione di materia o di calore, for¬ 
mazione di una pellicola superficiale e co¬ 
sì via) entra in competizione con la tra¬ 
sformazione chimica stessa e le velocità 
dell’uno e dell’altra evolvono in senso 
contrario senza mai riuscire a equilibrarsi. 
Ne risulta un comportamento periodico 
nel tempo, tutto sommato simile al fun¬ 
zionamento di un vaso di Tantalo. Due 
esempi noti da tempo sono la luminescen¬ 
za del fosforo e la dissoluzione periodica 
dei metalli negli acidi. Altre reazioni, 
molto più rare, evolvono del pari in ma¬ 
niera non monotona, ma senza l’interven¬ 
to di alcun processo fisico. In questo caso 
le oscillazioni sono dovute soltanto a in¬ 
terazioni fra le diverse specie chimiche 
presenti. Il prototipo per eccellenza di 
una situazione del genere è la reazione di 
Belousov-Zabotinskij, che ora descrive¬ 
remo più in dettaglio. Per il suo carattere 
particolarissimo, questo genere di reazio¬ 
ne è il candidato naturale, se mai ve ne 
sono, allo studio delle dinamiche com¬ 
plesse, compresa la turbolenza. 

La reazione di Belousov-Zabotinskij 

Nel 1959 il chimico russo B. P. Be- 
lousov scoprì per caso delle oscillazio¬ 
ni nel corso della reazione di ossidazio¬ 
ne dell’acido citrico da parte degh ioni 
BrOs" in ambiente acido, catalizzata dal¬ 


la coppia redox Ce^'^/Ce'^'^. A questa sin¬ 
golare osservazione Belousov consacrò 
un breve articolo in una rivista assai poco 
diffusa («Collections of Abstracts on Ra- 
diation Medicine», Mosca), sicché la sua 
scoperta passò inosservata. Per la cronaca 
si può notare che questa memoria è oggi 
una delle più citate e, senza dubbio, delle 
meno lette, perché è difficilissimo procu¬ 
rarsela anche in Unione Sovietica {si veda 
Fillustrazione nella pagina a fronte). Be¬ 
lousov, che morì poco tempo dopo, non 
andò al di là di questo primo risultato, che 
doveva tuttavia dargli una celebrità postu¬ 
ma. Lo studio della reazione fu ripreso, o 
meglio intrapreso, da altri ricercatori e in 
particolare da A. M. Zabotinskij, che ne 
fece l’argomento della sua tesi. Più tar¬ 
di, di questa reazione, singolarissima sot¬ 
to molti aspetti, si interessarono anche 
scienziati occidentali, in primo luogo il da¬ 
nese H. Degn. In effetti il comportamento 
della reazione è per lo meno insolito, sot¬ 
to il profilo sia temporale sia spaziale. 
Mantenendo uniforme l’ambiente di rea¬ 
zione tramite un’agitazione continua, si 
osserva tutta una varietà di evoluzioni dif¬ 
ferenti purché le condizioni di concentra¬ 
zione delle specie chimiche, di pH e di 
temperatura siano state scelte in modo 
opportuno: per esempio si possono avere 
oscillazioni regolarissime che, se vengono 
mantenute in un reattore a flusso, posso¬ 
no fungere da meccanismo regolatore di 
un vero e proprio orologio chimico, esat¬ 
tamente come il bilanciere di un orologio 
da polso o il pendolo di un orologio a pesi. 
Si possono ottenere facilmente altri regi¬ 
mi periodici o quasiperiodici più comples¬ 
si, di cui riparleremo. La singolarità di 
questa reazione non si limita però a que¬ 


sto e, benché ciò non abbia legami diretti 
con gli studi condotti attualmente sulla 
turbolenza chimica, vale la pena di ricor¬ 
dare altre due proprietà che permettono 
di cogliere tutto l’interesse scientifico di 
questo sistema di reazione. Effettuata in 
un reattore a flusso continuo sotto agita¬ 
zione, la reazione di Belousov-Zabotins¬ 
kij può, in un certo campo di valori del 
flusso di alimentazione, dar luogo a un 
fenomeno di multistabihtà: ciò significa 
che il sistema può trovarsi in due stati di¬ 
versi per un’identica scelta delle condizio¬ 
ni sperimentali. Lo stato adottato dipende 
dalla storia precedente dell’ambiente di 
reazione, che è quindi in grado di costitui¬ 
re una memoria. Questa situazione impli¬ 
ca resistenza di una vera e propria isteresi 
chimica. La seconda proprietà, ancora più 
strana e di cui la reazione di Belousov-Za¬ 
botinskij offre l’unico esempio finora co¬ 
nosciuto in chimica, è la seguente. Parten¬ 
do da una miscela uniforme di reagenti, 
dopo qualche minuto compare (natural¬ 
mente in assenza di agitazione) una strut¬ 
turazione dello spazio di reazione sotto 
forma di anelli, se la soluzione è contenu¬ 
ta in una provetta, e di cerchi concentrici 
o di spirali, se forma uno strato sottile. A 
livello fondamentale ciò significa che nel 
corso dell’evoluzione la simmetria del- 
l’anjbiente di reazione si abbassa da sola 
e che dunque la disomogeneità nasce 
spontaneamente dall’omogeneità. Si deve 
a P. Glansdorff e a Ilya Prigogine (dell’U- 
niversité Libre di Bruxelles) la dimostra¬ 
zione che in questo fenomeno non c’è nul¬ 
la che contraddica il secondo principio 
della termodinamica, non appena il siste¬ 
ma si trovi abbastanza lontano dal suo sta¬ 
to di equilibrio. Nonostante tutto, è affa- 
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sanante osservare come un sistema chimi¬ 
co così semplice possa essere sede di un’e¬ 
voluzione tanto ricca e svariata. 

Attraverso questi fenomeni di autorga- 
nizzazione del tempo e dello spazio, la 
reazione di Belousov-Zabotinslaj si pre¬ 
senta come un nuovo intermediario tra il 
mondo della fisica-chimica e quello dei 
sistemi biologici. Ciò basta a spiegare i 
numerosi lavori che da alcuni anni le ven¬ 
gono dedicati. Benché non si conosca con 
certezza il suo meccanismo in tutti i par¬ 
ticolari, se ne possiede tuttavia un model¬ 
lo semplificato con tre specie chimiche in¬ 
termedie che sembra spiegare abbastanza 
bene le sue proprietà essenziali. Questo 
modello comporta una fase autocatalitica, 
cioè una reazione nel corso della quale 
una specie chimica aumenta la propria ve¬ 
locità di produzione proporzionalmente 
alla quantità già presente: è una sorta di 
«effetto valanga» chimico. Ebbene, si è 
dimostrato che questa caratteristica, o più 
in generale l’intervento di un processo di 
retroazione, è una condizione necessaria, 
ma non sufficiente, perché compaia una 
struttura. Dato che la retroazione è un 
meccanismo molto diffuso nei sistemi bio¬ 
logici e invece poco frequente nei sistemi 
chimici, è naturale che i fenomeni di 
autorganizzazione si osservino nei primi 
più che nei secondi. A questo riguardo la 
reazione di Belousov-Zabotinslaj ha un 
evidente valore paradigmatico, tanto più 
che, nonostante tutti gli sforzi compiuti, 
finora non è stato scoperto alcun altro si¬ 
stema chimico radicalmente diverso da es¬ 
sa e capace di imitarla. Questa reazione è 
diventata dunque il caso per eccellenza su 
cui si concentrano numerose ricerche in¬ 
terdisciplinari; lo studio della turbolenza 
chimica aggiunge semplicemente una cor¬ 
da al suo arco. 

La turbolenza chimica 

L’idea di ricorrere alla dinamica chimi¬ 
ca per studiare la turbolenza debole, 
avanzata come abbiamo ricordato da Ru- 
elle nel 1973, si è concretizzata nel corso 
degli ultimi 12 o 13 anni quando, al di là 
dei problemi contingenti, gli sperimenta¬ 
tori sono riusciti a superare un ostacolo 
concettuale che non sarebbe giusto sotto¬ 
valutare a posteriori. È stato cioè neces¬ 
sario abbandonare il proposito di interes¬ 
sarsi alla reazione di Belousov-Zabotins- 
kij in sé e considerarla semplicemente un 
nuovo supporto per le ricerche sulla tur¬ 
bolenza, cosa che per i chimici non era 
affatto naturale, tanto più che, per adot¬ 
tare questo punto di vista, bisognava con¬ 
centrare l’attenzione su osservazioni che 
fino a quel momento erano state sistema¬ 
ticamente scartate a causa del loro carat¬ 
tere caotico e non riproducibile, attribuito 
di solito a carenze sperimentali. Ammes¬ 
so questo, il resto venne quasi da sé, e i 
lavori sulla fluidodinamica servirono in un 
primo momento da guida. I nomi di Degn 
e di Otto E. Ròssler in Europa, di R. 
Schmitz e di J. L. Hudson negli Stati Uniti 
sono, fra gli altri, legati a studi qualitativi 


preUminari, mentre il gruppo da noi diret¬ 
to al Centre de Recherche Paul Pascal di 
Bordeaux ha effettuato un’analisi spettra¬ 
le quantitativa analoga a quella descritta 
prima a proposito del flusso di Couette e 
della convezione di Rayleigh-Bénard.^ A 
questo scopo, la reazione di Belousov-Za- 
botinskij viene effettuata sotto agitazione 
in un reattore termostatato e alimentato 
con un flusso continuo di portata regola¬ 
bile (si veda Villustrazione a pagina 149). 
La densità ottica D(t) della soluzione a 
340 nanometri permette di caratterizzare 
la dinamica di reazione, perché una sola 
specie chimica assorbe la luce di questa 
lunghezza d’onda, lo ione Ce'^'*'. Questa 
proprietà ha qui lo stesso ruolo che la ve¬ 
locità istantanea ha nelle esperienze di 
fuidodinamica. 

Quando la portata del flusso di alimen¬ 
tazione aumenta l’evoluzione della tra¬ 
sformata di Fourier di D(t) è molto inte¬ 
ressante, purché le condizioni di tempera¬ 
tura e di concentrazione siano scelte op¬ 
portunamente. Quando la portata è re¬ 
lativamente scarsa, la reazione oscilla 
in modo molto regolare: lo spettro di 
Fourier contiene una sola frequenza fon¬ 
damentale fi perfettamente individuata 
(si veda a nelVillustrazione di pagina 144). 
Poi, quando il flusso di alimentazione au¬ 
menta, compare un secondo modo di 
oscillazione di frequenza fi; vi è una bi¬ 
forcazione da un regime periodico verso 
un regime quasiperiodico ( 5 / veda b nella 
medesima illustrazione). In seguito si os¬ 
serva un fenomeno di agganciamento tra 
le frequenze fi e /i che porta a un regime 
quasiperiodico degenere (c). Infine nello 
spettro di Fourier emerge una banda larga 
(J) prima che il sistema assuma, per valori 
elevati del flusso di alimentazione, uno 
stato stazionario. 

Quest’ultimo risultato non ha nulla di 
sorprendente, perché le specie chimiche 
non hanno in pratica più il tempo di rea¬ 
gire tra loro, dato che la loro permanenza 
nel reattore è troppo breve. Si potrebbe 
quindi dire che l’insorgere della turbolen¬ 
za chimica segue passo passo le stesse tap¬ 
pe della turbolenza fluidodinamica. Que¬ 
sti esperimenti non forniscono però solo 
una conferma in più alla teoria di Ruelle 
e Takens: in effetti, poiché il segnale D(t) 
è pochissimo deteriorato dal rumore (è il 
frutto infatti di una misura semplicissima, 
quasi rozza), l’analisi numerica può essere 
spinta oltre. In particolare, l’esame della 
funzione di autocorrelazione del segnale 
(funzione che caratterizza la rapidità con 
la quale il sistema «perde il ricordo» dei 
suoi stati precedenti) completa utilmente 
le informazioni fornite dalla trasformata 
di Fourier. Grazie a ciò è possibile stabi¬ 
lire senza ambiguità se la comparsa della 
frequenza fi corrisponda a una modula¬ 
zione della frequenza o della fase del mo¬ 
do fi e non a una modulazione della sua 
ampiezza. Alcuni diranno certamente che 
si tratta di un dettaglio tecnico, tuttavia 
ciò testimonia i progressi realizzabili sul 
piano sperimentale. 

Un altro esempio, molto più appari¬ 


scente, è fornito dallo studio dell’attratto- 
re che regola la dinamica. 

Un attrattore strano 

Via via che elementi sempre più nume¬ 
rosi confermano la teoria di Ruelle e Ta¬ 
kens, la ricerca del tipo di attrattore e la 
sua rappresentazione si rivelano un obiet¬ 
tivo del tutto naturale. I sistemi modello, 
come quello di Lorenz, non presentano in 
questo senso alcuna difficoltà particolare, 
dato che tutte le variabili dinamiche, e di 
conseguenza lo spazio delle fasi, sono de¬ 
finite dal modello stesso. L’integrazione 
numerica fornisce direttamente i valori di 
queste variabili e basta lasciare che una 
traiettoria si sviluppi per un tempo abba¬ 
stanza lungo per osservare l’attrattore che 
via via si costituisce. Naturalmente quan¬ 
do si passa all’ambito sperimentale le cose 
vanno in modo diverso. In questo caso, 
lungi dal poter conoscere o soltanto enu¬ 
merare l’insieme delle variabili dinamiche 
pertinenti, ci si accontenta per ora, non 
potendo fare di più, di misurarne una. Co¬ 
sì per individuare il meccanismo della rea¬ 
zione di Belousov-Zabotinskij vengono 
prese in considerazione una ventina o più 
di specie chimiche intermedie; e tuttavia 
non vi è la sicurezza che ciò sia sufficiente, 
o tanto meno esauriente. Quante sono fra 
queste le specie indipendenti, ossia i gradi 
di libertà? Nessuno lo sa. Quindi la deter¬ 
minazione delle variazioni di concentra¬ 
zione dello ione Ce'^"'' fornisce solo un’in¬ 
formazione molto parziale e la rappresen¬ 
tazione dell’attrattore nello spazio delle 
fasi ci sfugge senza rimedio. In fluidodi¬ 
namica accade la stessa cosa. 

Malgrado tutto si deve sottolineare che 
sono le proprietà topologiche dell’attrat- 
tore, come per esempio la sensibilità alle 
condizioni iniziali, a costituire il vero 
polo di interesse, sicché un’immagine 
dell’attrattore che conservi queste pro¬ 
prietà è più che sufficiente. Il problema 
che si pone è quindi quello di trovare un 
metodo che consenta di elaborare un’im¬ 
magine siffatta a partire dalla sola regi¬ 
strazione temporale posseduta, X(t) [ov¬ 
vero V(t) o D(t) negli esempi descritti 
sopra]. A questo scopo i matematici han¬ 
no proposto di ricorrere a uno spazio a tre 
dimensioni in cui le coordinate di un pun¬ 
to dovrebbero essere: X(t), X(t + ^i), 
X(t + tz), dove ti e t 2 sono due istanti 
arbitrari; oppure X, X, X, dove X e X 
rappresentano le derivate prima e secon¬ 
da del segnale X(t) rispetto al tempo. 
Questa proposta equivale ad assimila¬ 
re, sotto il profilo topologico, X(t + h), 
X(t + t 2 ),XoX a. variabili dinamiche in¬ 
dipendenti da X. Alcuni calcoU compiuti 
su un sistema modello dimostrano che ciò 
non è affatto irragionevole. Pur mante¬ 
nendo una riserva sulla validità di questa 
proposta, si può allora pensare di rico¬ 
struire la topologia dell’attrattore che re¬ 
gola la dinamica in uno spazio semplifica¬ 
to, diverso dallo spazio delle fasi. Perché 
quest’operazione riesca, si deve tuttavia 
supporre che in pratica la proprietà misu- 
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rata sia nota con una precisione relativa 
molto grande, altrimenti le incertezze del¬ 
la misurazione danno luogo a un groviglio 
inestricabile di traiettorie da cui non si 
può ricavare nulla. Sotto questo profilo la 
reazione chimica si presenta in una luce 
molto favorevole. La prova è fornita dal¬ 
l’illustrazione di pagina 142, che rappre¬ 
senta l’attrattore, o meglio la sua imma¬ 
gine in uno spazio X, X, X. L’attrattore, 
come si vede, dà luogo a un’orbita ben 
definita {in alto a destra nell*illustrazione) 
che si tuffa in un vortice. Quando una 
traiettoria penetra in questo vortice, vi 
compie un numero di giri variabile prima 
di uscirne, cosicché è impossibile sapere 
in anticipo per quanto tempo il punto 
rappresentativo resterà all’interno. Ciò 
esprime chiaramente la sensibilità alle 
condizioni iniziali. Consideriamo in effet¬ 
ti due punti vicini a un istante dato: a se¬ 
conda che la loro traiettoria successiva en¬ 
tri o non entri nel vortice e a seconda del 
numero di giri che vi compie, la distanza 
che li separa varierà in modo considere¬ 
vole e in maniera non prevedibile. Per 
quanto ne sappiamo, è la prima volta che 
un’osservazione di questo genere è com¬ 
piuta direttamente sulla base di risultati 
sperimentali. 

A questa prima illustrazione sperimen¬ 
tale del concetto di attrattore strano si af¬ 
fiancano prospettive a breve termine che 
giustificano le speranze basate sulla dina¬ 
mica chimica. In primo luogo si pensa di 


riuscire a mettere in luce altre caratteri¬ 
stiche proprie degli attrattori strani e a 
introdurre una sorta di valutazione quan¬ 
titativa della turbolenza. I teorici hanno 
già fatto in questo senso diverse proposte, 
che sono state più o meno collaudate su 
modelli; ma la loro applicazione speri¬ 
mentale non ha ancora avuto esito. Re¬ 
stano poi da scoprire altri comportamenti 
tipici. Abbiamo potuto osservare nella 
reazione di Belousov-Zabotinskij il feno¬ 
meno di intermittenza di cui si è già par¬ 
lato a proposito del modello di Lorenz. 
Altre ricerche sono in corso per trovare e 
analizzare una demoltiplicazione di fre¬ 
quenza in cascata in condizioni sperimen¬ 
tali più accessibili di quelle in cui sono 
stati effettuati i lavori sull’eho liquido. 
Jack Turner dell’Università del Texas ad 
Austin è riuscito a dimostrare tramite si¬ 
mulazione numerica che questo fenome¬ 
no deve con tutta probabilità presentarsi. 
Il suo calcolo è basato su uno schema sem¬ 
plificato del meccanismo di reazione, che 
fa intervenire solo tre specie intermedie. 
Proposto nel 1974 da Richard M. Noyes e 
Richard J. Field dell’Università di Euge- 
ne neU’Oregon, da cui il nome di «Orego- 
nator» con cui è divenuto celebre, questo 
modello spiega piuttosto bene numerose 
osservazioni relative alla reazione di Be¬ 
lousov-Zabotinskij e ciò gli conferisce un 
grado di credibilità molto notevole. Infine 
i sistemi chimici potrebbero fornire preci¬ 
sazioni sull’evoluzione del comportamen¬ 


to dinamico nelle vicinanze immediate dei 
punti di biforcazione, informazioni deci¬ 
sive per giudicare la validità di certe pre¬ 
visioni teoriche. 

Il bilancio dei lavori sulla turbolenza 
debole dimostra che in questo settore so¬ 
no stati compiuti di recente vari progressi, 
e ne vengono compiuti ancora quasi ogni 
giorno. Sono emerse alcune idee guida, in 
particolare la distinzione tra regime qua- 
siperiodico e regime non periodico, idee 
che hanno implicazioni molto profonde. I 
metodi teorici e sperimentaU concordano 
sull’esistenza di almeno tre itinerari che 
portano alla comparsa della turbolenza 
debole: il passaggio per un regime qua- 
siperiodico, la demoltiplicazione in casca¬ 
ta di una frequenza oppure un fenomeno 
d’intermittenza. Tutto ciò non deve peral¬ 
tro farci dimenticare che resta molta stra¬ 
da da compiere per comprendere la tur¬ 
bolenza e la sua genesi. Certo la risposta 
ai problemi posti dall’insorgere della tur¬ 
bolenza debole non sembra più fuori dalla 
nostra portata, e si può nutrire una ragio¬ 
nevole speranza di acquisire una visione 
abbastanza generale del comportamento 
caotico associato ai sistemi dinamici non 
hneari. Ma per il momento nulla dimostra 
che i sistemi con pochi e quelli con molti 
gradi di libertà evolvano in modo simile e 
che sia possibile studiarli con gli stessi me¬ 
todi di analisi. Ciò indica che la soluzione 
di questo grande problema della fisica ri¬ 
chiede ancora molti sforzi. 


151 





Il mescolamento dei fluidi 

Esperimenti e modelli al calcolatore consentono di spiegare come 
fluidi viscosi che scorrono in due dimensioni con moto periodico 
possano generare il caos necessario a un efficiente mescolamento 


di Julio M. Ottino 


C he cosa hanno in comune l’eru¬ 
zione del Krakatoa, la prepara¬ 
zione della pasta sfoglia e la lu¬ 
minosità delle stelle? Tutti e tre han¬ 
no in comune una qualche forma di me¬ 
scolamento. Un violento mescolamento 
di magmi potrebbe avere innescato l’e¬ 
ruzione del Krakatoa; spianando e ri¬ 
piegando l’impasto (un tipico processo 
di mescolamento) si ottiene la sfoglia, 
mentre è il mescolamento che avviene 
all’interno di una stella a determinarne 
la composizione chimica e quindi la lu¬ 
minosità superficiale. Esempi di mesco¬ 
lamento si possono trovare letteralmen¬ 
te in tutto l’universo in un grandissimo 
intervallo di scale di tempi e di dimen¬ 
sioni. I gas emessi si mescolano con l’aria 
dell’ambiente in pochi secondi, mentre i 
processi di mescolamento che hanno 
luogo nel mantello terrestre possono du¬ 
rare anche parecchie centinaia di milioni 
di anni. 

11 mescolamento ha un ruolo critico 
anche nella moderna tecnologia. Gli in¬ 
gegneri chimici si basano sul mescola¬ 
mento per assicurarsi che le sostanze 
reagiscano adeguatamente per produrre 
miscele di polimeri dotate di proprietà 
particolari e per disperdere nelle condut¬ 
ture agenti che riducano la resistenza. 
Tuttavia, nonostante la sua ubiquità in 
natura e neH’industria, il mescolamento 
è conosciuto in modo incompleto. In ef¬ 
fetti, i ricercatori non possono neppure 
basarsi su una terminologia comune: il 
mescolamento è spesso chiamato «rime- 
scolamento» in oceanografia e in geofi¬ 
sica, «miscelazione» in ingegneria chimi¬ 
ca e «agitazione» neH’ingegneria dei pro¬ 
cessi produttivi. 

Indipendentemente dal nome, non vi 
è dubbio che il mescolamento sia un pro¬ 
cesso di estrema complessità e sia pre¬ 
sente in una grande varietà di sistemi. 
Per esempio, per costruire una teoria del 
mescolamento dei fluidi si devono pren¬ 
dere in considerazione fluidi che posso¬ 
no essere miscibili o parzialmente misci¬ 
bili, reagenti o inerti, e flussi che sono 


lenti e ordinati oppure molto veloci e 
turbolenti. Non sorprende perciò che 
una teoria unica non sia in grado di spie¬ 
gare tutti gli aspetti del mescolamento 
dei fluidi e che semplici calcoli di routine 
non riescano solitamente a catturare tut¬ 
ti i particolari importanti. 

Eppure, sia esperimenti fisici, sia si¬ 
mulazioni ai calcolatore possono fornire 
informazioni sul processo di mescola¬ 
mento. Negli ultimi anni i miei colleghi 
e io abbiamo seguito entrambi i metodi 
nel tentativo di migliorare la compren¬ 
sione di vari aspetti del processo, in par¬ 
ticolare del mescolamento relativo a 
flussi lenti e a fluidi viscosi quali gli oli. 

Unire insieme due colori a olio è un 
buon esempio di mescolamento di fluidi 
viscosi. Dopo solo pochi secondi di me¬ 
scolamento si può produrre una sconcer¬ 
tante figura di striature allungate e ripie¬ 
gate. (I rilegatori sfruttano il fenomeno 
nella «marmorizzazione» che orna tal¬ 
volta le copertine o i risguardi dei libri.) 
Tuttavia, a meno che non si sia voluto 
intenzionalmente il contrario, è possibi¬ 
le trovare alcune «isole» di colore non 
mescolato fra striature a forma di spira¬ 
le. Anche se il mescolamento di fluidi 
viscosi può produrre strutture fantastica¬ 
mente complesse, esso può anche pro¬ 
durre figure con un certo grado di rego¬ 
larità e coerenza. 

I miei studenti e io all’Università del 
Massachusetts ad Amherst abbiamo cer¬ 
cato di caratterizzare i flussi che produ¬ 
cono tali figure eseguendo esperimenti e 
simulazioni al calcolatore che si rifanno 
al mescolamento di due colori. In alcuni 
dei nostri esperimenti iniettiamo «goc¬ 
ce» di glicerina colorata in una massa di 
glicerina incolore contenuta in una cavi¬ 
tà profonda. Quando le pareti della ca¬ 
vità vengono fatte muovere periodica¬ 
mente, le forze di taglio che esse eserci¬ 
tano sul fluido viscoso contenuto nella 
cavità possono allungare e ripiegare la 
goccia colorata in modo piuttosto com¬ 
plesso; l’intera cavità mostra presto una 
complessa figura di pieghe su pieghe. 


Contemporaneamente però può accade¬ 
re che nello stesso contenitore una goc¬ 
cia analoga non subisca alcun allunga¬ 
mento; può darsi che la goccia si muova 
e ruoti, ma poi tomi regolarmente alla 
posizione iniziale. Perché si producono 
figure tanto diverse? 

Fondamenti di meccanica dei fluidi 

La chiave p>er comprendere gli aspetti 
fondamentali di questo tipo di mescola¬ 
mento sta nel concetto di «moto», un'i¬ 
dea che si può far risalire al matematico 
svizzero del XVIII secolo Leonhard Eu- 
ler. Il moto di un fluido è un’espressione 
matematica che stabilisce dove si troverà 
in qualsiasi istante futuro ogni particella 
del fluido. Se potessimo conoscere il mo¬ 
to di un determinato flusso, si potrebbe 
in linea di principio conoscere quasi tut¬ 
to ciò che c’è da sapere sul mescolamen¬ 
to che esso produce. Per esempio, si po¬ 
trebbero calcolare le forze e l’energia to¬ 
tale necessarie per ottenere un certo gra¬ 
do di mescolamento nel sistema. 

Durante il secolo scorso la descrizione 
del flusso in termini di moto di un fluido 
è stata in gran parte abbandonata a fa¬ 
vore di una descrizione basata sul campcì 
delle velocità del fluido: un’espressione 
che specifica la velocità del fluido in ogni 
punto della regione di flusso in un istante 
qualsiasi. Però, se si conosce il moto, è 
facile calcolare il campo delle velocità, 
mentre la conoscenza del campo delle 
velocità non è sufficiente per calcolare 
esplicitamente il moto. Essendo quindi 
il moto in un certo senso una descrizione 
maggiormente basilare del flusso, i miei 
collaboratori e io abbiamo preferito la¬ 
vorare con quello che forse molti consi¬ 
derano un concetto superato. 

Strettamente connesso al concetto di 
moto è quello di trasformazione puntua¬ 
le, un’operazione matematica che con¬ 
sente di identificare una particella di flui¬ 
do e di specificarne la posizione in ogni 
istante futuro. Ogni particella di fluido 
viene «mappata» in una nuova posizione 
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Sia i flussi caotici sia quelli non caotici sono evidenti in un esperi¬ 
mento eseguito da Kenny Leong e dall’autore nel loro laboratorio 
aH’Lniversità del Massachusetts ad Amherst. Lna cavità rettango¬ 
lare viene riempita di glicerina e due «gocce» di tracciante fluore¬ 
scente (una verde e una rossa) sono iniettate al di sotto della super¬ 
fìcie (i/f alto). Ogni parete della cavità può scorrere parallelamente 
a se stessa indipendentemente dalle altre. In questo esperimento le 
pareti superiore e inferiore vengono fatte muovere periodicamente. 


ma in modo discontinuo. La parete superiore si sposta da sinistra 
verso destra per un certo tempo, quindi si ferma: a questo punto la 
parete inferiore si sposta alla stessa velocità e per lo stesso intervallo 
di tempo, ma da destra verso sinistra. 1 due spostamenti costitu¬ 
iscono un periodo. Dopo 10 periodi {in basso) la goccia rossa, si¬ 
tuata in una regione di mescolamento caotico, è stata allungata e ri¬ 
piegata varie volte. La goccia verde è stata allungata solo in misu¬ 
ra ridotta: essa evidenzia un*«isola» di mescolamento non caotico. 
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applicando la trasformazione. Particelle 
identificate inizialmente come separate 
non possono occupare la stessa posizio¬ 
ne nello stesso istante e una particella 
non può dividersi in due. Anche se una 
trasformazione puntuale esiste in teoria 
per tutti i flussi di mescolamento, essa si 
può ottenere esattamente solo per i casi 
più semplici. Per questo motivo, la mag¬ 
gior parte di ciò che si sa sul mescola¬ 
mento è limitata a flussi relativamente 
semplici, come i flussi lineari nei quali le 
linee di un tracciante non si piegano. Ep¬ 
pure è probabile che questi tipi di flusso 
non riescano a far individuare i processi 
che p>ortano a un efficiente mescolamen¬ 
to, i quali sono per loro natura non li¬ 
neari. Per avere almeno unidea di ciò 
che entra in gioco in tali processi, si de¬ 
vono considerare flussi stazionari in due 
dimensioni. 

Flussi bidimensionali 

Tutti i flussi bidimensionali sono co¬ 
stituiti dagli stessi elementi: punti iper¬ 
bolici (chiamati anche di sella) e punti 
ellittici (si veda Villustrazione a pagina 
39). Nel caso di punto iperbolico il fluido 
si muove verso di esso lungo una direzio¬ 
ne e se ne allontana lungo un'altra. In¬ 
vece nel caso di punto ellittico il fluido 


circola attorno al punto. (Dovrei anche 
ricordare che esiste un terzo tipo di pun¬ 
to, il punto parabolico, nel quale il moto 
del fluido è di taglio, ossia tangenziale. 
Tali punti si trovano, per esempio, in un 
fluido che scorre lungo una parete soli¬ 
da. Si possono trascurare i punti parabo¬ 
lici nella descrizione della natura del me¬ 
scolamento nei flussi bidimensionali.) 
Come è prevedibile, il mescolamento in 
un flusso stazionario bidimensionale è 
piuttosto inefficiente in confronto al me¬ 
scolamento in flussi tridimensionali, in 
particolare in quelli che cambiano con¬ 
tinuamente nel tempo. Infatti, due sono 
le possibilità in un flusso stazionario bi¬ 
dimensionale in una regione limitata: o 
le particelle di fluido seguono ripetuta- 
mente le stesse traiettorie, le cosiddette 
linee di flusso, oppure non si muovono 
affatto. 

Dal momento che nei flussi stazionari 
le linee di flusso sono fisse e le traiettorie 
delle particelle di fluido non possono 
mai incrociarsi, le particelle di fluido non 
hanno alcuna possibilità di venire reci¬ 
procamente in contatto, ossia di mesco¬ 
larsi. Esiste un modo per liberarsi del 
confinamento delle linee di flusso cosic¬ 
ché le particelle di fluido possano evitare 
di dover seguire ripetutamente la stessa 
linea di flusso? La risposta è positiva, se 


si può modificare nel tempo il moto del 
fluido in modo che una linea di flusso a 
un istante intersechi quella relativa a un 
istante successivo. 

Il modo più semplice per farlo (e il più 
facile per analizzarlo) è di costringere il 
flusso a variare periodicamente nel tem¬ 
po. Perché un tale flusso porti a un me¬ 
scolamento efficiente, però, esso deve 
essere in grado di estendere e ripiegare 
una regione di fluido e di riportarla - 
allungata e ripiegata - alla sua posizione 
iniziale. L'operazione di estensione e ri- 
piegamento corrisponde a quella che 
viene chiamata mappa a ferro di cavallo, 
descritta da Stephen Smale dell'Univer¬ 
sità della California a Berkeley. 

11 fatto che per poter mescolare effi¬ 
cientemente una sostanza si debba ripor¬ 
tarne una parte nella sua posizione ini¬ 
ziale è contro ogni intuizione. Eppure, 
se il mescolamento avviene in un sistema 
limitato non vi è realmente alcuna alter¬ 
nativa. Se si lancia ripetutamente una 
freccia su un bersaglio, qualche lancio 
finirà con il cadere arbitrariamente vici¬ 
no a qualche altro, dal momento che la 
superficie del bersaglio è semplicemente 
finita. Per lo stesso motivo, la ripeti¬ 
zione di allungamenti e di ripiegamenti 
in una cavità chiusa porterà immancabil¬ 
mente, in certi istanti, particelle di fluido 
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I/allungamento e il ripiegamento tipici del mescolamento caotico 
sono evidenziati dalla goccia rossa in questa sequenza di fotografie 
delPesperimento mostrato nelPillustrazione della pagina preceden¬ 
te. Dopo tre periodi è chiaramente visibile lo schema fondamentale 
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di allungamento e ripiegamento. Lesola verde che contraddistin¬ 
gue una regione di mescolamento essenzialmente non caotico e le 
pieghe che caratteriz7.ano una regione di mescolamento caotico si 
muovono nella cavità, ma dopo ogni periodo tornano nelle stesse 
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vicinissime alle loro posizioni iniziali. 

Se in un flusso pKrriodico una particella 
di fluido ritorna dopo un certo tempo 
nella sua esatta posizione iniziale, la par¬ 
ticella definisce quello che viene detto 
un punto periodico. A seconda del nu¬ 
mero di periodi necessari perché la par¬ 
ticella ritorni alla propria posizione di 
partenza, si parla di punto periodico di 
periodo uno, di periodo due, e così via. 
Un punto periodico si può anche classi¬ 
ficare come ifjerbolico o ellittico a secon¬ 
da della direzione del flusso nelle sue 
immediate vicinanze. 

Quando un punto periodico ellittico 
descrive la sua traiettoria ciclica, il ma¬ 
teriale circostante non solo circola attor¬ 
no a esso (come farebbe attorno a un 
punto ellittico fisso), ma si muove anche 
con esso. Tuttavia, nonostante la rota¬ 
zione e la traslazione del materiale, que¬ 
sto non cede facilmente materia nella re¬ 
stante parte del flusso. Tali regioni di 
materiale sono viste come «isole» di flui¬ 
do e il mescolamento aU'intemo delle 
isole è tipicamente lento. Dato che il ma¬ 
teriale non può né entrare né abbando¬ 
nare le vicinanze di un punto periodico 
ellittico, tali punti costituiscono ostacoli 
a un efficiente mescolamento. 

Del pari, mentre un punto periodico 
iperbolico descrive la sua traiettoria ci¬ 


clica, il materiale circostante che si muo¬ 
ve con il punto subisce una contrazione 
in una direzione e un allungamento in 
un'altra. Nel fare ciò il punto spande fi¬ 
lamenti allungati di fluido in una direzio¬ 
ne e attira materiale in un’altra. (Se sup¬ 
poniamo che i fluidi siano incomprimi¬ 
bili, l’allungamento e la contrazione de¬ 
vono compensarsi a vicenda.) 

Le impronte digitali del caos 

Dove va a finire il materiale sparso da 
un punto periodico iperbolico? Da dove 
viene il materiale che si avvicina al pun¬ 
to? Può darsi che un afflusso si fonda in 
modo regolare con un efflusso, cioè che 
il materiale sparso da un punto iperboli¬ 
co venga attirato dallo stesso o da un 
altro punto iperbolico. Questo è proprio 
ciò che accade in un flusso stazionario 
(sebbene in tal caso i punti iperbolici sia¬ 
no fissi e non periodici), con il risultato 
che il flusso non deforma e non ripiega 
il materiale in maniera efficiente. 

I flussi bidimensionali dipendenti dal 
tempo possono però tradursi in efficienti 
meccanismi di allungamento e di ripie¬ 
gamento poiché in tali flussi è possibile 
che una regione di efflusso associata a un 
punto periodico iperbolico attraversi la 
regione di afflusso dello stesso o di un 


altro punto iperbolico. Un punto nel 
quale l'afflusso e l'efflusso di un solo 
punto iperbolico si intersecano viene 
detto «punto omoclino trasversale». Se 
l'intersezione deriva da flussi di due pun¬ 
ti iperbolici diversi, esso viene detto 
«punto eteroclino trasversale». 

Le intersezioni omocline ed eterodine 
sono le impronte digitali del caos. Da un 
punto di vista matematico, allora, un si¬ 
stema in grado di produrre mappe a fer¬ 
ro di cavallo o intersezioni trasversali 
omocline o eterodine si può classificare 
come caotico. Ne consegue che una 
mappa a ferro di cavallo implica in realtà 
resistenza di punti trasversali omoclini; 
analogamente ridentificazione di uno 
solo di tali punti è sufficiente a impli¬ 
care resistenza di una mappa a ferro di 
cavallo. 

Il fatto che un solo attraversamento di 
afflusso e di efflusso conduca invariabil¬ 
mente a punti trasversali omoclini, e che 
un siffatto attraversamento possa aver 
luogo perfino in quelli che paiono siste¬ 
mi fisid «ben educati» descritti dalle leg¬ 
gi del moto di Newton fu scoperto per la 
prima volta dal matematico francese del 
XIX secolo Henri Poincaré. Tuttavia l’a¬ 
nalisi del comportamento straordinaria¬ 
mente complesso derivante da tali attra¬ 
versamenti (oggi chiamato «caos») mise 
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posizioni (anche se alquanto deformate). I filamenti tracciati dalla 
goccia verde indicano che essa subisce una rotazione completa ogni 
due periodi circa. Se si eseguisse Tesperimento alPindietro, la goc¬ 
cia verde ritornerebbe quasi alia forma e alla posizione iniziali. 
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dato che Terrore nella riproduzione dei suoi movimenti in senso 
inverso cresce linearmente. È invece praticamente impossibile lo 
«smescolamento» della goccia rossa: in tal caso Terrore nel ripro¬ 
durre i suoi movimenti in senso inverso cresce esponenzialmente. 
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11 mescolamento di fluidi nei processi naturali o industriali coinvol¬ 
ge, oltre airallungamento e al ripiegamento, la diffusione moleco¬ 
lare e la rottura. Un gcK'cia di vernice colorata in una massa fluida 
(in alto a sinistra) può essere allungata e ripiegata indefinitamente 
sen/a diffondere o rompersi (in alto a destra) solo in un caso ideale. 
In tale situazione, per ottenere un mescolamento efficiente, una 


parte della goccia deve tornare alla posizione iniziale. La diffusione 
molecolare (senz^ cui è impossibile il totale mescolamento) rende 
normalmente indistinguibili i confini tra i fluidi miscibili (in basso 
a sinistra). Nel caso di fluidi immiscibili la goccia, nelfallungarsi. 
può spezzarsi in goccioline che possono successivamente aderire per 
formare molte gocce più piccole di quella iniziale (in basso a destra). 


in crisi Poincaré, il quale decise di non 
esplorare ulteriormente fargomento. 

Nella stessa misura in cui il mescola¬ 
mento può essere rappresentato da una 
trasformazione puntuale deterministica, 
esso dovrebbe essere cinematicamente 
reversibile. In altre parole, dovrebbe es¬ 
sere possibile «riseparare» i fluidi (per¬ 
lomeno se si trascura la diffusione mole¬ 
colare). Tuttavia, fesperienza quotidia¬ 
na suggerisce che il mescolamento è un 
processo irreversibile. Anche se il siste¬ 
ma è in teoria deterministico, i moti che 
conducono a ripetuti allungamenti e ri- 
piegamenti non si possono invertire. 

Una situazione abbastanza simile esi¬ 
ste in altri sistemi fisici, quali quelli ana¬ 
lizzati da Poincaré, formati da molte 
particelle i cui moti sono descritti da 
equazioni deterministiche. (Questi tipi 
di sistemi vengono comunemente detti 
«sistemi hamiltoniani».) Uno dei più fa¬ 


mosi fisici americani del XIX secolo, J. 
Willard Gibbs, scoprì che persino i siste¬ 
mi hamiltoniani possono avere una irre¬ 
versibilità e una imprevedibilità intrinse¬ 
che, e il fatto che egli sia ricorso per spie¬ 
garlo a un esperimento ideale relativo al 
mescolamento dà la misura della sua in¬ 
tuizione. Le sue considerazioni passa¬ 
rono apparentemente inosservate fino 
a quando foceanografo svedese Pierre 
Wellander non le sottolineò in un acuto 
articolo pubblicato nel 1955. 

Come catturare il caos in un flusso 

Il fatto che fallungamento e il ripiega¬ 
mento abbiano un ruolo di primo piano 
nel mescolamento era noto in ingegneria 
chimica fin dagli anni cinquanta in segui¬ 
to alla ricerca pionieristica di Robert S. 
Spencer e Ralph M. Wiley della Dow 
Chemical Company e di William D. 


Mohr e collaboratori della E. 1. du Pont 
de Nemours & Company, Ine., mentre 
le conseguenze dell'esistenza di mappe a 
ferro di cavallo e di punti omoclini ed 
eteroclini sono state riconosciute solo 
recentemente. 

Pare che sia stato il matematico russo 
Vladimir 1. Arnold ad aver trovato la 
prima correlazione diretta tra caos e flus¬ 
si di fluidi. Secondo Michel Hénon, un 
astronomo francese delfOsservatorio di 
Nizza, Arnold suggerì nel 1965 la possi¬ 
bilità che sistemi fluido-meccanici possa¬ 
no mostrare traiettorie caotiche di parti- 
celle. Hénon approfondì l'ipotesi di Ar¬ 
nold e in un articolo di tre pagine che 
conteneva una sola illustrazione fu capa¬ 
ce di dimostrare che un flusso staziona¬ 
rio tridimensionale di un fluido non vi¬ 
scoso può dare effettivamente origine a 
linee di flusso caotiche. 

Nel 1984 Hassan Aref, allora alla 
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Brown University, osservò che le equa¬ 
zioni che descrivono le traiettorie del¬ 
le particelle di fluido in un flusso bi¬ 
dimensionale sono formalmente identi¬ 
che a quelle che descrivono un sistema 
hamiltoniano. Egli spinse oltre le sue os¬ 
servazioni, dimostrando, mediante una 
simulazione al calcolatore, che un siste¬ 
ma hamiltoniano soggetto a forze perio¬ 
diche può in realtà produrre un mesco¬ 
lamento efficiente. 

A tre dimensioni l'analogia tra mesco¬ 
lamento e sistemi hamiltoniani non fun¬ 
ziona, mentre a due dimensioni l'analo¬ 
gia è esatta: il mescolamento di fluidi si 
può considerare come una rappresenta¬ 
zione visiva del comp>ortamento di un si¬ 
stema hamiltoniano caotico. La ricerca 
di Aref, tenendo conto del fatto che in 
laboratorio è molto più facile studiare 
flussi bidimensionali che non flussi tridi¬ 
mensionali, mi ha suggerito di cercare 
tracce di caos in un sistema sperimentale 
di flusso in una cavità che insieme ai miei 
studenti ho costruito ad Amhcrst nel 
1983. 

Immagini di flussi 

Kenny Leong, un mio studente diplo¬ 
mato, e io riuscimmo a determinare le 
posizioni approssimative di alcuni punti 
periodici e di strutture di grande scala in 
flussi bidimensionali registrando accura¬ 
tamente immagini stroboscopiche del si¬ 
stema in movimento. (Essendo noi inte¬ 
ressati al mescolamento rapido, ci siamo 
concentrati sul comportamento di punti 
pieriodici di ordine basso, cioè con perio¬ 
do uno, due o tre; i punti di ordine su¬ 
periore non partecipano al processo con 
la stessa frequenza di quelli di ordine più 
basso.) In un tipico esperimento intro¬ 
duciamo gocce di vernice fluorescente in 
certe piosizioni della cavità rettangolare, 
illuminiamo la cavità con luce ultravio¬ 
letta, mettiamo in movimento i suoi lati 
secondo un particolare schema di moto 
e registriamo le posizioni delle gocce e 
le relative contorsioni riprendendo foto¬ 
grafie del sistema a inter\'alli regolari. Se 
il mescolamento è efficiente, le particel¬ 
le di vernice esplorano una grande regio¬ 
ne del sistema. Se invece il mescolamen¬ 
to è modesto, le gocce cedono il coloran¬ 
te solo lentamente alla massa del fluido 
oppure rimangono vicine a punti perio¬ 
dici ellittici. 

In altri esperimenti Paul D. Swanson, 
un altro dei miei studenti, e io ci siamo 
occupati specificamente di flussi che tro¬ 
vano una soluzione analitica esatta delle 
equazioni di moto del fluido. In tal modo 
siamo in grado di confrontare al meglio 
i nostri risultati sperimentali con quelli 
previsti dalla teoria. Sfortunatamente, il 
numero di sistemi per i quali esistono 
soluzioni analitiche esatte è piuttosto 
piccolo, e molti sono talmente idealizza¬ 
ti da non poter essere riprodotti in espe¬ 
rimenti di laboratorio. Uno dei sistemi 
che ammette soluzione esatta ed è rea¬ 
lizzabile sperimentalmente è il flusso tra 


due cilindri eccentrici rotanti. Un siffat¬ 
to sistema è stato studiato anche da Aref 
(oggi all'Università della California a 
San Diego) e da Michael Tabor e Rene 
Chevray della Columbia University. 

Esperimenti a tappeto su flussi caotici 
bidimensionali rivelano che le strutture 
fluide di mescolamento di grande scala 
(quali la posizione e la forma di isole e 


di grandi pieghe) sono p>erfettamente ri- 
producibili; i più piccoli particolari delle 
strutture allungate e ripiegate non lo so¬ 
no. Il motivo dipende dal fatto che pic¬ 
cole deviazioni dalla posizione iniziale 
delle gocce di vernice vengono amplifi¬ 
cate airintemo delle regioni caotiche di 
flusso. Ed è proprio così che deve esse¬ 
re: dovrebbe essere impossibile ripro- 
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IPERBOLICO 

1 punti ellittici e iperbolici sono aspetti tipici di flussi lenti bidimensionali. l.a fotografia 
(in alto)^ eseguita da Leong e dalLautore, mostra uno di tali flussi, priKlotto quando le 
pareti opposte di una cavità rettangolare riempita di glicerina vengono spostate in seaso 
opposto con velocità costante. Le linee in arancione (prodotte da un tracciante iniettato 
airinizio lungo una linea che va dall'angolo a sinistra in basso a quello a destra in alto) 
sono quasi allineate con le linee di corrente del flu.s.so, cioè le linee descritte nel flusso 
stazionario dalle particelle di fluido in moto. L'andamento di flusso contiene tre punti fìssi: 
un punto centrale iperbolico e due punti ellittici ai lati. Il nu.sso nelle vicinanze di ogni 
punto ellittico (in basso) produce un vortice che ruota in seaso orario; esso fa aumentare 
linearmente con il tempo la Iunghez7.a del tracciante. Il flusso nelle vicinanze di un punto 
iperbolico si avvicina al punto in una direzione e se ne allontana in un^altra. Poiché il 
materiale del fluido non può attraversare le linee di flusso, un flusso stazionario bidimen¬ 
sionale non è efficiente nel mescolamento. Tuttavia, se si fa variare il flusso nel tempo, i 
filamenti allungati del tracciante non hanno sufficiente tempo per allinearsi con nuove linee 
di flusso e vengono rapidamente ripiegati da un cambiamento di direzione del flus.so. 
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durre esattamente qualsiasi fase dei no¬ 
stri esperimenti di mescolamento. In 
fondo, obiettivo del mescolamento è 
creare una distribuzione casuale. Ed è 
esattamente ciò che si ottiene con i mec¬ 
canismi di allungamento e di ripiega¬ 
mento impiegati negli esperimenti. 

È anche interessante notare come il 
caos possa pacificamente coesistere con 
simmetrie nel flusso, quali quelle rap¬ 
presentate da punti periodici. Infatti, eli¬ 
minando sistematicamente le simmetrie 
in un flusso caotico, i miei collaboratori 


e io siamo riusciti ad aumentare Teffi- 
cienza di mescolamento del flusso. 

Sperimentazione 
ed elaborazione a confronto 

Se il sistema sperimentale è piuttosto 
semplice (tale da p>otersi ricavare un'e¬ 
spressione matematica del camp>o delle 
velocità), esso può essere facilmente si¬ 
mulato con un calcolatore. In un pro¬ 
gramma tipico viene strategicamente di¬ 
sposto un certo numero di «particelle» 


di prova in un moto simulato, ossia in un 
campo delle velocità; le posizioni calco¬ 
late delle particelle dop<ì circa KMK) pe¬ 
riodi offrono in tal caso un buon quadro 
del comportamento generale del sistema 
dopo che è stato messo in funzione per 
molto tempo. L'immagine ottenuta con 
questo tipo di simulazione è detta «se¬ 
zione di Poincaré» e una sezione di Poin¬ 
caré di aspetto complesso viene spesso 
assunta come prova al calcolatore dell'e¬ 
sistenza del caos (si veda la parte supe^ 
riore deWillustrazione della pagina a 



Il modello a frullatore, ideato da John G. Franjione e dalPautore, 
serve a illustrare il processo fondamentale di allungamento e ripie¬ 
gamento caratteristico del mescolamento (a). Lna linea tracciata 
sulla superfìcie di una cella di fluido viene allungata e ripiegata 
quando una lama del frullatore avanza nel fluido prima in direzione 
perpendicolare alla linea (^) e poi in direzione parallela a essa (c). 
La linea viene allungata senza spezzarsi; qualsiasi parte che si 
estenda oltre la sommità della cella rientra dal basso, mentre le 


parti che si estendono oltre la parete di sinistra rientrano dalla 
parete di destra. Un calcolatore può produrre immagini della cella 
che dipendono dal numero di volte in cui le lame hanno attraversato 
la cella. Nelle immagini mostrate una sola linea iniziale formata da 
100 000 punti è stata allungata e ripiegata 16 volte in condizioni di 
mescolamento differenti. Il mescolamento che ne risulta può essere 
confinato a regioni della cella {d) o può estendersi a tutta la cella 
(e), a seconda del «vigore» con il quale le lame agitano il fluido. 
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fronte). Le simulazioni del mescolamen¬ 
to al calcolatore presentano anche una 
forma di irreversibilità cinematica, ma 
nel loro caso essa deriva dall’ingrandi- 
mcnto esponenziale degli errori intro¬ 
dotti dal calcolatore, che può operare 
soltanto con numeri formati da un nu¬ 
mero finito di cifre. 

Se esistono simulazioni di mescola¬ 
mento al calcolatore, perché preoccu¬ 
parsi di eseguire esperimenti fisici? La 
prima cosa da tenere presente è che la 
risoluzione del campo delle velocità de¬ 
ve essere molto più elevata per simula¬ 
zioni di mescolamento che per la mag¬ 
gior parte degli altri problemi di mecca¬ 
nica dei fluidi. 

Anche campi delle velocità piuttosto 
semplici possono dare origine a strutture 
estremamente complesse (si vedano le 
illustrazioni alle pagine 36 e 37); in alcuni 
problemi di mescolamento sarebbe inte¬ 
ressante risolvere alcuni dei particolari 
più fini delle strutture. 

Per esempio, in una simulazione del 
flusso in una cavità rettangolare un cam¬ 
po delle velocità calcolato convenzional¬ 
mente potrebbe rivelarsi troppo grezzo 
per poter evidenziare i particolari delle 
striature allungale e ripiegate. Sarebbe 
anche virtualmente inutile per indivi¬ 
duare le esatte posizioni dei punti pe¬ 
riodici che determinano il comporta¬ 
mento complesso dei flussi caotici. Inol¬ 
tre, mentre nella maggior parte dei pro¬ 
blemi di meccanica dei fluidi l’obiettivo 
è quello di ottenere un'approssimazione 
del campo delle velocità, nel mescola¬ 
mento il problema inizia, anziché termi¬ 
nare, con la specificazione del campo 
delle velocità. 

Per tale motivo gli studi sul mescola¬ 
mento sono stati in gran parte focalizzati 
su quelle che sono in realtà caricature di 
flussi (descritte da equazioni che in alcu¬ 
ni casi si possono risolvere esattamente) 
anziché su problemi più realistici (le cui 
soluzioni possono essere soltanto ap¬ 
prossimate). In effetti, i metodi numeri¬ 
ci per approssimare le soluzioni delle 
equazioni della meccanica dei fluidi in¬ 
troducono spesso effetti spuri che non 
esistono veramente nei problemi reali di 
mescolamento dei fluidi. 

Comunque simulando con il calcola¬ 
tore i flussi semplificati dei nostri espe¬ 
rimenti si incontrano spesso difficoltà in¬ 
sormontabili. Il calcolatore tratta un 
fluido come se fosse formato da elementi 
di^reti. In una simulazione centinaia di 
migliaia di tali elementi p>ossono costitui¬ 
re una singola goccia di vernice e il nu¬ 
mero di calcoli necessari per tracciare 
una mappa del suo comportamento cao¬ 
tico in un flusso di mescolamento può 
essere enorme. 

Per registrare tutte le striature in re¬ 
gioni di mescolamento caotico in un 
esempio relativamente semplice, quale 
quello mostrato nelle illustrazioni delle 
pagine 36 e 37, sarebbero necessari 300 
anni di tempo macchina di un calcolato¬ 
re capace di effettuare un milione di ope- 



11 flusso viscoso in un cuscinetto, ovvero il flusso tra due cilindri rotanti eccentrici, può 
essere simulato al calcolatore. Se i cilindri vengono fatti muovere periodicamente in versi 
opposti, il flusso conduce a un mescolamento caotico, come si vede nella sezione di Poincaré 
del sistema per 1000 periodi {in alto) e nella sua mappa di allungamento per 10 periodi {in 
basso). Una sezione di Poincaré viene prodotta inserendo un certo numero di «particelle» 
colorate di prova nel flusso che simula un sistema di mescolamento, calcolando il loro moto 
per ogni periodo e spostandole nelle loro nuove posizioni. Una mappa di allungamento 
indica le regioni nelle quali il fluido è stato allungato in un flusso simulato. La maggior 
parte delfallungamento avviene alfinterno delle regioni bianche, mentre nelle regioni 
colorate rallungamento è modesto. mappa di allungamento mostrata è sorprendente¬ 
mente simile alla struttura prodotta nel flusso reale {si veda 1*illustrazione di coper¬ 
tina). Le immagini sono state realiz7.ate ad .Amherst da Paul I). Swanson e dalfautore. 
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Il flusso turbolento può generare strutture multo diverse da quelle prodotte in un flusso 
viscoso lento. L'immagine, ottenuta da K. R. Sreenivasan della Yale University, è una 
ricostruzione al calcolatore di un getto d'acqua espulso da un ugello circolare in acqua 
quieta. strutture del flusso venivano originariamente registrate su pellicola sciogliendo 
un colorante fluorescente nell'acqua espulsa e dirigendo una lama di luce laser lungo l'asse 
dell'ugello. L'intensità della fluorescenza risultante è proporzionale al gradiente di con¬ 
centrazione relativo del colorante nell'acqua; le immagini sono state codificate in colore 
dal blu scuro al rosso a seconda del gradiente di concentrazione. Il flusso turbolento 
mostrato appare formato da varie strutture frattali sovrapposte, tra cui numerosi vortici. 


razioni in virgola mobile al secondo. A 
dire il vero, si potrebbe ritenere che non 
sia necessaria un'indagine così dettaglia¬ 
ta e che sarebbe meglio una valutazione 
statistica deirallungamento. Ma non sa¬ 
rebbe un'ammissione di incapacità? Se 
si può conoscere esattamente il campo 
delle velocità (o il moto), perché si do¬ 
vrebbe affrontare il problema dal punto 
di vista statistico? 

Per concludere, è necessario associare 
sviluppi teorici a esperimenti ben pro¬ 
gettati, poiché - con molta probabilità - 
le tecniche di elaborazione da sole non 
sono in grado di rispondere a molte do¬ 
mande sui flussi caotici. 

Per esempio, a quali tipi di moto de¬ 
vono essere soggette le pareti di una ca¬ 
vità per poter ridurre le dimensioni di 
tutte le isole in essa contenute (compre¬ 
se quelle nuove che potrebbero compa¬ 
rire spontaneamente) al di sotto di un 
determinato livello? La risposta a questa 
domanda potrebbe un giorno consentire 
la progettazione di un sofisticato siste¬ 
ma di riconoscimento delle forme che sia 
in grado di rilevare la presenza di isole 
in un sistema di mescolamento e di alte¬ 
rare successivamente il flusso in modo 
tale da mescolare le isole al resto del 
fluido. 


Limitazioni e complicazioni 

Prima però di poter costruire questo 
tipo di macchine «intelligenti» di mesco¬ 
lamento, si dovrà sap>erne mollo di più 
sui flussi reali. Anche se gli esperimenti 
e le simulazioni al calcolatore descritti in 
questo articolo forniscono qualche in¬ 
formazione su problemi generali del me¬ 
scolamento (per esempio, come aumen¬ 
tare esponenzialmente la superficie di 
contatto tra due fluidi), essi rappresen¬ 
tano casi di problemi ideali piuttosto 
particolari. Per fare un esempio, i flussi 
in cavità descritti in questo articolo non 
presentano inerzia. In altre parole, il 
flusso cessa non appena le pareti della 
cavità smettono di muoversi. Di conse¬ 
guenza tali flussi non portano ad alcuno 
dei processi caratteristici osservali nei 
flussi turbolenti. 

Per dirlo in termini più tecnici, i nu¬ 
meri di Reynolds (il rapporto fra le forze 
inerziali e quelle viscose in un fluido) dei 
flussi studiati nei nostri esperimenti era¬ 
no bassi. Flussi caratterizzati da bassi 
numeri di Reynolds (i cosiddetti flussi 
laminari) sono ordinati e regolari, men¬ 
tre quelli caratterizzati da numeri di 
Reynolds elevati producono campi delle 
velocità variabili nel tempo piuttosto 


complessi che portano a un rapido me¬ 
scolamento. Un osservatore in un punto 
fisso della nostra cavità sperimentale ve¬ 
drebbe ripetersi periodicamente lo stes¬ 
so semplice campo delle velocità anziché 
vedere i campi non periodici e impreve¬ 
dibili prodotti in un flusso turbolento. 
Tuttavia è proprio a causa della turbo¬ 
lenza che è più facile mescolare la panna 
nel caffè con un cucchiaino (un sistema 
con un numero di Reynolds relativa¬ 
mente alto) che mescolare due vernici 
colorate per interni con una spatola (un 
sistema con un numero di Reynolds 
basso). 

Pur avendo in un certo senso escluso 
dalla trattazione i flussi di mescolamento 
più efficaci (quelli turbolenti), vi è mo¬ 
tivo di credere che alcune idee presenta¬ 
te in questo articolo possano nondimeno 
portare a concetti utili per lo studio di 
tali flussi. Per esempio, versioni lieve¬ 
mente più elaborate di flussi caotici bi¬ 
dimensionali mostrano una velocità non 
p>eriodica quando sono misurate in un 
punto determinato. È però chiaramente 
necessaria una ricerca molto più appro¬ 
fondita prima che si possa comprendere 
la turbolenza altrettanto bene di quanto 
oggi conosciamo i flussi laminari. 

In questa trattazione ho anche sempli¬ 
ficato rargomenlo supponendo che nel 
mescolamento la diffusione non sia im¬ 
portante. Ma le cose non stanno real¬ 
mente così. Per prendere in considera¬ 
zione l'effetto della diffusione nel me¬ 
scolamento si può ricorrere a un sempli¬ 
ce modello che ipotizza che la velocità di 
diffusione tra due strialure contigue di 
due sostanze miscibili venga controllata 
dalla rapidità con la quale le striature 
vengono «strizzate» e assottigliate, la 
quale dipende a sua volta dalla compo¬ 
nente del flusso in una direzione perpen¬ 
dicolare alle striature. In questo modo il 
mescolamento ha un doppio effetto che 
accelera la diffusione: fa aumentare la 
superficie di contatto tra i fluidi, ridu¬ 
cendo nel contempo la distanza attraver¬ 
so la quale i fluidi devono diffondere e 
aumentando i gradienti di concentrazio¬ 
ne. Un tale modello si può in pratica 
estendere fino a includere l'effetto del 
mescolamento su reazioni chimiche co¬ 
me la combustione. 

Un altro processo comune che - per 
semplicità - ho ignorato è la rottura delle 
goccioline nei fluidi immiscibili, che è in 
realtà un fenomeno molto complesso. Vi 
sono due casi limite: un fluido ad alta 
viscosità disperso in una massa di fluido 
a bassa viscosità e un fluido a bassa vi¬ 
scosità disperso in una massa di fluido ad 
alta viscosità. Entrambi i casi sono diffi¬ 
cili da analizzare, ma per ragioni diffe¬ 
renti. Nel primo caso il fluido a bassa 
viscosità è sottoposto all'insieme degli 
sforzi di taglio dal momento che esso 
non può trasmettere efficacemente le 
sollecitazioni alle goccioline del fluido 
ad alta viscosità. In realtà un flusso sta¬ 
zionario con sforzi di taglio non può 
spezzare una gocciolina che ha una vi¬ 


scosità circa quattro volte maggiore di 
quella del fluido che la tiene in sospen¬ 
sione. Sotto questo aspetto hanno più 
successo i flussi con grandi allungamenti 
di quelli con sforzi di taglio. Però i primi 
non potrebbero essere particolarmente 
efficaci nel caso in cui le goccioline a 
ba-ssa viscosità siano disperse in un fluido 
ad alta viscosità, poiché è necessario al¬ 
lungare considerevolmente le goccioline 
prima di romperle. 

I miei collaboratori e io abbiamo ese¬ 


guito studi sperimentali riguardanti il 
mescolamento di due fluidi di diversa vi¬ 
scosità. Come era prevedibile, l'entità 
delle rotture è molto minore all'interno 
delle isole che nelle regioni di caos. Del 
resto, potrebbe capitare che un eccessi¬ 
vo rimescolamento possa fare aderire le 
goccioline fra loro; i fluidi potrebbero 
talvolta separarsi a causa delia loro coa¬ 
lescenza. Usando semplici modelli al cal¬ 
colatore, siamo stati in grado di preve¬ 
dere la cinetica di tale aggregazione in 


flussi caotici semplici. Infine - e con una 
chiara evidenza - resta il fatto che tutti 
gli esperimenti da noi finora eseguiti ri¬ 
guardavano flussi bidimensionali, laddo¬ 
ve nel mondo reale ci si trova a eseguire 
misurazioni in tre dimensioni. Solo da 
poco i miei studenti e io abbiamo co¬ 
struito la prima apparecchiatura capace 
di produrre esperimenti di mescolamen¬ 
to controllato in flussi tridimensionali e 
stiamo cominciando ora i relativi esperi¬ 
menti. Vi sono molte domande di base 
riguardanti il mescolamento in flussi tri¬ 
dimensionali lenti e sfortunatamente al¬ 
cune delle intuizioni che abbiamo rica¬ 
vato dal nostro studio dei flussi bidimen¬ 
sionali non si estendono necessariamen¬ 
te ai flussi tridimensionali. 

Il primo passo di un lungo viaggio 

L’elenco dei problemi di mescolamen¬ 
to non finisce qui. Il mescolamento di 
fluidi viscoelastici (fluidi, quale il Silly 
Putty, che ritornano alla loro forma ori¬ 
ginaria dopo essere stati deformati) è un 
problema formidabile sul quale si sa po¬ 
co, nonostante il fatto che esso emerga 
in modo prominente nella lavorazione di 
polimeri ad alto peso molecolare. Il me¬ 
scolamento di fluidi delicati, non in gra¬ 
do di sopportare variazioni rapide degli 
sforzi di taglio senza essere degradati, è 
importante in bioingegneria. Il mescola¬ 
mento di fluidi altamente viscosi dovuto 
a moti termici interessa i geofisici che 
studiano il mescolamento dei magmi nel 
mantello terrestre. 

Nonostante la scoraggiante comples¬ 
sità dei processi di mescolamento, si spe¬ 
ra che possano essere compresi e che tali 
conoscenze possano essere poi applica¬ 
te proficuamente in laboratorio e negli 
impianti chimici. Inoltre, poiché sempli¬ 
ci esperimenti fungono da analoghi del 
caos, essi potrebbero chiarire alcuni 
aspetti fondamentali di sistemi caotici in 
generale. 


biblkx;raha 

AREF H. , Stirring by Chaotic Advection 
in «Journal of Fluid Mechanics», 143, 
giugno 1984. 

RANZ WILLIAM E., Fluid Mechanical 
Mixing-Lamellar Description in «Mixing 
of Liquids by Mechanical Agitation», a 
cura di Jaromir J. Ulbrecht e Ga^ K. 
Patterson, Gordon and Breach Science 
Publishers, 1985. 

KHAKHAR D. V., RISING H. e OTTINO J. 
M., Analysis of Chaotic Mixing in Two 
Model Systems in «Journal of Fluid Me¬ 
chanics», 172, pp. 419-451, novembre 
1986. 

OTTINO J. M., LEONG C. W., RISING IL e 
SWANSON P D., Morphological Structu- 
res Producedby Mixing in Chaotic Flows 
in «Nature», 333, n. 6172, 2 giugno 
1988. 


Le striature caratteristiche del mescolamento che avviene in un flusso viscoso sono evidenti 
in questa roccia magmatica della catena vulcanica Inyo della California orientale. In effetti, 
la roccia è il prodotto del mescolamento di due magmi differenti, uno dei quali (quello 
caratterizzato dalle striature più chiare) conteneva microscopiche bollicine di sostanze 
volatili. I^ diffusione attraverso tali striature del magma è molto lenta; il tempo necessario 
perché la diffusione cancelli striature di spessore dell'ordine di un centimetro è superiore 
all'età della Terra. fotografia è di Ichiro Sugioka e Bradford Sturtevant del Caltech. 
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I vetri di spin 

e lo studio dei mezzi disordinati 

di J. Hammann e M. Odo 


I vetri sono dei solidi ma, a differen¬ 
za che nei cristalli, gli atomi che li 
costituiscono non sono disposti in 
strutture che si ripetono identiche riem¬ 
piendo lo spazio: in un vetro le posizioni 
degli atomi possono formare localmente 
strutture più o meno regolari, che però 
non si ripetono indefinitamente. Per ana¬ 
logia, la locuzione «vetri di spin» designa 
sistemi magnetici in cui le orientazioni dei 
momenti magnetici elementari (gli spin 
degli atomi) non si ripetono su grandi di¬ 
stanze. Mentre in un corpo ferromagneti¬ 
co gli spin sono paralleli e in un corpo 
antiferromagnetico due spin vicini sono 
antiparalleli, in un vetro di spin le orien¬ 
tazioni degli spin sono aleatorie. 

L’orientazione dei momenti magnetici 
degli ioni dipende dalla loro interazione. 
A bassa temperatura, per effetto di queste 
interazioni, gli spin di un qualunque siste¬ 
ma si orientano gli uni rispetto agli altri in 
una disposizione che rende minima la loro 
energia d’interazione. Così nella struttura 
ferromagnetica i momenti magnetici sono 
tutti paralleli e orientati nello stesso ver¬ 
so. Nella struttura antiferromagnetica gli 
spin sono paralleli tra loro, ma sono rivolti 
alternatamente in verso opposto. Nello 
stato di vetro di spin le orientazioni degli 
spin sono completamente aleatorie. 

Lo studio di questo stato magnetico si 
colloca in un quadro generale: quello del¬ 
le indagini sulla materia disordinata, che 
oggi è il principale polo di attrazione della 
fisica dello stato solido. Sono molti i fat¬ 
tori che spiegano l’attrattiva esercitata dai 
sistemi aleatori. Il più evidente è l’onni¬ 
presenza di queste strutture: in natura i 
mezzi disordinati sono di gran lunga i più 
diffusi, e sono anche i meno conosciuti. 
Da un punto di vista pratico, i composti 
amorfi semiconduttori o ferromagnetici 
sono molto largamente utilizzati e negli 
ultimi anni l’industria delle materie plasti¬ 
che e dei polimeri vetrosi ha conosciuto 
un grande sviluppo. 

A un livello più basilare i modelli teorici 
che descrivono le proprietà dei sistemi 
ben ordinati, come i cristalli, benché non 


possano mai essere risolti esattamente a 
causa del gran numero di unità che costi¬ 
tuiscono un solido, possono essere trattati 
correttamente con metodi statistici, nei 
quali si sfruttano le simmetrie che carat¬ 
terizzano un reticolo cristallino. Le ap¬ 
prossimazioni utilizzabili in questi casi or¬ 
dinati sono ben definite e il loro ambito 
d’applicazione è perfettamente noto. Le 
cose non stanno così per i sistemi disordi¬ 
nati, dove l’assenza di simmetria rende 
notevolmente complessa la trattazione 
teorica. Gli sviluppi recenti della mecca¬ 
nica statistica e i moderni strumenti infor¬ 
matici di calcolo hanno aperto tuttavia va¬ 
ste possibilità: benché l’intuizione sugge¬ 
risca che le proprietà della materia disor¬ 
dinata debbano essere affatto imprevedi¬ 
bili, la teoria, e in particolare quella che 
è stata sviluppata nello studio dei vetri di 
spin, ha dimostrato che in realtà si può 
definire un comportamento medio e che 
esiste in un certo senso un ordine nascosto 
grazie al quale è possibile spiegare un gran 
numero di proprietà comuni a sistemi di 
tipi diversi. 

Il magnetismo ha sempre fornito alla 
fisica dello stato solido modelli particolar¬ 
mente adatti agli studi teorici, soprattutto 
perché il sistema magnetico è semplice e 
«ben definito», nel senso che i suoi para¬ 
metri pertinenti sono noti. Un esempio 
chiarissimo è dato dall’elaborazione della 
teoria delle transizioni di fase, che si è 
valsa in larga misura dello studio speri¬ 
mentale dei composti ferromagnetici o 
antiferromagnetici. Lo stesso vale per la 
fisica dei mezzi aleatori, che nei vetri di 
spin ha trovato modelli semplici in grado 
di illustrare le caratteristiche essenziali di 
questi mezzi. In tutta la descrizione teori¬ 
ca dei vetri di spin è sufficiente conoscere 
le interazioni aleatorie tra momenti ma¬ 
gnetici localizzati. È proprio la semplicità 
di questa descrizione a renderla generale: 
in questa ottica possono essere affronta¬ 
ti numerosi casi meno facili da studiare 
in laboratorio. In particolare, alla fine 
dell’articolo, ricorderemo la sua appli¬ 
cazione alle reti di neuroni, il cui mo¬ 


dello a «vetro di spin» ne illustra la ca¬ 
pacità di memorizzare e di riconoscere le 
forme. Sotto il profilo sperimentale, infi¬ 
ne, le proprietà magnetiche sono piutto¬ 
sto facili da misurare grazie alle moderne 
tecniche di magnetometria, anche se nei 
vetri di spin i segnali da rilevare sono mol¬ 
to più deboli che non nei casi classici di 
ferromagnetismo. 

Abbiamo finora utilizzato le locuzioni 
«sistemi magnetici» e «parametri perti¬ 
nenti» senza precisare i concetti corri¬ 
spondenti, cosa che ora faremo. Un com¬ 
posto magnetico è formato da un insieme 
di atomi, alcuni dei quali possiedono un 
momento magnetico; il sistema magneti¬ 
co associato a questo composto è l’insie¬ 
me di questi momenti, dotati di proprietà 
specifiche determinate dalla matrice in cui 
si trovano. I parametri pertinenti sono i 
parametri necessari alla descrizione delle 
proprietà magnetiche del sistema. Ciascu¬ 
no spin si comporta come un dipolo ma¬ 
gnetico che tende ad allinearsi con il cam¬ 
po magnetico circostante per effetto di 
una coppia proporzionale all’intensità di 
questo campo e al valore del momento del 
dipolo. Il campo agente sul momento ma¬ 
gnetico di un atomo è la somma del campo 
esterno applicato e di un campo «effetti¬ 
vo» creato dai momenti magnetici di tutti 
gli altri atomi. 

A temperatura non nulla l’agitazione 
termica provoca una continua riorienta¬ 
zione degli spin e, se la temperatura è ele¬ 
vata, l’effetto delle interazioni fra gli spin 
è trascurabile rispetto all’agitazione ter¬ 
mica: in ciascun punto, il valore medio 
rispetto al tempo dello spin (vettore che 
in seguito chiameremo polarizzazione) è 
nullo. Il sistema è allora in una fase pa¬ 
ramagnetica: l’applicazione di un cam¬ 
po esterno, per esempio quello generato 
da un magnete, crea in ogni punto una po¬ 
larizzazione parallela alla direzione del 
campo magnetico esterno. L’anisotropia 
introdotta è proporzionale all’intensità 
del campo applicato e inversamente pro¬ 
porzionale alla temperatura. 

Se la temperatura è abbastanza bassa, 
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Teffetto delle interazioni prevale sull’agi¬ 
tazione termica e gli spin assumono una 
polarizzazione la cui orientazione dipen¬ 
de dalla natura di queste interazioni: il 
sistema appare sotto una nuova fase (fer¬ 
romagnetica o antiferromagnetica). Esa¬ 
miniamo ora questo meccanismo nel con¬ 
testo dei vetri di spin. 

I materiali che in origine hanno ricevu¬ 
to la denominazione di vetri di spin sono 
leghe a base di un metallo nobile, come 
l’oro, l’argento o il rame, e contenenti una 
piccola percentuale di un metallo magne¬ 
tico (come ferro o manganese): gli esempi 
più citati sono quelli delle leghe rame- 
-manganese o argento-manganese. I mo¬ 
menti magnetici degli atomi di manganese 
sono distribuiti in modo aleatorio nella 
matrice del metallo nobile e l’interazione 
fra di essi avviene soprattutto tramite gli 
elettroni di conduzione. In funzione della 
distanza che li separa, l’interazione fra 
due momenti m e m' può essere ferroma¬ 
gnetica, e allora m e m' tendono ad as¬ 
sumere una orientazione parallela, oppu¬ 
re antiferromagnetica, e allora m q m' 
tendono ad assumere un’orientazione an¬ 
tiparallela. La posizione aleatoria dei mo¬ 
menti magnetici provoca di conseguen¬ 
za una distribuzione aleatoria delle loro 
interazioni. 

Le caratteristiche dei vetri di spin 

In queste condizioni non è po^ibile mi¬ 
nimizzare simultaneamente le energie di 
interazione di tutte le coppie di momenti 
magnetici. Una configurazione è definita 
da una determinata orientazione di cia¬ 
scun momento magnetico; a bassa tempe¬ 
ratura, quando le fluttuazioni termiche 
sono deboli, il sistema tende ad adottare 
la configurazione corrispondente all’ener¬ 
gia minima possibile, ma non esiste alcuna 
configurazione in cui le energie di legame 
di tutte le coppie di momenti magnetici 
siano simultaneamente minime; sono nu¬ 
merosissime quindi le configurazioni cor¬ 
rispondenti a energie molto vicine tra loro 
e vicine all’energia minima. Queste con¬ 
figurazioni possono essere molto diverse 


Sono illustrate le differenze nella distribuzione 
dei momenti magnetici e nella polarizzazione re¬ 
lativamente agli stati ferromagnetico, antiferro¬ 
magnetico, paramagnetico e di vetro di spin. La 
colonna di sinistra si riferisce alle distribuzioni 
istantanee dei momenti magnetici (spin); quella 
di destra alle polarizzazioni, cioè le medie tem¬ 
porali dell’orientazione degli spin. Nello stato 
ferromagnetico gli spin (q), rappresentati a bas¬ 
sa temperatura, e le polarizzazioni (b) sono tutti 
paralleli. Nello stato antiferromagnetico a bassa 
temperatura spin (c) e polarizzazioni (d) sono 
paralleli, ma orientati a due a due in verso op¬ 
posto. Nello stato paramagnetico l’orientazione 
degli spin è aleatoria (e), ma il loro moto fa sì 
che le polarizzazioni elementari (/) siano nulle. 
Nello stato di vetro di spin (g) i momenti magne¬ 
tici hanno, a bassa temperatura, un’orientazio¬ 
ne fissa perché il magnetismo del sistema è «con¬ 
gelato» e le polarizzazioni (h) sono non nulle. 
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tra loro e la loro differenza viene misurata 
dal numero di momenti magnetici che è 
necessario riorientare per passare dall’u- 
na all’altra. 

Tutte le proprietà dei vetri di spin di¬ 
scendono da questa particolarità, che è 


legata alla distribuzione aleatoria delle in¬ 
terazioni e all’impossibilità di rendere mi¬ 
nime contemporaneamente le energie di 
interazione di tutte le coppie di momenti 
magnetici. Queste due caratteristiche so¬ 
no riassunte nei concetti di disordine con¬ 


gelato e di frustrazione, che hanno con¬ 
sentito di generalizzare il problema e di 
moltiplicare gli esempi di composti che 
sono vetri di spin: un composto può pre¬ 
sentare le proprietà di un vetro di spin se 
disordine e frustrazione coesistono. Il di¬ 
sordine dev’essere «congelato», cioè l’in¬ 
serimento aleatorio dei momenti magne¬ 
tici nello spazio non deve modificarsi nel 
tempo, quali che siano la temperatura e 
l’intensità del campo magnetico. La fru¬ 
strazione può essere ottenuta in vari mo¬ 
di: abbiamo visto quella che si manifesta 
nelle leghe intermetalliche; nei composti 
isolanti, che non possiedono elettroni di 
conduzione, le interazioni tra momenti 
magnetici sono di breve raggio. Soltanto 
i momenti magnetici degli atomi più vicini 
interagiscono, e in due tipi di situazione 
compaiono legami frustrati. La prima cor¬ 
risponde al caso in cui interazioni ferro- 
magnetiche fra atomi adiacenti sono con¬ 
trastate da interazioni antiferromagneti¬ 
che fra atomi vicini, ma posti a distanze 
maggiori. La seconda compare nei sistemi 
in cui si ha accoppiamento antiferroma¬ 
gnetico tra i momenti magnetici di atomi 
adiacenti localizzati nelle posizioni cristal¬ 
lografiche di un reticolo costruito a partire 
da celle elementari le cui facce possiedono 
un numero dispari di lati. L’esempio più 
facile da visualizzare è il reticolo triango¬ 
lare piano {si veda Villustrazione in alto in 
questa pagina), in cui i tre momenti ma¬ 
gnetici che occupano i vertici di un trian¬ 
golo equilatero non possono essere simul¬ 
taneamente a due a due antiparalleli. 

Gli esempi di composti che presentano 
le caratteristiche necessarie di disordine e 
di frustrazione sono molto vari. Oltre alle 
leghe intermetalliche, si possono citare al¬ 
cuni tipici isolanti. Il caso più studiato è 
senza dubbio quello del solfuro di europio 
e stronzio EujcSri-;c S. Gli ioni europio 
portatori dei momenti magnetici e gli ioni 
stronzio non magnetici occupano in modo 
aleatorio le posizioni cristallografiche di 
un reticolo cubico a facce centrate. La 
competizione fra le interazioni ferroma¬ 
gnetiche, che si hanno fra atomi adiacenti, 
e quelle antiferromagnetiche, che insor¬ 
gono fra atomi più lontani, dà luogo a una 
struttura ferromagnetica in tutti i campio¬ 
ni in cui la concentrazione di ioni europio 
sia compresa fra il 55 e il 100 per cento, 
ma al di sotto del 55 per cento i campioni 
presentano il comportamento caratteristi¬ 
co dei vetri di spin. Il tiospinello di formu¬ 
la chimica CdCr 2 xIn 2 - 2 xS 4 è un esempio 
analogo a quello del solfuro di europio, 
ma lo stato di vetro di spin si manifesta a 
concentrazioni di ioni magnetici (ioni cro¬ 
mo) molto più elevate (fino a x = 0,85). 
Il fluoruro CsNiFeFe è un altro caso inte¬ 
ressante che presenta una frustrazione le¬ 
gata all’esistenza di interazioni antiferro¬ 
magnetiche in un reticolo la cui cella ele¬ 
mentare è un poliedro a facce triangolari. 
Il disordine, dovuto alla ripartizione alea¬ 
toria in questo reticolo degli ioni magne¬ 
tici nichel e ferro, porta a una configura¬ 
zione con tre valori diversi d’interazioni 
antiferromagnetiche. La particolarità in- 



Sono dati due esempi di legami frustrati. La frustrazione nasce dalla competizione fra interazioni 
ferromagnetiche e interazioni antiferromagnetiche. Nell’esempio scelto i momenti magnetici loca¬ 
lizzati su ioni adiacenti (che determinano la distanza minima tra ioni dotati di momento magnetico) 
sono accoppiati tramite interazioni ferromagnetiche che, un po’ alla volta, tendono a far allineare 
tutti i momenti (a). Come spesso accade però nei casi reali, i momenti magnetici degli ioni imme¬ 
diatamente più lontani sono accoppiati da interazioni antiferromagnetiche e hanno dunque ten¬ 
denza a orientarsi in modo antiparallelo. Si osserva che questi legami antiferromagnetici non sono 
soddisfatti e che è quindi impossibile soddisfare simultaneamente tutti i legami possibili. Un altro 
tipo di frustrazione deriva dalle interazioni antiferromagnetiche su un reticolo di tipo triangolare. 
In b i momenti degli ioni posti ai vertici di un triangolo sono accoppiati da interazioni antiferro¬ 
magnetiche Jaf- Se i legami tra i momenti magnetici 1, 2 e 2, 3 sono soddisfatti, il legame tra 1 e 
3 non potrà esserlo. Anche in questo caso non esiste alcuna configurazione tale che i tre momenti 
possano essere a due a due antiparalleli, ossia che i tre legami siano soddisfatti simultaneamente. 



n picco di suscettività magnetica a campo alternato in corrispondenza della temperatura di conge¬ 
lamento magnetico Tg del vetro di spin fa pensare all’esistenza di una transizione di fase. La su¬ 
scettività magnetica del campione (rapporto fra la variazione di magnetizzazione e la variazione del 
campo magnetico alternato applicato) è rappresentata in funzione della temperatura per diversi va¬ 
lori di intensità del campo applicato. Le curve presentano un massimo allargato alla temperatura 
di congelamento magnetico. Ad alta temperatura le curve ottenute per diversi valori di intensità 
del campo si congiungono e la suscettività varia seguendo la legge di Curie, cioè in modo inversa¬ 
mente proporzionale alla temperatura. La legge di Curie (curva in colore) è caratteristica dello 
stato paramagnetico. La diminuzione della suscettività quando la temperatura decresce al di sotto 
di Tg indica che i momenti magnetici non possono più seguire le variazioni del campo magnetico 
applicato. Se il campo applicato diminuisce, i massimi diventano più acuti. La curva estrapolata 
a campo nullo presenta un picco appuntito (curva in nero). In base a questo risultato tutti i momenti 
magnetici dovrebbero cessare di rispondere alle variazioni del campo magnetico a una temperatura 
unica e ben definita, comportamento che ricorda quelli cooperativi tipici delle transizioni di fase. 
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teressante di questo composto è che gli 
ioni magnetici non sono «diluiti» nel reti¬ 
colo che occupano. A questi esempi di 
sostanze isolanti cristalline, nelle quah gh 
ioni magnetici occupano posizioni ben de¬ 
finite del cristallo, bisogna aggiungere i 
composti amorfi nei quah le distanze fra 
ioni adiacenti sono modulate e danno luo¬ 
go a una distribuzione continua di intera¬ 
zioni. In questa classe di materiali si può 
ricordare l’alluminosihcato di manganese 
(Al203)o,i(MnO)o,5(Si02)o,4- 
Questo elenco, incompleto, dei compo¬ 
sti che vengono oggi studiati, fornisce 
un’idea della generalità del concetto di ve¬ 
tro di spin e della portata di questo campo 
di ricerca. 



Una distanza ultrametrica si presenta in modo naturale negli alberi genealogici. La distanza 
tra due punti dello stesso livello è uguale al numero di livelli che separano questi due punti 
dal primo antenato comune. Così la distanza d{A,B) tra i punti A e B è uguale a 2 mentre quel¬ 
la d(JB,C) tra i punti B e C, così come queUa d{A,C) tra i punti A e C, è uguale a 4. 


Cenni storici 

L’interesse per i vetri di spin si è con¬ 
cretizzato a partire dal 1972, quando Vin¬ 
cent D. Cannella e John A. Mydosh ef¬ 
fettuarono un esperimento di suscettività 
magnetica su una lega di oro e ferro. L’in¬ 
terpretazione di questo esperimento rimi¬ 
se in discussione la precedente descrizio¬ 
ne delle proprietà dei vetri di spin. 

Un campione magnetizzabile coUocato 
in un campo magnetico si magnetizza: la 
sua suscettività magnetica è il rapporto tra 
la variazione di magnetizzazione del cam¬ 
pione e la variazione del campo apphcato 
che ne è la causa. I risultati sono riportati 
nell’illustrazione in basso della pagina a 
fronte, che descrive qualitativamente la 
suscettività dei vetri di spin immersi in un 
campo magnetico che inverte periodica¬ 
mente la propria direzione; questa suscet¬ 
tività, misurata con campi magnetici ap- 
phcati dell’ordine del centinaio di oer¬ 
sted, presenta un massimo allargato a una 
temperatura la «temperatura di con¬ 
gelamento magnetico». 

Un comportamento di questo tipo era 
già stato osservato in diversi sistemi: i fi¬ 
sici l’avevano interpretato invocando gli 
effetti congiunti delle interazioni fra mo¬ 
menti magnetici e dell’energia di anisotro¬ 
pia (dovuta al fatto che in un cristallo i 
momenti magnetici prediligono certe di¬ 
rezioni). Le interazioni avrebbero accop¬ 
piato certi momenti, che avrebbero così 
costituito «insiemi» o domini in grado di 
rispondere concordemente alle variazioni 
del campo magnetico alternato. Quando 
la temperatura è superiore a la suscet¬ 
tività deriva da un compromesso fra gh 
effetti opposti del campo magnetico appli¬ 
cato, che tende ad allineare i momenti, e 
dell’agitazione termica, che tende a scon¬ 
volgere l’orientazione: è il regime para- 
magnetico, in cui la suscettività decresce 
con il crescere della temperatura, secondo 
la legge di Curie. In prossimità della tem¬ 
peratura Tg assumerebbero importanza le 
direzioni di orientazione preferenziah dei 
momenti magnetici nel cristallo. I domini 
rigidi formati dai momenti magnetici ac¬ 
coppiati reagirebbero al campo magneti¬ 
co apphcato con una certa «viscosità» pro¬ 
porzionale al loro volume. Al di sotto del¬ 
la temperatura Tg i domini non potrebbe- 
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Vengono illustrate rultrametricità dello spazio degli stati di equilibrio e rautosomiglianza: l’al¬ 
bero genealogico (in colore) è una possibile rappresentazione dello spazio ultrametrico forma¬ 
to dagli stati di equilibrio in un vetro di spin. L’estremità di ogni ramo corrisponde a uno stato: 
per esempio, al livello /i, si trovano gli stati a, P, y e così via. Il ricoprimento fra due stati è t^to 
più debole quanto più è necessario risalire l’albero per trovare un loro antenato comune. Si os¬ 
serva la proprietà caratteristica seguente: i ricoprimenti, presi a due a due, di tre stati qualun¬ 
que, o sono tutti e tre uguali oppure due sono uguali e 0 terzo è maggiore dei primi due. Per ^m- 
pio, per trovare l’antenato comune degli stati a e P del livello n bisogna risalire al livello 
#f - 1, ma per le coppie a, y e p, y bisogna risalire al livello n — 2,11 ricoprimento è un indice di 
vicinanza fra due stati: più è grande, più gli stati sono simili e più la «distanza» che li separa (os¬ 
sia il numero di spin che è necessario invertire per passare dall’uno all’altro) è piccola. Si può lo¬ 
gicamente pensare che più due stati sono vicini più è debole la barriera di energia che li separa 
poiché, corrispondentemente, minore è il numero degli spin da invertire. Queste consideraziom 
qualitative indicano che la proprietà di ultrametricità può derivare da una proprietà di autosomi¬ 
glianza. Nell’illustrazione è stata rappresentata in grigio scuro una struttura gerarchi^ di 
buche di potenziale corrispondenti agli stati. A ogni livello i si distinguono solo gli stati 0 cui 
ricoprimento è inferiore a un valore qi (cioè la distanza è superiore al valore corrispondente). Così 
al livello n -f 1 corrispondente al ricoprimento qn+i gli stati pi, P 2 e p3 sono differenziati, mentre 
al livello n non lo sono. Più la temperatura è bassa più è fine il livello di o^rvazione (ossia qi è 
elevato). Gli stati del livello n sono una microstruttura degli stati dei livelli pr^edenti. Alla sca¬ 
la n la microstruttura è «simile», previo ingrandimento, alla macrostruttura dei livelli precedenti. 
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Un’imica curva di stato raggruppa, nel caso di un materiale ferromagnetico, tutti i valori misurati 
della magnetizzazione, in prossimità della temperatura di transizione, in funzione del campo ma¬ 
gnetico applicato e della temperatura. Per tracciare questa curva, si analizzano i risultati speri¬ 
mentali in funzione di due variabili ridotte. La prima è il rapporto tra la magnetizzazione M e una 
potenza della temperatura ridotta t definita dalla relazione x = (r — Tc)ITc, dove T è la tempera¬ 
tura a cui si effettua la misurazione e Tc è la temperatura di transizione. La seconda variabile è il 
rapporto tra il campo magnetico H e un’altra potenza della temperatura ridotta x. I due esponenti 
a e 6 che compaiono in queste variabili ridotte definiscono completamente Pinsieme degli esponenti 
critici. La curva di stato ottenuta presenta due rami, che corrispondono ai casi in cui la temperatura 
T a cui si fa la misurazione è maggiore o rispettivamente minore della temperatura di transizione. 
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Nel caso di un vetro di spin si ritrova esattamente lo stesso tipo di funzione di stato. La magne¬ 
tizzazione M è sostituita da una grandezza Q che ha il comportamento del parametro d’ordine. 
L’intensità del campo magnetico H è sostituita dal suo quadrato La grandezza Q corri¬ 
sponde, al di sopra della temperatura di transizione, alla differenza tra M/H (magnetizzazione 
misurata divisa per l’intensità del campo) e la suscettività iniziale {dMIdH a campo nullo). 
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ro più seguire le variazioni troppo rapide 
del campo e la suscettività tenderebbe 
dunque a decrescere. Secondo questa in¬ 
terpretazione il massimo osservato do¬ 
vrebbe essere molto largo, perché non 
tutti i domini avrebbero la stessa dimen¬ 
sione. Ciascun dominio «congelerebbe» a 
una temperatura diversa q Tg sarebbe in 
sostanza la misura del valore medio delle 
temperature di congelamento magnetico 
dei singoli domini. 

I risultati di Cannella e Mydosh contra¬ 
stavano con questa interpretazione: nella 
lega da essi studiata il massimo è tanto più 
acuto quanto minore è il campo magneti-' 
co applicato e la curva estrapolata a cam¬ 
po nullo (si veda Villustrazione in basso a 
pagina 166) presenta un massimo appun¬ 
tito corrispondente a una discontinuità. È 
il picco di suscettività dei vetri di spin. 
Benché la teoria dei domini di spin descri¬ 
va correttamente le proprietà di certi ma¬ 
teriali, essa non vale nel caso dei vetri di 
spin. In questi ultimi la temperatura di 
congelamento magnetico, al di sotto della 
quale l’insieme dei momenti magnetici 
cessa di seguire la variazione rapida del 
campo, è molto netta: il comportamento 
osservato è caratteristico di un fenomeno 
cooperativo e la temperatura di congela¬ 
mento magnetico è una temperatura cri¬ 
tica legata a una transizione di fase. Que¬ 
sta ipotesi è stata il vero punto di partenza 
dello studio sistematico, sia teorico sia 
sperimentale, dei vetri di spin. 

Aspetti statici: la transizione di fase 

II concetto di transizione di fase suscita 
molto interesse perché descrive un aspet¬ 
to affatto generale del comportamento 
della materia. Un dato materiale può tro¬ 
varsi in stati molto diversi a seconda della 
temperatura e delle condizioni esterne: 
un esempio comunissimo è costituito dai 
tre stati, gassoso, liquido e solido, dell’ac¬ 
qua; il passaggio da uno stato all’altro è 
una transizione di fase e avviene in manie¬ 
ra brusca. 

Ogni materiale è formato da un numero 
grandissimo di elementi costitutivi identi¬ 
ci. Se si conoscono le interazioni fra questi 
elementi e la statistica alla quale essi ob¬ 
bediscono (cioè la probabilità che questi 
elementi abbiano una data energia a una 
temperatura fissata), si possono prevede¬ 
re le condizioni di esistenza delle diverse 
fasi come pure i parametri che determina¬ 
no il passaggio da una fase all’altra. 

Le fasi si differenziano in generale per 
le loro diverse simmetrie. La fase più di¬ 
sordinata, che è anche la più simmetrica 
(isotropa), si presenta a temperatura ele¬ 
vata. Al procedere del raffreddamento si 
raggiunge una temperatura critica, a par¬ 
tire dalla quale un parametro fisico del 
sistema passa da zero a un valore finito; il 
parametro che caratterizza la nuova fase 
si chiama parametro d’ordine. La com¬ 
parsa di un suo valore non nullo abbassa 
la simmetria del sistema; in effetti le sim¬ 
metrie che modificano il valore del para¬ 
metro d’ordine non fanno più parte del 
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gruppo di simmetria della nuova fase più 
ordinata: alla temperatura di transizione 
vi è una rottura di simmetria. 

In corrispondenza della temperatura di 
transizione Tc certe grandezze termodina¬ 
miche, come il calore specifico o la su¬ 
scettività magnetica, hanno un comporta¬ 
mento particolare chiamato singolarità. 
Quando la temperatura T tende alla tem¬ 
peratura di transizione Tc, queste gran¬ 
dezze, dette critiche, divergono (ossia 
tendono all’infinito) secondo leggi del ti¬ 
po (T - Tc)"^, dove l’esponente y non 
dipende né dai valori delle interazioni fra 
gli elementi del materiale né dalla confi¬ 
gurazione strutturale di quest’ultimo, ma 
soltanto da due parametri: il numero di 
dimensioni del materiale e il numero di 
gradi di libertà dei suoi elementi costitu¬ 
tivi (per esempio una catena di spin ha 
dimensione uno e ogni spin può avere tre 
gradi di libertà). Il comportamento critico 
ha dunque un carattere di universalità e 
non dipende in alcun modo dalla natura 
del materiale. Questo è un aspetto impor¬ 
tante della teoria delle transizioni di fase. 

Per meglio illustrare questa proprietà 
fondamentale, consideriamo l’esempio ti¬ 
pico della transizione ferromagnetica. Nel 
corso di questa transizione il sistema passa 
da uno stato paramagnetico, in cui tutti i 
momenti magnetici elementari fluttuano 
e sono, in un dato istante, orientati in mo¬ 
do aleatorio, a uno stato ferromagnetico, 
in cui la probabilità che i momenti siano 
orientati secondo una direzione privile¬ 
giata dello spazio diviene non nulla e au¬ 
menta via via che la temperatura decre¬ 
sce. Il parametro d’ordine è la magnetiz¬ 
zazione M del sistema (la somma vettoria¬ 
le di tutte le polarizzazioni degli spin): 
questa grandezza, nulla nella fase para- 
magnetica, alla temperatura di transizio¬ 
ne diviene non nulla. La suscettività ma¬ 
gnetica dMIdH a campo applicato H nul¬ 
lo, detta suscettività iniziale, è una del¬ 
le grandezze termodinamiche caratteristi- ^ 
che che, al tendere della temperatura T a g 
Tc, diverge come una potenza della diffe- iq 
renza T — Tc. L’esponente critico y di n 
questa legge dipende solo (nel caso di un 
campione a tre dimensioni, per esempio) 
dal numero di gradi di libertà dei momenti 
magnetici del campione. Quando i singoli 
momenti possono orientarsi in un’unica 
direzione dello spazio (ma nei due versi), 
si ritrova un modello che è stato ben ana¬ 
lizzato sotto il profilo teorico, il modello 
di Ising. 

Presentato così, il concetto di transizio¬ 
ne di fase permette di capire perché la 
descrizione del congelamento magnetico 
del vetro di spin in termini di transizione 
di fase appaia come un’assurdità. Che tipo 
di ordine si può definire in un sistema in 
cui le orientazioni dei momenti magnetici 
sono assolutamente aleatorie? Che tipo di 
rottura di simmetria può giustificare resi¬ 
stenza di una vera e propria transizione? 

Qual è il parametro d’ordine? 

A queste domande rispondono i nume¬ 
rosi lavori teorici pubblicati dopo la prima 
osservazione di un picco di suscettività; 


accenneremo alle nuove esperienze cui 
hanno dato origine questi lavori. 

Nell’illustrazione di pagina 165, che il¬ 
lustra schematicamente lo stato di vetro 
di spin, il valore medio del modulo delle 
polarizzazioni è un parametro non nullo. 
Poiché questo parametro è nullo nella fa¬ 
se paramagnetica, esso! può caratterizzare 
la comparsa della fase di vetro di spin 
quando la temperatura] raggiunge il valore 
Tg. Purtroppo misuraiiido la magnetizza¬ 
zione (somma dei vettori di polarizzazio¬ 
ne) non si riesce a determinare questo tipo 
di valore medio, ma i teorici hanno dimo¬ 
strato che le variazioni di questa media in 
prossimità della temperatura di transizio¬ 
ne sono proporzionali alla cosiddetta su¬ 
scettività non lineare. Quest’ultima gran¬ 
dezza è la differenza tra la suscettività ini¬ 
ziale dMIdH (a campo nullo) e il quozien¬ 
te M/// e può essere sviluppata in funzio¬ 
ne delle potenze successive del campo ma¬ 
gnetico. Le misurazioni hanno dimostrato 
che nei vetri di spin il primo termine di 
questo sviluppo diverge (diventa infinito) 
quando la temperatura tende dall’alto alla 
temperatura di transizione: questi esperi¬ 
menti hanno fornito le prime vere prove 
dell’esistenza di un comportamento criti¬ 
co. Secondo la teoria, questo primo ter¬ 
mine deve comportarsi come la derivata 
del parametro d’ordine del vetro di spin 
rispetto al quadrato del campo magnetico 
esterno: questa grandezza diverge dun¬ 
que secondo una potenza dello scarto ri¬ 
spetto alla temperatura di transizione Tg. 


Al di sotto di Tg esistono numerosi stati 
di equilibrio corrispondenti a energie vi¬ 
cinissime, che non si possono descrivere 
individualmente. Si introduce allora una 
grandezza q che misura il grado di somi¬ 
glianza di due stati del sistema e che di¬ 
pende dal numero dei momenti magnetici 
di cui è necessario cambiare l’orientazio¬ 
ne per passare da uno stato all’altro: più 
gli stati sono vicini, e dunque più sono 
simili, più grande è Si dice che la gran¬ 
dezza q misura il «ricoprimento» fra due 
stati. 

Dalle teorie attuali deriva una proprie¬ 
tà notevole dello spazio degli stati di equi¬ 
librio: se si scelgono a caso tre stati di 
equilibrio si ha che tutti e tre i loro rico¬ 
primenti q sono uguali, oppure due sono 
uguali e il terzo è più grande dei primi 
due. Questa proprietà definisce una certa 
struttura topologica dello spazio degli sta¬ 
ti di equilibrio; introdotta in matematica 
fin dall’inizio del secolo, essa caratterizza 
i cosiddetti spazi ultrametrici. Le due illu¬ 
strazioni di pagina 167 rappresentano uno 
spazio siffatto. La configurazione è quella 
di un albero genealogico in cui l’estremità 
di ciascun ramo rappresenta uno stato di 
equilibrio. In questa rappresentazione il 
ricoprimento q fra due stati è tanto più 
piccolo quanto più è elevato il livello al 
quale bisogna risalire nell’albero per tro¬ 
vare un loro antenato comune: ossia, due 
stati sono tanto più diversi quanto più è 
lontano il loro antenato comune. 

Un’altra proprietà notevole riguarda le 



La presenza dì un fenomeno di isteresi conferma resistenza della fase di vetro dì spin. Quando al 
di sopra della temperatura dì transizione Tg (per esempio alla temperatura r+), si applica un 
campo H, compare immediatamente una magnetizzazione {freccia in verde). Il materiale è nella 
fase paramagnetica e la sua magnetizzazione segue la legge di Curie-Weiss: varia cioè come l’in¬ 
verso della temperatura {curva in verde). Se, mantenendo il campo applicato, sì attua un raffred¬ 
damento a partire dallo stato paramagnetico, la magnetizzazione resta costante al di sotto della 
temperatura Tg {curva in rosso) finché non si elimina il campo. La magnetizzazione ottenuta in 
queste condizioni si chiama FC (da field cooled). Se il campione viene prima raffreddato al di sotto 
di Tg, a campo nullo, l’applicazione del campo (per esempio alla temperatura T~) è seguita 
immediatamente dalla comparsa dì una magnetizzazione inferiore alla magnetizzazione FC {freccia 
in blu). La magnetizzazione ottenuta, che si chiama ZFC (da zero field cooled), non è stabile e subi¬ 
sce un rilassamento verso la magnetizzazione fc per tutto il tempo in cui il campo resta applicato. 
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energie associate ai diversi stati. Quando 
si considerano le energie delle configura¬ 
zioni magnetiche, gli stati di equilibrio 
corrispondono a minimi. Osservando pe¬ 
rò da vicino il fondo di un minimo allar¬ 
gato si vedono comparire numerosi mini¬ 
mi più piccoli. Quando si osserva uno qua¬ 
lunque di questi piccoli minimi aumentan¬ 
do ancora la definizione, si scopre una 
nuova struttura fine di questo minimo, 
che è analoga a quella di partenza. Questa 
proprietà di autosomiglianza dei minimi 
di energia è ancora soltanto un’ipotesi, 
ma è fortemente sostenuta dal comporta¬ 
mento dei vetri di spin {si veda Villustra- 
zione a pagina 167 in basso). 

Qual è ora il parametro d’ordine? In 


a 


queste teorie esso non è una grandezza 
macroscopica, bensì una funzione che di¬ 
pende dalla distribuzione dei ricoprimenti 
fra stati di equilibrio. Questo parametro 
d’ordine non può essere misurato diretta- 
mente, tuttavia è possibile studiare pervia 
sperimentale una grandezza scalare Q che 

10 caratterizza. Q è legata alla magnetiz¬ 
zazione del sistema, rilevata in funzione 
della temperatura quando a una tempera¬ 
tura superiore a Tg viene applicato preli¬ 
minarmente un campo magnetico conti¬ 
nuo H {si veda Villustrazione a pagina 
169). Al di sopra della temperatura Tg,Q 
è equivalente alla suscettività non lineare 

11 cui comportamento è già stato descritto, 
mentre al di sotto di Tg, Q corrisponde 


alla differenza tra la magnetizzazione e 
l’estrapolazione a bassa temperatura della 
magnetizzazione lineare. Nei vetri di spin 
Q ha lo stesso ruolo che ha la magnetiz¬ 
zazione M in un corpo ferromagnetico. I 
te' rici hanno peraltro dimostrato che, nei 
V ri di spin, il quadrato del campo ma¬ 
gnetico è l’equivalente del campo in una 
sostanza ferromagnetica. 

L’esistenza di una transizione di fase ha 
potuto allora essere confermata mettendo 
in evidenza la legge di scala che descri¬ 
ve il comportamento di Q intorno alla 
temperatura di congelamento magnetico. 
Questa legge stabilisce che esiste una fun¬ 
zione unica (funzione di scala) che lega 
le due seguenti variabili ridotte: la pri¬ 
ma corrispondente al rapporto fra Q e 
una potenza della temperatura ridotta 
{T — Tg)ITg; la seconda uguale al rappor¬ 
to fra il quadrato del campo magnetico e 
un’altra potenza della temperatura ridot¬ 
ta. I due esponenti vengono valutati me¬ 
diante verifica deH’unicità della funzione 
di scala ottenuta tracciando, in funzione 
delle variabili ridotte, tutte le curve di 
magnetizzazione rilevate in funzione del 
campo magnetico e della temperatura in 
prossimità di Tg. Dai due esponenti così 
definiti si ricava l’insieme degli esponenti 
critici del sistema. Le illustrazioni di pa¬ 
gina 168 mostrano la funzione di scala 
tracciata nel caso di un vetro di spin iso¬ 
lante, confrontata con quella di un mate¬ 
riale ferromagnetico. È abbastanza inte¬ 
ressante osservare la somiglianza fra le 
curve e poter interpretare in maniera così 
fine i risultati ottenuti in sistemi disordi¬ 
nati che, in un primo momento, appaiono 
di una complessità estrema. 

Gli esponenti critici sono stati misurati 
per diversi composti. Nel caso dei compo¬ 
sti intermetallici, i valori trovati possono 
essere ripartiti in due classi di universalità 
come nel caso dei sistemi tridimensionali 
ordinati. Attualmente la situazione è me¬ 
no chiara nel caso degli isolanti, per i quali 
i valori degli esponenti sono relativamen¬ 
te disparati. 

Aspetti dinamici 

Le proprietà dinamiche dei vetri di spin 
sono molto più vicine a quelle dei sistemi 
senza transizione di fase, come i vetri clas¬ 
sici o i poUmeri, che non a quelle delle fasi 
magnetiche classiche. I vetri di spin sono 
caratterizzati da tempi di rilassamento 
(tempi necessari al ripristino dell’equili¬ 
brio dopo una modificazione delle condi¬ 
zioni esterne) estremamente lunghi e da 
effetti d’invecchiamento che mascherano 
i rilassamenti intrinseci. 

La dinamica di un sistema è l’insieme 
delle leggi che ne reggono l’evoluzione 
temporale. Nel corso di questa evoluzione 
il sistema tende a occupare stati stabili di 
energia libera minima. Questo rilassa¬ 
mento è semplice quando vi è un solo mi¬ 
nimo di energia: qualunque sia la confi¬ 
gurazione di partenza il sistema evolve 
sempre verso lo stesso stato stabile, che 
lo definisce completamente. Ciò accade 




La magnetizzazione termoresidua Mtrm è la magnetizzazione che persiste dopo Tesclusione del 
campo magnetico a partire dallo stato FC. Si osserva il suo decremento in tempi tohs contati a partire 
dal momento in cui il campo è stato abolito. L’andamento di questa diminuzione (a) dipende 
fortemente dal tempo ty^ {waiting time) trascorso fra la «tempratura» nel campo magnetico che 
consente di ottenere lo stato FC e l’esclusione del campo. Finché tobs è molto minore di ty^, il 
rilassamento è indipendente da ty,, e ha la forma t~^, dove a è molto piccolo e dipende dalla 
temperatura. Poi le curve abbandonano U tratto comune, e ciò tanto più tardi quanto maggiore è 
tyv. Il rilassamento invariante per tobs molto minore di tyy, è dunque il rilassamento corrispondente 
all’equilibrio termodinamico, poiché è l’unico che si conserva quando tyv tende all’infinito. Il 
parametro temporale che in effetti condiziona questo invecchiamento del processo di rilassamento 
è l’età del sistema, ta, pari a tw- + tobs- Per età determinate si può tracciare, a partire dalla pendenza 
logaritmica del rilassamento S{t), la distribuzione dei tempi di rilassamento del sistema alle età ta 
successive (b). La forma della distribuzione resta invariante sul diagramma logaritmico e la por¬ 
zione in cui t è molto minore di ta rappresenta la distribuzione all’equilibrio. Si può far subire alle 
curve che rappresentano MtrmÌì) 1^* trasformazione di scala che corrisponde alla conservazione 
di un’età costante ta = tyv. Si ottengono curve {tratteggiate in a) che rappresentano l’evoluzione 
di un sistema descritto dalla distribuzione dei tempi di rilassamento corrispondente all’età tyv. 
Tutte le curve sono identiche, e appaiono solo traslaté le une rispetto alle altre; esse corrispon¬ 
dono a un rilassamento di Kohlrausch exp — (tlto)^, dove /o c P dipendono dalla temperatura. 
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in particolare nella fase paramagnetica, 
quando la temperatura del sistema è su¬ 
periore a Tg. Se invece esistono più mini¬ 
mi e se per passare dall’uno all’altro è ne¬ 
cessario attraversare configurazioni di e- 
nergia elevata (cioè superare barriere di 
energia), lo stato stabile di arrivo dipende 
dalla configurazione di partenza. Il siste¬ 
ma si dice non ergodico se esistono bar¬ 
riere di energia che non possono essere 
superate al limite neppure in un tempo 
infinito. Quando i minimi si ricavano l’u¬ 
no dall’altro mediante operazioni di sim¬ 
metria note, si è ricondotti al problema di 
un solo minimo; è questo il caso dei mezzi 
ordinati classici. Abbiamo visto che nei 
sistemi complessi come i vetri di spin esi¬ 
ste un’infinità di minimi il cui numero non 
può essere ridotto da alcuna simmetria di 
struttura e, in corrispondenza, vi è una 
distribuzione quasi continua di picchi che 
fungono da barriere fra questi minimi {si 
veda V illustrazione a pagina 167 in basso). 
Poiché il tempo medio necessario perché 
il sistema superi una data barriera cresce 
esponenzialmente con l’altezza di que- 
st’ultima, l’evoluzione del sistema è retta 
da una distribuzione molto ampia dei tem¬ 
pi di rilassamento. Il suo comportamento 
dinamico si estende su tempi lunghissimi. 

I tempi di rilassamento che si possono mi¬ 
surare in laboratòrio costituiscono solo 
una «finestra» ridottissima rispetto al¬ 
l’ampiezza della distribuzione di questi 
tempi. 

Rilassamento in tempi lunghi 

Una delle prime manifestazioni delle 
proprietà dinamiche della fase di vetro di 
spin è la presenza, al di sotto della tempe¬ 
ratura di congelamento magnetico, di 
un’isteresi molto cospicua. In una fase 
magnetica classica (che comprende un so¬ 
lo dominio), l’applicazione di un campo 
magnetico produce istantaneamente una 
magnetizzazione (in tempi dell’ordine di 
10 “^^ secondi), che resta costante, a una 
data temperatura, finché il campo rimane 
applicato e sparisce con la stessa rapidità 
quando il campo viene soppresso. Nella 
fase di vetro di spin la magnetizzazione 
corrispondente a un campo assegnato di¬ 
pende dalla storia termica del materiale 
prima e dopo l’applicazione del campo {si 
veda Villustrazione a pagina 169 ). Quando 
la magnetizzazione viene prodotta al di 
sopra della temperatura di congelamento 
magnetico, nella fase paramagnetica, e il 
materiale viene poi raffreddato al di sotto 
di Tg, la magnetizzazione è pressappoco 
costante in tutta la fase a bassa tempera¬ 
tura e dipende poco dall’evoluzione ter¬ 
mica successiva: a una data temperatura 
ha sempre lo stesso valore, quali che siano 
le variazioni termiche subite fra due mi¬ 
surazioni. Questa magnetizzazione viene 
chiamata magnetizzazione FC (da field 
cooled). Se il materiale è stato raffreddato 
al di sotto della temperatura di 'congela¬ 
mento magnetico in un campo nullo, la 
successiva applicazione del campo ma¬ 
gnetico comporta una magnetizzazione 


detta ZFC (da zero field cooled). La ma¬ 
gnetizzazione ZFC è inferiore alla magne¬ 
tizzazione FC e aumenta con la tempera¬ 
tura fino a raggiungere il valore FC alla 
temperatura Tg. Essa dipende anche dalle 
variazioni di temperatura successive al¬ 
l’applicazione del campo. 

L’evoluzione temporale dei due tipi di 
magnetizzazione e la loro risposta a una 
variazione del campo sono molto diverse. 
La magnetizzazione ZFC è reversibile: si 
annulla quasi istantaneamente se il campo 
magnetico viene eliminato dopo essere 
stato applicato per un intervallo di tempo 
molto breve; se il campo viene mantenu¬ 
to, essa presenta un rilassamento molto 
lento verso il valore FC. La magnetizzazio¬ 
ne FC invece è stabile, ma non reversibile: 
dopo la soppressione del campo scende 
quasi istantaneamente a un valore corri¬ 


spondente alla differenza tra le magnetiz¬ 
zazioni FC e ZFC; è la cosiddetta magne¬ 
tizzazione termoresidua {Mtrm)^ Que- 
st’ultima continua poi un rilassamento 
molto lento verso lo zero: si è osservato 
per via sperimentale che a volte anche 
dopo una settimana la magnetizzazione 
Mrtm è diminuita solo di metà del suo 
valore iniziale! L’esistenza di una gamma 
così ampia di tempi di rilassamento è una 
proprietà generale dei sistemi disordinati; 
i sistemi ordinati, dal canto loro, presen¬ 
tano un tempo o alcuni tempi caratteristici 
ben definiti e ciò comporta un rilassamen¬ 
to esponenziale in genere molto rapido 
rispetto alle scale temporali qui descritte. 

Nel caso di vetri di spin, la dinamica 
non è stazionaria e ciò significa che i pro¬ 
cessi che la determinano subiscono un’e¬ 
voluzione temporale. Questo fenomeno è 



La risposta (magnetizzazione) a un campo magnetico di frequenza w dei diversi sistemi di vetri di 
spin varia per effetto di certe caratteristiche dei materiali studiati, ma si può schematicamente 
individuare un comportamento comune. Ad alta temperatura il materiale è paramagnetico: la 
suscettività segue la legge di Curie. Esso abbandona questo comportamento a una temperatura 
r/o)) che diminuisce al diminuire di co. Ciò si traduce nella presenza di un massimo di suscettività 
in f^e x'(co) a T/fo)) (a) e nella comparsa di una suscettività sfasata di 90 gradi x"((o) (b) non nulla 
al di sotto di T/fa)), che risale rapidamente a r/o)). La suscettività x" corrisponde alla dissipazione. 
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n teorema dì Huttuazione-dissipazione è una conseguenza dei processi elementeri di ^mbio di 
enSnrnetica (termica) tra un sistema e U mezzo in cui è immerso. La sua forma P«> comune 
è a t^rema di Nyquist, che correla l’energia deUe nuttuaziom d. tensione per 
freqnenza (densità spettrale) ai capi di nna resistenza « con d valore ^ 

neralìzzato al caso magnetico, questo teorema asserisce che la densità spettrale deUe fluttuazio¬ 
ni di magnetizzazione è proporzionale aUa suscettività sf^ta di 90 gradi « 

proporzionale alla freqnenza. La Huttuazione di ma^etizzaaone induce ""o * 

corrente in un circnito superconduttore accoppiato al campione tramite 1 automduttMza Lo 
e a un magnetometro a effetto Josephson (squid) tramite l’automduttanza l (à). La densità sot¬ 
trale dì m^etizzazione nei vetri di spin varia in funzione_ 0 !!a freqnenza pressappoco come 1 Ao 
(c). L’analfei degli scostamenti rispetto a l/co mostra che mi((o) vana e^ttomente come x («)/«• 
Tutto ciò sta qtóndi a signfflcare come la relazione di fluttuazione-dissipazione sia rispettata. 


messo in evidenza dal rilassamento lento 
che segue Tinstaurarsi della magnetizza¬ 
zione ZFC o l’annullamento del campo a 
partire dallo stato FC. Occupiamoci per 
esempio del rilassamento della magnetiz¬ 
zazione termoresidua MtrmÌO' «tem¬ 
pra» lo stato FC passando bruscamente, in 
presenza di campo magnetico, da una 
temperatura superiore a Tg alla tempera¬ 
tura di lavoro, inferiore a Tg. Poi si lascia 
il sistema immerso nel campo per un tem¬ 
po tw {waiting time), si annulla il campo e 
si misura Mtrm in funzione del tempo tobs, 
calcolato a partire dall’eliminazione del 
campo. 

I risultati indicano con chiarezza che lo 
stato FC non è uno stato di equilibrio poi¬ 
ché durante il tempo trascorso in questo 
stato i processi che determinano la dina¬ 
mica si evolvono, dando luogo a un rilas¬ 
samento che dipende da Questo feno¬ 
meno, detto d’invecchiamento, è comune 
a un gran numero di strutture disordinate 


e i suoi effetti sulle proprietà meccaniche 
dei polimeri vetrosi, come il cloruro di 
polivinile, sono stati studiati con grande 
minuzia. L’invecchiamento presenta per 
queste strutture un carattere di universa¬ 
lità che è rivelato dallo studio dell’evo¬ 
luzione della deformazione sotto cari¬ 
co. Applicando trasformazioni di scala al 
tempo e alla temperatura, si possono ri¬ 
condurre tutte le deformazioni sotto cari¬ 
co a una forma unica espressa dalla legge 
di Kohlrausch exp - dove | è un 

tempo ridotto calcolato a partire dalla va¬ 
riabile t/{tw + t) è dell’ordine di 1/3. 
Purtroppo, come mostra l’illustrazione di 
pagina 170, il rilassamento della magne¬ 
tizzazione termorcsidua nei vetri di spin 
non possiede questo carattere di univer¬ 
salità, ma può essere descritto dal prodot¬ 
to di due tipi di risposte, una stazionaria 
(indipendente dal tempo tw) e una (dipen¬ 
dente da tw) che rappresenta l’invecchia¬ 
mento. In generale il rilassamento stazio¬ 


nario è rappresentato correttamente da 
una potenza del tempo, dove a è un 
esponente piccolo e dipendente dalla tem¬ 
peratura. Il rilassamento d’invecchiamen¬ 
to, preponderante quando tobs è maggiore 
di tw, dipende da tw secondo una legge di 
scala temporale identica a quella dei po¬ 
limeri vetrosi; anche la sua forma è quella 
della legge di Kohlrausch, ma l’esponente 
|3 varia con la temperatura. 

La risposta sinusoidale 

Un altro esperimento importante è la 
misurazione della risposta a un’eccitazio¬ 
ne sinusoidale pura. In un sistema lineare 
(un sistema è lineare se la sua risposta alla 
somma di due eccitazioni ' è uguale alla 
somma delle singole risposte), questa ri¬ 
sposta è direttamente collegata al rilassa¬ 
mento di cui abbiamo parlato in prece¬ 
denza: siccome è possibile scomporre sot¬ 
to il profilo matematico qualunque evolu¬ 
zione temporale in una somma di contri¬ 
buti elementari sinusoidali puri (opera¬ 
zione nota col nome di trasformata di 
Fourier), se si conosce la risposta di un 
sistema lineare a tutte le frequenze pure 
si può calcolare la sua risposta a tutte le 
forme di eccitazione. Si può tra l’altro ri¬ 
trovare la legge di rilassamento della ma¬ 
gnetizzazione termoresidua. 

Si sottopone il materiale a un campo 
che varia nel tempo in modo sinusoidale 
e si analizza la magnetizzazione risultan¬ 
te. Se il sistema è lineare, anche la sua 
magnetizzazione è una sinusoide pura con 
lo stesso periodo, ma la sfasatura è tanto 
più grande quanto maggiore è il tempo di 
rilassamento proprio del sistema rispetto 
a questo periodo. Si distinguono due parti 
della risposta, una, x '^ l’altra, x\ 
sfasata di 90 gradi rispetto al campo. L’il¬ 
lustrazione di pagina 171 mostra un coni- 
portamento tipico dei vetri di spin. All’i¬ 
nizio la suscettività in fase presenta un 
picco in funzione della temperatura. Al 
diminuire della frequenza questo picco si 
sposta verso le basse temperature e diven¬ 
ta via via più acuto. Nella fase di vetro di 
spin la suscettività x' è tanto più debole 
quanto più grande è la frequenza; compa¬ 
re però la suscettività sfasata di 90 gradi 
X", che è tanto maggiore quanto più ele¬ 
vata è la frequenza. Ciò dimostra la visco¬ 
sità della fase di vetro di spin, la cui dissi¬ 
pazione è tanto maggiore quanto più ele¬ 
vata è la frequenza. Le variazioni di x^ ^ 
X" in funzione della frequenza sono molto 
diverse da quelle dei sistemi clàssici, come 
si può prevedere dall’esistenza, dedotta 
dalle misure di rilassamento, di un’ampia 
distribuzione dei tempi caratteristici. 

Fluttuazioni libere 

Di recente l’arsenale delle misurazioni 
a bassa frequenza del comportamento di 
un sistema nella fase di vetro di spin si è 
" arricchito di una nuova tecnica di grandis¬ 
sima potenza. Si tratta dello studio delle 
fluttuazioni libere della magnetizzazione, 
in cui si osserva il materiale all’equilibrio 
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senza alcun tipo di eccitazione. Con que¬ 
sta tecnica si misura il «rumore magneti¬ 
co» spontaneo del campione. 

Ogni esperto di elettronica sa prevede¬ 
re l’entità del rumore termico di un dispo¬ 
sitivo elettronico applicando il famoso 
teorema di Nyquist, che lega la fluttuazio¬ 
ne della tensione ai capi di un elemento 
elettrico passivo al valore della sua re¬ 
sistenza. Storicamente il teorema di Ny¬ 
quist è stato la prima enunciazione di una 
relazione molto generale della termodina¬ 
mica statistica, chiamata teorema di flut¬ 
tuazione-dissipazione. (Un sistema all’e¬ 
quilibrio non è immutabile ed evolve con¬ 
tinuamente intorno al suo stato di equili¬ 
brio dando luogo a fluttuazioni.) Il teore¬ 
ma stabilisce una relazione tra le fluttua¬ 
zioni di un sistema in equihbrio termodi¬ 
namico e la sua viscosità. In effetti queste 
due grandezze hanno la proprietà di esse¬ 
re entrambe conseguenza di interazioni 
aleatorie fra il sistema studiato e il mezzo 
in cui è immerso (per esempio il sistema 
degli spin è soggetto alle vibrazioni termi¬ 
che del reticolo atomico). In un sistema 
magnetico la viscosità è il rapporto tra la 
suscettività sfasata di 90 graà e la fre¬ 
quenza. Il teorema di fluttuazione-dissi¬ 
pazione si può evidentemente applicare 
solo a sistemi ergodici, perché gli insiemi 
delle configurazioni percorse durante le 
fluttuazioni libere e durante la risposta a 
un’eccitazione (misurazione di x") devono 
essere gli stessi. Inoltre esso assume la for¬ 
ma semplice ora enunciata soltanto nei 
sistemi a dinamica lineare. 

Le misurazioni delle fluttuazioni ma¬ 
gnetiche sono delicatissime e sono possi¬ 
bili solo da quando sono state introdotte 
le moderne tecniche di magnetometria a 
effetto Josephson, le quali permettono di 
rilevare campi magnetici dell’ordine di 
10 “^^ gauss (il campo magnetico terrestre 
vale circa 0,5 gauss). Queste misurazioni 
sono molto adatte allo studio dei sistemi 
disordinati in cui la suscettività sfasata di 
90 gradi è in genere rilevante a bassa fre¬ 
quenza. In effetti se la suscettività x" è 
indipendente dalla frequenza (caso limite 
di una distribuzione uniforme dei tempi di 
rilassamento), il rumore corrispondente 
varia come l’inverso della frequenza e 
quindi a bassa frequenza i contributi sa¬ 
rebbero rilevanti. 

L’illustrazione della pagina a fronte for¬ 
nisce un esempio tipico di spettri di ma¬ 
gnetizzazione rilevati in vetri di spin all’e- 
quilibrio e dopo un tempo d’invecchia¬ 
mento sufficiente perché le fluttuazioni 
siano stazionarie in tutta la gamma di fre¬ 
quenze. Vi è perfetto accordo con i valori 
dedotti, sfruttando la relazione di fluttua¬ 
zione-dissipazione, dai risultati delle mi¬ 
surazioni della suscettività sfasata di 90 
gradi x". Ciò può sembrare sorprendente, 
visto che conosciamo il carattere non er¬ 
godico dei vetri di spin che rivelano diffe¬ 
renze di comportamento a seconda che la 
loro «tempratura» sia stata effettuata in 


presenza di campo magnetico o a campo 
nullo. Come può la relazione di fluttua¬ 
zione-dissipazione descrivere il compor¬ 
tamento di materiali di questo genere? Si 
possono soltanto avanzare alcune ipotesi. 
Le due misurazioni a cui si riferisce la re¬ 
lazione di fluttuazione-dissipazione sono 
misurazioni di frequenze che obbediscono 
agli stessi vincoli temporali: una misura¬ 
zione effettuata a una data frequenza ha 
una durata caratteristica, che è l’inverso 
di questa frequenza. Si può allora pensare 
che gli insiemi di configurazioni esplorati 
in misurazioni diverse con scale tempora¬ 
li equivalenti abbiano, benché disgiunti, 
proprietà locali simili. Ciò potrebbe esse¬ 
re dovuto alla proprietà già ricordata del- 
l’autosomiglianza dello spazio degli stati 
{si veda Villustrazione a pagina 167 in bas¬ 
so), propnctèi affatto compatibile con l’ul- 
trametricità che deriva dalle teorie del 
campo medio ricordate nella discussione 
degli aspetti statici. 

I tre tipi di esperimenti che abbiamo 
appena descritto hanno permesso di otte¬ 
nere un’immagine coerente delle proprie¬ 
tà dinamiche lente dei vetri di spin. Sulla 
base dei loro risultati resta però da svilup¬ 
pare una teoria che possa spiegare il com¬ 
plesso delle proprietà statiche e dinami¬ 
che di questi sistemi. 

Un modello di memoria associativa 

L’interesse per i vetri di spin supera di 
molto l’ambito degli studi delle proprietà 
magnetiche della materia. Essi hanno re¬ 
centemente ispirato tutta una branca della 
meccanica statistica e hanno messo in luce 
le connessioni profonde tra i comporta¬ 
menti di moltissimi sistemi complessi. Gli 
strumenti concettuali messi a punto sono 
stati applicati in domini svariatissimi, che 
vanno dai problemi di ottimizzazione alla 
biologia. Il caso più affascinante è quello 
delle memorie associative, o reti di neu¬ 
roni, cui ora accenneremo. 

Un modello semplificato di neurone è 
costituito da un elemento che può assu¬ 
mere due stati (attivo o inattivo); questo 
elemento è fornito di un certo numero di 
ingressi (connessioni sinaptiche) e di u- 
na uscita (assone) che trasporta il segnale 
corrispondente allo stato del neurone. Il 
segnale d’uscita di un neurone è trasmesso 
agli ingressi di quelli che lo circondano 
tramite le sinapsi. Una sinapsi ha il com¬ 
pito di fornire agli ingressi di certi neuroni 
un segnale derivato dal segnale d’uscita di 
un altro neurone. Un modello del funzio¬ 
namento delle sinapsi si ottiene conside¬ 
rando che ogni neurone riceve un segnale 
d’ingresso ottenuto sommando i segnali 
d’uscita di tutti gli altri, ciascuno pesato 
mediante un coefficiente sinaptico che di¬ 
pende dalla coppia emettitore-ricevitore. 
Un neurone è attivo o inattivo a seconda 
che la somma dei segnali sinaptici superi 
o no una soglia caratteristica. È evidente 
la somiglianza con un modello di Ising in 
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cui ogni spin può avere due orientazioni e 
le interazioni fra due spin hanno valori 
distribuiti in modo aleatorio. Abbiamo vi¬ 
sto che un sistema del genere possiede sta¬ 
ti stabili verso i quali si evolve spontanea¬ 
mente a partire da qualsiasi configurazio¬ 
ne vicina. 

Sulla base di questo modello si può co¬ 
struire una memoria elettronica. L’ap¬ 
prendimento si compie non assegnando a 
un certo numero di elementi della memo¬ 
ria un valore corrispondente all’informa- 
zione da registrare, bensì dando a ciascun 
coefficiente sinaptico un valore calcolato 
a partire daU’informazione (l’immagine) 
da memorizzare. Quindi lo stato stabile 
dell’intera memoria corrisponde all’infor¬ 
mazione esatta, ma, a differenza di una 
memoria indirizzabile, la memoria asso¬ 
ciativa ha una dinamica di riconoscimento 
dell’informazione. Supponiamo di impor¬ 
re a tutti i neuroni un’immagine legger¬ 
mente diversa dall’immagine memorizza¬ 
ta e di lasciare poi che il sistema evolva. 
Esso tornerà allo stato stabile e restituirà 
l’immagine esatta. Si può anche andare 
oltre e sovrapporre la registrazione di un 
numero di immagini tanto più grande 
quanto maggiore è il numero dei neuroni. 
Vi saranno delle limitazioni evidenti: due 
immagini troppo vicine interferiranno e 
verranno confuse; gli errori di restituzio¬ 
ne aumenteranna coniinumero di imma¬ 
gini registrate, fino alla transizione verso 
uno stato di «vetro di spin» in cui la resti¬ 
tuzione diventerà impossibile perché gli 
stati stabili diverranno aleatori (almeno 
rispetto alle immagini registrate). Me¬ 
diante l’applicazione di soglie sinaptiche 
si potrà limitare la perdita delle informa¬ 
zioni a quelle più vecchie, per esempio. 

Questo modello è un potente strumen¬ 
to per il riconoscimento delle forme e per 
l’associazione di immagini, e i suoi mec¬ 
canismi profondi hanno molte somiglian¬ 
ze con quelli che regolano il funzionamen¬ 
to della memoria negli esseri viventi. Sot¬ 
to questo profilo i vetri di spin sono sem¬ 
plicemente la realizzazione fisica di una 
memoria saturata, ossia di una memoria 
in cui tutte le conoscenze precedenti degli 
stati stabili (immagini, per la memoria) 
sono perdute. Tuttavia abbiamo visto che 
gli strumenti della termodinamica statisti¬ 
ca permettono una conoscenza globale 
delle proprietà di questi sistemi e delle 
leggi che li governano. Così fenomeni in 
apparenza estranei, come da una parte le 
proprietà della materia cosiddetta inerte 
e dall’altra certe proprietà simili alle fa¬ 
coltà che di solito si attribuiscono alla ma¬ 
teria vivente, sembrano prestarsi alla stes¬ 
sa analisi. È vero che la storia della scien¬ 
za ci ha abituati a esiti imprevisti. I pre¬ 
cursori della termodinamica classica cer¬ 
cavano solo di studiare il rendimento delle 
macchine termiche; e invece gettarono le 
basi di una scienza i cui principi si appli¬ 
cano a tutti i fenomeni naturali, compresa 
la vita. 
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«Vetri di spin» 

I modelli matematici di questi materiali, caratterizzati a livello atomico 
da interazioni magnetiche disordinate, servono per Vanalisi di problemi 
complessi in campi quali la scienza dei calcolatori e la neurobiologia 


di Daniel L. Stein 


L a sporcizia può essere spinta in un 
angolo o nascosta sotto il tappe- 
^ to, ma prima o poi richiede at¬ 
tenzione. In fisica «sporcizia» può indi¬ 
care disordine in una struttura, impurez¬ 
ze in un materiale o competizione fra più 
interazioni. La sporcizia è nemica del- 
Fordine. Quantità sufficienti di casuali¬ 
tà, di imperfezioni e di discordanze pos¬ 
sono distruggere le simmetrie intrinse¬ 
che che semplifìcano drasticamente le 
descrizioni fisiche. Per la ma^or parte 
della storia della fisica la sporcizia è stata 
spinta in un angolo e gli scienziati si sono 
dedicati allo studio di sistemi ordinati, 
quali i cristalli perfetti. Tuttavia, alFini- 
zio degli anni settanta, essi furono co¬ 
stretti a fronteggiare il disordine; la spor¬ 
cizia che si era depositata nei corridoi 
della scienza cominciò a venire alla luce. 
Inizialmente, per esempio, venne pro¬ 
dotto un po' di disordine in un cristallo 
perfetto per acquisire conoscenze sui ve¬ 
tri, i cui atomi sono «congelati» in posi¬ 
zioni casuali nello spazio; ma questi ten¬ 
tativi fallirono. Escludere quantità trop¬ 
po grandi di disordine da sistemi per loro 
natura «sporchi» è come cercare di stu¬ 
diare una pozzanghera di fango pulita. 

Uno dei tentativi di maggior successo 
per comprendere i sistemi disordinati è 
stato io studio dei cosiddetti «vetri di 
spin». La composizione di questo mate¬ 
riale non ha nulla di notevole - qualche 
atomo di ferro sparso in un reticolo di 
atomi di rame - ma le sue proprietà ma¬ 
gnetiche sono stupefacentemente com¬ 
plesse e talvolta risultano imprevedibili 
in maniera frustrante. Lo «spin» al quale 
ci si riferisce è quello quantomeccanico 
che dà origine a effetti magnetici; con il 
termine «vetro» si indica invece il disor¬ 
dine nelForientazione e nelle interazioni 
degli spin. Il vetro di spin è un sistema 
sporco per eccellenza. 

Le tecniche messe a punto per esami¬ 
nare i vetri di spin sono state applicate 
allo studio di problemi complessi in cam¬ 
pi estremamente diversificati, quali la 
scienza dei calcolatori, la neurologia, la 


biochimica e lo studio dell'evoluzione 
biologica. 

Le interessanti caratteristiche dei vetri 
di spin, la loro dinamica e la loro com¬ 
plessità sono tutte dovute alle interazio¬ 
ni magnetiche tra gli atomi che li com¬ 
pongono. Certi atomi si comportano co¬ 
me piccolissime barrette magnetiche: 
generano campi magnetici e ne sono sog¬ 
getti. La direzione, il verso e l'intensità 
degli effetti magnetici si possono descri¬ 
vere mediante una grandezza vettoriale, 
il momento magnetico. Se un blocco di 
materiale i cui atomi si comportano co¬ 
me magneti viene esposto a un campo 
esterno, i momenti magnetici tendono 
ad allinearsi in una direzione particola¬ 
re. In alcuni materiali questo allinea¬ 
mento dei momenti magnetici può veri¬ 
ficarsi anche a causa di forti effetti inter¬ 
ni associati alla struttura atomica. 

Uno di questi effetti determina l'alli¬ 
neamento dei momenti magnetici, il 
quale spiega le forti proprietà magneti¬ 
che del ferro, e per questo motivo viene 
chiamato ferromagnetismo, anche se è 
riscontrabile in molti altri materiali quali 
il cobalto e il nichel. Il ferromagnetismo 
è dovuto alle proprietà quantomeccani¬ 
che degli elettroni più interni di questi 
metalli, proprietà che rendono favore¬ 
vole dal punto di vista energetico la di¬ 
sposizione parallela dei momenti ma¬ 
gnetici di atomi adiacenti. In altre paro¬ 
le, se i momenti magnetici di due atomi 
ferromagnetici adiacenti hanno lo stesso 
verso, è necessario fornire energia per 
orientare uno dei momenti magnetici nel 
verso opposto; viceversa, se i momenti 
magnetici hanno verso opposto, il loro 
riallineamento libera energia. Quindi, 
l'energia magnetica totale è minima se i 
momenti magnetici di tutti gli atomi han¬ 
no lo stesso verso. 

Fornendo energia termica a un mate¬ 
riale ferromagnetico si può influire sul¬ 
l’allineamento degli spin. Se il ferro puro 
viene riscaldato ad alta temperatura, l'e¬ 
nergia termica predomina sulle intera¬ 
zioni ferromagnetiche, cosicché il verso 


di ogni momento magnetico cambia ca¬ 
sualmente da un istante all'altro. Un'i¬ 
stantanea degli atomi di ferro mostre¬ 
rebbe che in media vi sono tanti momen¬ 
ti magnetici rivolti verso l'alto, quanti 
verso il basso, verso sinistra e verso de¬ 
stra, in avanti e all'indietro. Il vettore 
somma di tutti i momenti magnetici, o 
magnetizzazione netta, è nullo. (Per es¬ 
sere precisi, vi è una probabilità eleva¬ 
tissima che la magnetizzazione netta sia 
estremamente piccola.) In questa fase il 
ferro è chiamato paramagnetico. 

Quando la temperatura viene ridotta, 
le interazioni tra i momenti magnetici 
diventano predominanti e i vettori ten¬ 
dono ad allinearsi in uno stato di energia 
inferiore. Alla temperatura critica di 771 
gradi Celsius la disposizione degli atomi 
cambia repentinamente e radicalmente 
e i momenti magnetici si allineano per lo 
più nello stesso verso. (La magnetizza¬ 
zione appare assente in un comune cam¬ 
pione di ferro a causa di un altro compli¬ 
cato processo che suddivide lo stato or¬ 
dinato in domini. In ogni dominio, tut¬ 
tavia, i momenti magnetici hanno tutti 

10 stesso verso.) Alla temperatura critica 

11 ferro subisce una transizione di fase da 
paramagnetico a ferromagnetico. 

In altri materiali, invece, prevale un 
diverso tipo di ordine negli stati di bassa 
energia. Per esempio, atomi di cromo 
contigui tendono ad allineare i momenti 
magnetici in versi opposti; se il momento 
magnetico di un atomo è orientato verso 
l'alto, quello di un atomo adiacente è 
orientato verso il basso. Questo compor¬ 
tamento, opposto a quello del ferro, vie¬ 
ne definito antiferromagnetico. Analo¬ 
gamente a un materiale ferromagnetico, 
anche il cromo ha una temperatura cri¬ 
tica alla quale si trasforma da materiale 
paramagnetico (con disposizione casua¬ 
le dei momenti magnetici) a materiale 
antiferromagnetico (con i momenti ma¬ 
gnetici allineati in versi opposti). 

È notevole il fatto che i vetri di spin 
mostrino proprietà sia ferromagnetiche 
sia antiferromagnetiche. In certi vetri di 
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Cristallo e vetro, pur apparentemente molto simili, sono fasi strut¬ 
turali distinte della materia. Un cristallo è un solido, mentre un 
vetro è un fluido a scorrimento lento. Analogamente, nei cosiddetti 


«vetri di spin» si può avere un'orientazione permanente degli spin 
degli atomi, il che dà luogo a una nuova fase della materia; oppure 
Torientazione degli atomi può variare in modo estremamente lento. 
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spin, un metallo ospite non magnetico 
viene «diluito» con un piccolo numero di 
atomi che hanno momento magnetico 
non nullo, ossia sono dotati di spin. Due 
atomi magnetici adiacenti in una «lega 
magnetica» così diluita possono presen¬ 
tare interazioni ferromagnetiche o anti¬ 
ferromagnetiche. Per esempio, se si me¬ 
scolano alcune parti di ferro con 100 par¬ 
ti di rame gli atomi di ferro, che di solito 
interagiscono in modo ferromagnetico, 
possono interagire anche in modo anti¬ 
ferromagnetico. Sebbene le ragioni di un 
comportamento di questo tipo siano da 
ricondurre alle sottigliezze della teoria 
dei quanti, il fenomeno può essere de¬ 
scritto qualitativamente. 

Ciascuno degli elettroni di conduzio¬ 
ne che si muovono liberamente nel rame 
possiede uno spin che viene influenzato 
in modo alquanto strano da un atomo di 
ferro. A una certa distanza gli atomi di 
ferro fanno orientare lo spin degli elet¬ 
troni di conduzione in modo che sia pa¬ 
rallelo al loro stesso spin; a una distanza 
poco maggiore lo spin degli elettroni di 
conduzione è antiparallelo allo spin del 
ferro. Ancora più in là lo spin è paralle¬ 
lo, e così via. Quindi l’atomo di ferro si 
trova al centro di una successione di sfe¬ 
re concentriche di influenza decrescente 
in cui il suo effetto è alternativamente 
ferromagnetico e antiferromagnetico. 

Poiché gli elettroni di conduzione del 
metallo ospite mediano le interazioni tra 
due atomi magnetici adiacenti, questi ul¬ 
timi possono interagire in modo ferro- 
magnetico o antiferromagnetico a se¬ 
conda della distanza tra di essi. Di con¬ 
seguenza, in un vetro di spin composto 
da molti atomi di un metallo dis[>ersi in 
una matrice di un altro metallo, circa 
metà di tutte le coppie di atomi interagi¬ 
rà in modo ferromagnetico, mentre l’al¬ 


tra metà interagirà in modo antiferroma¬ 
gnetico. Pertanto in metà dei casi l’ener¬ 
gia magnetica di una coppia di atomi di 
ferro diminuisce se i loro spin sono pa¬ 
ralleli, mentre negli altri casi l’energia 
diminuisce se g^i spin sono antiparalleli. 

Il risultato di questo duplice compor¬ 
tamento è che un atomo con un dato spin 
può non essere in grado di orientarsi in 
modo tale da interagire appropriata- 
mente con tutti gli altri atomi del vetro 
di spin. Immaginiamo tre atomi di ferro 
distribuiti casualmente in un reticolo di 
rame. Il primo atomo interagisce in mo¬ 
do antiferromagnetico con il secondo, 
mentre le interazioni tra il primo e il ter¬ 
zo e tra il secondo e il terzo sono ferro- 
magnetiche. Non esiste alcuna possibili¬ 
tà di realizzare contemporaneamente 
tutte le interazioni. Per esempio, se lo 
spin del primo atomo è orientato verso 
l’alto, lo spin del secondo deve essere 
orientato verso il basso. Il terzo, a sua 
volta, dovrebbe allineare il proprio spin 
nella stessa direzione sia del primo (spin 
verso l’altp) sia del secondo (spin verso 
il basso). È evidente che almeno una di 
queste interazioni è im|X)ssibile. Un si¬ 
stema nel quale non possono manifestar¬ 
si contemporaneamente tutte le possibili 
interazioni si dice «frustrato». 

Una diretta conseguenza della frustra¬ 
zione è che un vetro di spin può avere 
molti stati di bassa energia. Per esempio, 
se il primo, il secondo e il terzo atomo 
hanno spin rispettivamente su, giù, su o 
su, giù, giù, essi si trovano nel loro stato 
energetico più basso, perché il numero 
di violazioni è il minimo possibile. 

T e conseguenze della frustrazione si 
spingono ben oltre la fisica dei vetri 
di spin fino a problemi complessi in mol¬ 
te altre discipline. Nel caso dei vetri di 


spin, il fatto che non vi sia un unico stato 
di bassa energia è correlato alla doman¬ 
da: il vetro di spin è una nuova fase della 
materia o è solo una sostanza parama- 
g^netica estremamente viscosa? La tran¬ 
sizione da liquido a cristallo o da com¬ 
portamento paramagnetico a comporta¬ 
mento ferromagnetico al diminuire della 
temperatura è una vera transizione di fa¬ 
se: gli stati che ne risultano conservano 
un ordinamento distinto fino a quando 
la temperatura viene mantenuta entro 
certi valori. D’altra parte il vetro comu¬ 
ne, sebbene appaia come una fase a sé 
stante, è fondamentalmente un liquido: 
esso fluisce, ma con una velocità tanto 
bassa da sembrare un solido. 

Il vetro di spin potrebbe essere una 
fase distinta della materia, il cui ordina¬ 
mento magnetico, o allineamento degli 
spin, si conserva fino a quando la tem¬ 
peratura viene mantenuta bassa. D’altra 
parte questi vetri potrebbero essere ma¬ 
teriali paramagnetici le cui proprietà di¬ 
namiche sono rallentate al punto che essi 
sembrano costituire una fase statica. Se 
si osservasse un cambiamento di orien¬ 
tazione negli spin di un vetro di spin 
mantenuto a bassa temperatura si po¬ 
trebbe concludere che esso è semplice- 
mente un materiale paramagnetico. Per 
tale verifica definitiva, tuttavia, il vetro 
di spin dovrebbe venire osservato proba¬ 
bilmente per un periodo più lungo del¬ 
l’età dell’universo. 

Una cosa che si può fare in laboratorio 
è cercare di osservare una transizione di 
fase, ossia un’improvvisa variazione del¬ 
le proprietà magnetiche e termodinami¬ 
che del vetro di spin in corrispondenza 
di una temperatura critica. Purtroppo le 
misurazioni di differenti proprietà han¬ 
no fornito risposte discordanti. 

Nel 1970 Vincent D. Cannella, John 



Nei materiali paramagnetici, ferromagnetici e antiferromagnetici 
gli atomi $i comportano come minuscole barrette magnetiche; le 
frecce indicano il «polo nord» di un atomo (cioè l’orientazione 
del suo spin). Gli atomi di un materiale paramagnetico {a sinistra) 
hanno un’orientazione degli spin casuale e variabile nel tempo. In 


un materiale ferromagnetico (ai centro) gli spin sono tutti allinea¬ 
ti nello stesso verso, mentre in un materiale antiferromagnetico (a 
destra) gli atomi adiacenti hanno spin allineati in versi oppo¬ 
sti. Un vetro di spin è forse simile a un materiale paramagnetico 
«congelato», con un’orientazione degli spin casuale e permanente. 
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A. Mydosh e Joseph I. Budnick della 
Fordham University studiarono le pro¬ 
prietà magnetiche di leghe oro-ferro. 
Tra l’altro essi misurarono la suscettività 
magnetica delle leghe, cioè la variazione 
di magnetizzazione al variare (per picco¬ 
li incrementi) di un campo magnetico 
esterno. Al pari di molti altri ricercatori 
che nel frattempo hanno ripetuto l’espe¬ 
rimento, essi osservarono una brusca va¬ 
riazione di suscettività a una temperatu¬ 
ra critica al tendere a zero del campo 
magnetico. Questa improvvisa variazio¬ 
ne indicava una transizione di fase. 

Altri esperimenti hanno condotto al¬ 
la conclusione opposta. Ci si potrebbe 
as(>ettare che una transizione di fase sia 
contraddistinta da una brusca variazione 
di una grandezza termodinamica quale il 
calore specifico (la quantità di calore ne¬ 
cessaria per far aumentare di un certo 
valore la temperatura di una sostanza), 
ma nessuna variazione del genere è stata 
osservata. Anzi, il calore specifico di 
molti tipi diversi di vetri di spin presenta 
un’ampia curva continua con un massi¬ 
mo a una temperatura che in genere è 
superiore di circa il 20 per cento alla tem¬ 
peratura di transizione indicata dalle mi¬ 
surazioni della suscettività. 

Inoltre, certi dati fanno pensare che le 
misurazioni di proprietà magnetiche e 
termiche siano eseguite su tempi troppo 
brevi da permettere al vetro di spin di 
reagire completamente al cambiamento 
delle condizioni. Non è quindi ancora 
chiaro se sia stata effettivamente osser¬ 
vata in laboratorio una transizione di fa¬ 
se nei vetri di spin. 

entre i ricercatori di laboratorio la- 

mentano i risultati contraddittori, i 
teorici sono ostacolati dalla scarsa cono¬ 
scenza della termodinamica dei sistemi 
disordinati. Nell’ultimo decennio il gros¬ 
so della ricerca teorica è stato eseguito, 
per motivi di semplicità e di trattabilità, 
su modelli di vetri di spin chiaramente 
non realistici. Nonostante ciò, il tentati¬ 
vo di capire tali semplici modelli ha for¬ 
nito notevoli risultati, rivelando molte 
caratteristiche sorprendenti. 

Sam F. Edwards dell’Università di 
Cambridge e Philip W. Anderson della 
Princeton University hanno introdotto 
nel 1975 un modello «a breve raggio d’a¬ 
zione» dei vetri di spin che è stato molto 
studiato. Nel loro modello, gli spin era¬ 
no posizionati ai vertici di un reticolo 
cubico. Uno spin interagiva solo con i 
suoi vicini immediati, ma una data inte¬ 
razione aveva la stessa probabilità di es¬ 
sere ferromagnetica o antiferromagneti¬ 
ca. Edwards e Anderson assegnarono a 
caso valori numerici alle interazioni. (I 
numeri indicavano l’intensità e il tipo di 
interazione ed erano positivi per le inte¬ 
razioni ferromagnetiche, negativi per 
quelle antiferromagnetiche.) 

Supponiamo ora di tracciare una cur¬ 
va chiusa nel reticolo, cominciando con 
un’interazione tra uno spin e il suo vi¬ 
cino, spostandoci verso un’interazione 


adiacente e continuando così fino a ri¬ 
tornare all’atomo di partenza. Se regi¬ 
striamo i valori delle interazioni lungo la 
curva chiusa e li moltiplichiamo tra loro, 
si ha frustrazione ogni volta che il pro¬ 
dotto è negativo. Dal momento che un 
normale reticolo contiene molte curve 
chiuse frustrate, è estremamente diffici¬ 
le determinare, per tutti i siti, i valori 
degli spin che rendono minima l’energia 
totale del sistema. In realtà il sistema 
può avere molti stati di bassa energia, 
anche del tutto privi di correlazioni reci¬ 
proche. Fu ben presto chiaro che i me¬ 
todi matematici esistenti non erano in 
grado di rivelare il comportamento a 
bassa energia neppure di questo modello 
relativamente semplice. 

Subito dopo le ricerche di Edwards e 
Anderson, David Sherrington dell’Im- 
perial College di Londra e Scott Kirkpa- 
trick del Thomas J. Watson Research 
Center dell’IBM proposero un modello 
«a raggio d’azione infinito». Essi ipotiz¬ 
zarono che in media ogni spin interagisse 
con la stessa intensità con ogni altro spin 
del sistema; la Ibro speranza era che l’i¬ 
potesi, pur essendo molto meno realisti¬ 
ca, potesse condurre a un modello facil¬ 
mente risolvibile. Il modello presentava 
una vera transizione di fase, da una fase 
paramagnetica a una di vetro di spin nel¬ 
la quale gli spin erano congelati in una 
disposizione permanente casuale. Co¬ 
munque, i tentativi di ricavare le pro¬ 
prietà della fase di vetro di spin risulta¬ 
rono molto più difficili del previsto. 

Nel 1979 Giorgio Parisi dell’Universi¬ 
tà di Roma ricavò una soluzione del mo¬ 
dello di Sherrington-Kirkpatrick. Tale 
soluzione non è stata ancora dimostrata 
definitivamente, anche se vi sono nume¬ 
rosi dati che la sostengono. Tuttavia, al¬ 
l’epoca della proposta, essa appariva 
tanto misteriosa e diversa dalle prece¬ 
denti descrizioni di fasi della materia che 
passarono quattro anni prima che le sue 
proprietà potessero essere comprese in 
senso fisico. 

La soluzione di Parisi indica che, al di 
sotto della temperatura critica, un vetro 
di spin di Sherrington-Kirkpatrick può 
essere congelato in una fase fra le molte 
possibili, ciascuna delle quali rappresen¬ 
ta uno stato di bassa energia. La corre¬ 
lazione tra questi stati non è però una 
semplice trasformazione di simmetria, 
quale l’inversione di tutti gli spin. Per 
passare da uno stato energetico di bassa 
energia a un altro è necessario invertire 
una frazione significativa degli spin. Nel 
1977 le ricerche di Anderson, David J. 
Thouless dell’Università di Birmingham 
e Richard G. Palmer di Princeton raffor¬ 
zarono l’ipotesi che possano esistere 
molte soluzioni non banali in un modello 
di vetro di spin di grande scala. Questo 
aspetto sorprendente del modello di 
Sherrington-Kirkpatrick ha importanti 
conseguenze in problemi di scienza dei 
calcolatori, di biologia e di altre discipli¬ 
ne, come vedremo ora. 

Marc Mézard, Nicolas Sourlas e Gé- 



In un vetro di spin si sviluppa «frustrazio¬ 
ne» quando vi è competizione fra le intera¬ 
zioni magnetiche. Nella configurazione mo¬ 
strata, le linee verdi e rosse rappresentano 
interazioni che allineano gli spin rispettiva¬ 
mente nello stesso verso e nel verso opposto. 
Le frecce rappresentano il verso de^ spin 
in una disposizione che soddisfa tutte le in¬ 
terazioni tranne quella fra B e C. In questo 
caso non esiste una disposizione degli spin 
in grado di soddisfare tutte le interazioni. 


rard Toulouse dell’École Normale Supé- 
rieure di Parigi, Miguel A. Virasoro del¬ 
l’Istituto Marconi di Roma e Parisi di¬ 
mostrarono nel 1984 che questi stati di 
bassa energia presentano comunque al¬ 
cune correlazioni. In particolare, gli stati 
si possono ordinare in modo gerarchico, 
come in un albero genealogico o in un 
dendrogramma filogenetico, sulla base 
delle distanze reciproche. Per determi¬ 
nare la distanza tra gli stati, si considera 
per ogni stato una mappa che fornisce 
l’orientazione di ciascuno spin. Le map¬ 
pe sono sovrapposte a coppie per poter 
confrontare un dato spin di uno stato con 
lo spin dell’altro stato che si trova nella 
posizione corrispondente. Si sommano 
poi le differenze tra gli spin dei due stati 
per ricavare la distanza. Gli stati di bassa 
energia tendono a raggrupparsi insieme 
nell’albero genealogico: la minima di¬ 
stanza è quella tra «fratelli», seguono i 
«primi cugini», e così via. La comparsa 
di una simile struttura gerarchica è molto 
insolita nei sistemi fisici; essa ricorda 
piuttosto sistemi biologici e altri siste¬ 
mi sottoposti a evoluzione e potrebbe 
essere un aspetto comune a molti sistemi 
disordinati. 

Tuttavia i recenti studi dei più realisti¬ 
ci modelli a breve raggio d’azione, com¬ 
piuti dallo scomparso William L. McMil- 
lan dell’Università deH’lllinois a Urba- 
na-Champaign, da Daniel S. Fisher e 
David A. Muse degli AT&T Bell Labo¬ 
ratories e da Alan J. Bray e Michael A. 
Moore dell’Università di Manchester, 
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LValbero genealogico^^ dei vetri di spin descrive i rapporti tra gli stati di bassa energia del¬ 
la soluzione proposta da Giorgio PaHsi deirUniversiUl di Roma. Sovrapponendo due degli 
stati e contando gli spin orientati in versi opposti si ottiene la distanza tra gli stati. Le frecce 
in colore indicano che la distanza tra gli stati AeDé tre. Il primo livellodell*alberocollega 
stati separati da una distanza di due, il secondo livello stati separati da una distanza di tre. 


sembrano indicare che la struttura gerar¬ 
chica è un aspetto patologico del model¬ 
lo di Sherrin^on-Kirkpatrick a raggio 
d’azione infinito. Anche se la validità di 
queste nuove teorie è ancora in discus¬ 
sione, esse riproducono molte delle pro¬ 
prietà dei vetri di spin osservate in labo¬ 
ratorio. Queste teorie prevedono che 
una fase di vetro di spin a bassa tempe¬ 
ratura sia formata da due soli stati di 
minima energia; una visione quindi del 
tutto differente da quella del modello di 
Sherrington-Kirkpatrick. La spiegazio¬ 
ne di come i modelli a breve raggio d’a¬ 
zione e a raggio d’azione infinito siano 
correlati tra loro e ai vetri di spin reali 
rimane una difficile sfida per la comunità 
dei fisici teorici. 

'VTonestante la relativa ignoranza sulla 
natura dei vetri di spin, nell’ultimo 
decennio sono stati compiuti tentativi 
audaci, entusiasmanti e forse perfino av¬ 
ventati di applicazione delie attuali co¬ 
noscenze ad alcuni fondamentali proble¬ 
mi di scienza dei calcolatori, neurologia 
e biologa. Quali potrebbero essere le 
caratteristiche in comune tra i vetri di 
spin e questi problemi? Molti di essi non 
si possono ridurre a problemi a poche 
variabili; anzi, come i vetri di spin, essi 
comprendono un gran numero di varia¬ 
bili che interagiscono in modo non uni¬ 
forme. Nella maggior parte dei casi, co¬ 
me accade con la frustrazione nei vetri 
di spin, i vincoli del problema non pos¬ 
sono essere soddisfatti tutti contempora¬ 
neamente; perciò esistono spesso molte 
soluzioni possibili, apparentemente non 
correlate. 

I vetri di spin hanno fornito uno sche¬ 
ma matematico che possiede tutte que¬ 
ste interessanti proprietà e altre ancora. 
La teoria dei vetri di spin è stata perciò 
un ovvio punto di partenza per costruire 
modelli rudimentali di questi altri siste¬ 
mi complessi. Essa ha permesso di simu¬ 


lare talune proprietà dei sistemi che fi¬ 
nora era diffìcile o impossibile descrive¬ 
re con un modello. 

Alcune delle prime applicazioni della 
matematica dei vetri di spin hanno as¬ 
sunto la forma di algoritmi per calcola¬ 
tore destinati a risolvere problemi di ot¬ 
timizzazione combinatoria. Un esempio 
ben noto di tali problemi è quello del 
commesso viaggiatore. Qual è la distan¬ 
za più breve che un commesso può per¬ 
correre per visitare un certo numero di 
città e ritornare alla città di partenza? La 
risposta può sembrare elementare: si 
calcola la distanza tra ogni coppia di cit¬ 
tà, si sommano le distanze per tutte le 
possibili combinazioni di coppie che 
completano il viaggio e si sceglie la com¬ 
binazione più breve. Anche se questa 
strategia può andar bene nel caso che le 
città siano poche, al di là di un certo 
numero iniziano a sorgere problemi; al- 
l’aumentare del numero di città, il nu¬ 
mero di possibilità diventa enorme. 

Per esempio, se il numero di città è 
cinque, un calcolatore può calcolare fa¬ 
cilmente le 12 diverse possibilità. Con 10 
città, è ancora possibile calcolare le 
181 440 possibilità. Tuttavia, per sole 25 
città, il numero di possibili viaggi è tanto 
grande che un calcolatore capace di va¬ 
lutare un milione di possibilità al secon¬ 
do impiegherebbe 9,8 miliardi di anni, 
quasi due terzi dell’età dell’universo, per 
esaminarle tutte. 

Di solito problemi di ottimizzazione 
combinatoria come questo comprendo¬ 
no un gran numero di variabili e di vin¬ 
coli, un numero enorme di possibili com¬ 
binazioni e una funzione «costo>» che de¬ 
scrive tutti i possibili valori della gran¬ 
dezza da ottimizzare. (Nel problema del 
commesso viaggiatore la funzione costo 
è la lunghezza del viaggio in funzione di 
ogni possibile percorso.) Posti in termi¬ 
ni semplici, i problemi di ottimizzazio¬ 
ne combinatoria si riducono alla doman¬ 


da: qual è la soluzione di minor costo? 

Per molti di questi problemi, anche 
quelli che hanno un gran numero di va¬ 
riabili, algoritmi geniali riescono a tro¬ 
vare in un tempo relativamente breve la 
soluzione di costo minimo, o «global¬ 
mente» ottimale. Per certi tipi di proble¬ 
mi di ottimizzazione combinatoria, tut¬ 
tavia, si ritiene fermamente che sia im¬ 
possibile escogitare un algoritmo che 
trovi la soluzione migliore in un ragione¬ 
vole lasso di tempo per ogni caso del 
problema. Questi problemi «diffìcili» 
hanno spesso applicazioni pratiche nella 
logica, nella robotica, nella teoria del 
linguaggio e neH’immagazzinamento e 
recupero di dati. Non deve quindi sor¬ 
prendere il fatto che uno di questi pro¬ 
blemi diffìcili consista nel trovare la di¬ 
sposizione di spin di minima energia che 
soddisfi il modello tridimensionale dei 
vetri di spin di Edwards-Anderson. 

U na strategia alternativa per proble¬ 
mi difficili di ottimizzazione combi¬ 
natoria è quella di cercare soluzioni «lo¬ 
calmente» ottimali. Queste soluzioni di 
costo relativamente basso non possono 
essere migliorate con nessun piccolo ri¬ 
assestamento dei valori assegnati, come 
l’inversione di alcuni spin in un vetro di 
spin o la variazione dell’ordine in cui 
vengono visitate alcune città nel proble¬ 
ma del commesso viaggiatore. Anche se 
può esservi una certa riluttanza ad accet¬ 
tare una «buona» soluzione localmente 
ottimale, l’alternativa è forse quella di 
attendere fino al prossimo secolo un cal¬ 
colatore capace di ricavare «di forza» la 
soluzione migliore. 

Per coloro, quindi, che non sono di¬ 
sposti ad attendere tanto a lungo, Kirk- 
patrick, Charles D. Gelatt, Jr., e Mario 
Vecchi del Thomas J. Watson Research 
Center dell’IBM hanno inventato uno 
strumento di calcolo. Essi hanno proget¬ 
tato un algoritmo per calcolatore, chia¬ 
mato «ricottura simulata», che trova so¬ 
luzioni localmente ottimali in tempi ra¬ 
gionevolmente brevi. Questo algoritmo 
si basa su metodi fìsici per ottenere uno 
stato di bassa energia in un vetro di spin. 

L’energia di un particolare vetro di 
spin può essere descritta in funzione del¬ 
lo stato del sistema, ossia di una partico¬ 
lare disposizione degli spin. Se ogni spin 
può essere orientato in una direzione su 
due (per esempio, in alto o in basso) il 
numero totale di stati distinti è due ele¬ 
vato al numero di spin del sistema. Il 
sistema definisce se ogni data coppia di 
spin interagisce in modo ferromagnetico 
o antiferromagnetico e l’energia di un 
particolare stato dipende da quanti spin 
di tale stato soddisfano le interazioni. Se 
queste sono tutte soddisfatte lo stato ha 
energia minima; in caso contrario, ha un 
valore di energia superiore. 

L’energia come funzione di tutti gli 
stati descrive una superfìcie in uno spa¬ 
zio le cui dimensioni sono uguali al nu¬ 
mero degli spin. Invece di cercare di vi¬ 
sualizzare tale geometria, si immagini la 
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funzione come una catena di montagne: 
la quota di ogni punto rappresenta l’e¬ 
nergia di ciascuno stato. Supponiamo 
che il sistema si trovi attualmente in un 
particolare stato di alta energia: possia¬ 
mo immaginarlo come un atleta su una 
bicicletta da montagna in cima a una del¬ 
le vette. L’obiettivo dell’atleta è la ricer¬ 
ca della valle più profonda - lo stato di 
minima energia - senza avere a disposi¬ 
zione una mappa. 

L’atleta scende costeggiando il fianco 
della montagna fìno a raggiungere una 
valle vicina. Ritenendo improbabile di 
poter trovare la valle più profonda al pri¬ 
mo tentativo, esce pedalando dalla valle, 
raggiunge un passo montano e ridiscen¬ 
de in una valle ancora più profonda. Do¬ 
po aver pedalato per molte valli e molti 
passi, l’atleta crede di aver trovato la val¬ 
le più profonda, anche se non può aver¬ 
ne la certezza, poiché molte valli sono 
rimaste inesplorate. 

La ricerca di uno stato di bassa energia 


di un vetro di spin richiede un processo 
di riscaldamento e raffreddamento - os¬ 
sia di ricottura - analogo alle salite e alle 
discese dell’atleta. Se la temperatura è 
estremamente bassa, il sistema rimane in 
una valle anche poco profonda per un 
periodo molto lungo. Si potrebbe dire 
che all’aumentare della temperatura il 
sistema disponga di più energia per 
«compiere esplorazioni». L’orientazio¬ 
ne degli spin può invertirsi facilmente e 
quindi esso ha una più elevata probabi¬ 
lità di uscire dalle valli meno profonde e 
può cercare molte altre configurazioni 
possibili di spin, alcune delle quali po¬ 
trebbero avere energia inferiore a quella 
dello stato di partenza. 

Un semplice algoritmo per la ricerca 
di uno stato di energia relativamente 
bassa di un vetro di spin consiste quindi 
nel simulare un’alta temperatura (in mo¬ 
do che il sistema, in linea di principio, 
possa cercare uno stato qualsiasi) e nel 
raffreddare lentamente il sistema in mo¬ 


do che possa assestarsi in uno stato di 
energia inferiore. Se esso si blocca tem¬ 
poraneamente in una valle ad alta quota 
ha ancora una buona probabilità di sfug¬ 
gire dal passo più vicino andando alla 
ricerca di una valle più profonda (di mi¬ 
nore energia). Dopo molti cicli di riscal¬ 
damento e di raffreddamento, l’algo¬ 
ritmo ha una elevata probabilità di for¬ 
nire una buona soluzione - dòè uno stato 
di bassa energia - anche se la probabilità 
di trovare accidentalmente la migliore 
soluzione in uno spazio così grande è 
estremamente piccola. 

In molti problemi di ottimizzazione 
combinatoria la funzione costo rassomi¬ 
glia a un paesaggio tormentato in uno 
spazio di stati, proprio come la funzione 
energia nel caso di un vetro di spin. Gli 
algoritmi di ricottura simulata affronta¬ 
no i problemi di ottimizzazione combi¬ 
natoria come se l’obiettivo fosse quello 
di trovare una soluzione di bassa energia 
per un vetro di spin. La funzione costo 



Un vetro di spin può avere origine dall’interazione di atomi con 
elettroni di conduzione. Le frecce indicano il verso dello spin di un 
atomo. Ogni atomo si trova al centro di una serie di sfere concen¬ 
triche di influenza decrescente (in colore)^ nelle quali gli spin degli 


elettroni che circondano Tatomo hanno alternativamente allinea¬ 
mento antiparallelo (m rosso) e parallelo (m blu) allo spin dell’ato¬ 
mo. Gli elettroni mediano le interazioni fra gli atomi, i cui spin pos¬ 
sono invertirsi per effetto degli atomi e degli elettroni circostanti. 
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è Tanalogo dell’energia come funzione 
di stato. Anche se in questi problemi la 
temperatura non ha alcun signifìcato fi¬ 
sico, essa può essere aumentata o dimi¬ 
nuita come una temperatura reale, con¬ 
sentendo così al sistema di esplorare re¬ 
gioni dello spazio degli stati alla ricerca 
di una buona soluzione. In tal modo gli 
algoritmi di ricottura simulata possono 
trovare con relativa velocità soluzioni a 
basso costo per un gran numero di pro¬ 
blemi di ottimizzazione combinatoria. 

A ll’inizio degli anni ottanta, John J. 

^ Hopfield degli AT&T Bell Lab¬ 
oratories e del California Institute of 
Technology propose un’altra importante 
applicazione della matematica dei vetri 
di spin. Egli comprese che un sistema 
simile ai vetri di spin poteva eseguire cal¬ 
coli e immagazzinare informazioni, pur¬ 
ché fosse fornito delle opportune regole 
dinamiche. Il sistema era particolarmen¬ 
te interessante perché imitava l’architet¬ 
tura del cervello più strettamente dei 
normali calcolatori digitali (si veda l’ar¬ 
ticolo Circuiti elettronici basati su model¬ 
li biologici di David W. Tank e John J. 
Hopfield in «Le Scienze» n. 234, febbra¬ 
io 1988). 

Il modello di Hopfield è costituito da 
semplici «neuroni», ciascuno dei quali 
può assumere uno stato su due possibili: 
acceso (durante la scarica) e spento (in 
quiete). Il fatto che un neurone rimanga 
nel suo stato attuale o cambi stato dipen¬ 
de dagli stati di tutti i neuroni a esso 
collegati. La natura del calcolo da effet¬ 
tuare determina lo schema dei collega- 
menti tra i neuroni. Al contrario dei veri 
neuroni, quelli del modello di Hopfield 
interagiscono simmetricamente: l’effet¬ 
to di un neurone su un altro è analogo 
all’effetto del secondo sul primo. 

Sotto alcuni aspetti questo sistema 
rassomiglia a un vetro di spin: è un insie¬ 
me di variabili - ciascuna delle quali può 
assumere due valori - che interagiscono 
in modo complesso e non uniforme. Vi 
sono però differenze fondamentali nel 
senso che la distribuzione di probabilità 
delle interazioni del sistema neuronico è 
scelta a priori e le interazioni possono 
evolvere nel tempo, il che consente 
r«apprendimento». 

Per questo sistema si può definire una 
funzione energia dipendente dallo stato 
allo stesso modo che per i vetri di spin. 
Come in precedenza, il risultato è un tor¬ 
mentato paesaggio di montagna nello 
spazio degli stati. Le valli di energia po¬ 
trebbero corrispondere a ricordi da ri¬ 
chiamare, a forme da riconoscere o ad 
altri tipi di processi mentali. I collega- 
menti tra i neuroni del sistema stabilisco¬ 
no il numero, la posizione e il significato 
delle valli. 

Uno stimolo esterno determina la po¬ 
sizione iniziale del sistema nello spazio 
degli stati, ossia stabilisce quali neuroni 
sono in attività e quali in quiete. Un ba¬ 
cino di attrazione circonda il punto più 
basso di una valle: la «soluzione». Se il 


sistema si trova in un punto qualsiasi del 
bacino, esso evolve verso la soluzione 
associata. Pertanto, i secali provenienti 
daU'esterno danno avvio alla scelta di 
una data soluzione, richiamando, per 
esempio, un dato ricordo. 

Questo tipo di sistema differisce note¬ 
volmente dagli algoritmi lineari, sequen¬ 
ziali, progettati per i calcolatori digitali. 
Il tipo di calcolo qui impiegato, come 
quello che controlla il sistema nervoso di 
un animale, è collettivo, vale a dire tutte 
le parti (fel sistema interagiscono simul¬ 
taneamente runa con l’altra e molte di 
esse cambiano di stato durante lo svolgi¬ 
mento del calcolo. 

U n’altra connessione tra la matemati¬ 
ca dei vetri di spin e la biologia ri¬ 
guarda il campo dell’evoluzione biologi¬ 
ca. Una domanda fondamentale relativa 
agli inizi dell’evoluzione è la seguente: 
come può un «brodo» di piccole mole¬ 
cole come amminoacidi o acidi nucleici 
dare origine a macromolecole, quali le 
proteine e il DNA, altamente organizza¬ 
te e in grado di pK>rtare informazione? I 
processi chimici che hanno determinato 
questa evoluzione sono sconosciuti, tut¬ 
tavia è possibile costruire un modello 
matematico dell’evoluzione molecolare 
in cui si verifica un’interessante transi¬ 
zione da un piccolo numero di «informa¬ 
zioni» a numero superiore. 

Per esempio, le informazioni biologi¬ 
che contenute in una sequenza di mono¬ 
meri (i «mattoni» delle macromolecole o 
polimeri) hanno valore se aiutano il po¬ 
limero a sopravvivere. Prima che esistes¬ 
se un complesso meccanismo cellulare 
atto a tradurre le sequenze di DNA in 
proteine funzionali, la probabilità di so¬ 
pravvivenza di polimero era forse diret¬ 
tamente correlata alle proprietà chimi¬ 
che della sequenza in sé: facilità di repli¬ 
cazione, caratteristiche di piegamento, 
probabilità di essere assorbita su una su¬ 
perficie contigua, tendenza all’autoag- 
grovigliamento, stabilità e così via. 

All’inizio degli anni ottanta Daniel S. 
Rokhsar di Princeton, Anderson e io ab¬ 
biamo preso in esame due monomeri, X 
e Y, che in linea di principio possono 
rappresentare qualsiasi coppia di mole¬ 
cole di interesse biologico. I due mono¬ 
meri vengono mescolati in parti uguali. 
Al sistema viene imposta una successio¬ 
ne di eventi che porta alla formazione di 
filamenti sempre più lunghi di monome¬ 
ri al passare del tempo. La chiave per 
fornire un ricco contenuto di informa¬ 
zione sta in un processo caratterizzato 
sia da diversità sia da selezione. Diversi¬ 
tà significa che questa successione di 
eventi può produrre un gran numero di 
polimeri differenti. Se, per esempio, un 
legame X-Y è molto più stabile di un 
legame X-X o di uno Y-Y, il processo di 
crescita produce sempre polimeri con la 
sequenza X-Y-X-Y-X-Y e così via, e dal 
processo è possibile ricavare ben poche 
informazioni. Selezione vuole dire inve¬ 
ce che non tutti i polimeri hanno la stessa 


probabilità di formarsi o di sopravvive¬ 
re. Se un sistema produce ogni possibile 
tipo di polimeri, di nuovo non si ottiene 
alcuna informazione. Il contenuto di in¬ 
formazione di questo sistema può essere 
definito semplicemente dal logaritmo 
del rapporto tra il numero di polimeri 
possibili e il numero di quelli esistenti. 

Per creare sia diversità sia selezione i 
miei colleghi e io abbiamo studiato un 
modello abbastanza astratto nel quale 
l’interazione tra due monomeri di una 
catena polimerica ha una probabilità cir¬ 
ca uguale di far aumentare o di far dimi¬ 
nuire la probabilità di sopravvivenza del¬ 
la sequenza. Per una data catena, la pro¬ 
babilità totale di sopravvivenza per unità 
di tempo è la somma dei contributi di 
ogni coppia. Si può costruire un modello 
che spieghi statisticamente questi fatto¬ 
ri; da un punto di vista matematico, esso 
risulta molto simile ai modelli dei vetri 
di spin. 

Come la funzione di stato dei vetri di 
spin, anche la funzione probabilità di so¬ 
pravvivenza presenta molti picchi e valli 
nello spazio degli stati di tutti i polimeri 
del modello. Il modello dimostra che 
non tutti i polimeri sono ugualmente 
probabili (cosa che pare realistica). Inol¬ 
tre, via via che il numero dei polimeri 
«buoni» aumenta esponenzialmente con 
le dimensioni dei polimeri, viene mante¬ 
nuta una diversità sufficiente a produrre 
informazione. 

Q ualunque risultato possa derivare da 
queste ricerche, esse hanno favori¬ 
to un apprezzabile scambio di contributi 
tra discipline diverse quali fisica, mate¬ 
matica, scienza dei calcolatori, biologia, 
chimica, economia. Un numero sempre 
maggiore di ricercatori sta affrontando 
problemi fondamentali che esemplifica¬ 
no l’incertezza e il disordine dell’univer¬ 
so. Per ora abbiamo cominciato a com¬ 
prendere i motivi per cui questi sistemi 
sono così difficili da trattare matemati¬ 
camente e forse potremo arrivare a co¬ 
noscerli meglio nei loro stessi termini. 
Finalmente ci siamo decisi a rimboccarci 
le maniche e a sporcarci le mani. 
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Reazioni chimiche oscillanti 


Un tempo ritenute contrarie alle leggi naturali, è stato invece 
possibile realizzarle di recente in laboratorio; sembra che 
possano chiarire analoghi comportamenti nei sistemi viventi 


di Irving R. Epstein. Kenneth Kustin, Patrick De Kepper e Miklós Orbàn 


O vunque in fisica, in astronomia e 
in biologia si trovano fenomeni 
osciilantLo periodici. Essi van¬ 
no dal familiare movimento del pendolo e 
delle orbite dei pianeti ai complessi oro¬ 
logi biologici che governano il compor¬ 
tamento giornaliero e stagionale degli 
organismi viventi. Fino ad epoca recente, 
invece, i chimici credevano che le reazioni 
che avvengono nelle provette c nei bic¬ 
chieri da laboratorio fossero singolar¬ 
mente immuni da quelTandamento pe¬ 
riodico che è cosi familiare in altri settori 
della scienza. Infatti la maggior parte dei 
chimici formatisi prim a del 1950 era pro¬ 
babilmente convinta che, per una miscela 
di sostanze inorganiche semplici, il parte¬ 
cipare a una reazione che oscillava in 
modo visibile e periodico sarebbe stato 
una evidente violazione di una immutabi¬ 
le legge di natura. Anche oggi si suppone 
abitualmente che le reazioni chimiche 
siano unidirezionali: se due sostanze rea¬ 
giscono per dame una terza, ci si aspetta 
che la reazione continuerà regolarmente 
fino airesaurìmento dei reagenti o al rag¬ 
giungimento di uno stato di equilibrio. 
Normalmente non ci si aspetta che le con¬ 
centrazioni dei prodotti intermedi della 
reazione raggiungano un certo livello, 
quindi scendano a un livello inferiore per 
risalire poi e di nuovo abbassarsi ripetu¬ 
tamente, finché si formano prodotti stabi¬ 
li resistenti a successivi cambiamenti. 
Benché resoconti di tali reazioni appa¬ 
rissero sporadicamente nella letteratura 
chimica della fine deirOttocento e degli 
inizi del Novecento, essi furono respinti 
dalla larga maggioranza dei chimici come 
fenomeni non riproducibili, che potevano 
essere attribuiti probabilmente a processi 
estranei, come la corrosione, o la forma¬ 
zione di pellicole, che avvenivano nel cor¬ 
so delta reazione. Negli ultimi 25 anni, 
tuttavia, lo studio delle reazioni chimiche 
oscillanti ha fìnalmente conquistato ri¬ 
spettabilità e ora costituisce uno dei cam¬ 
pi della chimica in più rapido sviluppo. Lo 
studio promette di penetrare nella dina¬ 
mica chimica e nei meccanismi di catalisi e 
forse nei fenomeni periodici ancora oscu¬ 
ri che si osservano in biologìa e in geolo¬ 


gia, Mentre il primitivo piccolo gruppo di 
reazioni chimiche oscillanti fu trovato per 
caso, è ora possibile descrivere te condi¬ 
zioni che contribuiscono airoscillazìone c 
preparare una ricerca sistematica di nuovi 
sistemi oscillanti. Si tratta di una ricerca 
che ha già dato i suoi frutti. 

La riluttanza dei chimici ad accettare la 
realtà delle reazioni oscillanti può essere 
fatta risalire principalmente al secondo 
principio della termodinamica. Nella sua 
formulazione più nota, dovuta al fisico 
tedesco Rudolf Clausìus nel XIX secolo, 
il secondo principio stabilisce che Fentro- 
pia, ossìa la casualità, delFuniverso tende 
ad aumentare. Applicato alle reazioni 
chimiche, il principio richiede che un si¬ 
stema chimico, in assenza di apporti 
esterni di materia o dì energia, deve con¬ 
tinuamente tendere a uno stato finale dì 
equilibrio. Cioè, se A va verso B, deve 
essere così per tutta la durata della rea¬ 
zione senza deviazioni a ritroso verso A 
lungo il percorso. Sì pensava che le rea¬ 
zioni in cui questa regola sembra essere 
violata dovessero derivare o da uno scar¬ 
so controllo delle condizioni sperimenta¬ 
li, o da qualche artificio voluto, dal mo¬ 
mento che esse costituirebbero una sorta 
di macchina chimica a moto perpetuo, 

Qì può pertanto immaginare Fìndiffe- 
^ renza con cui fu accolta la relazione su 
una reazione oscillante pubblicata nel 
1921 da William C. Bray delFUnìversità 
della California a Berkeley. Studiando il 
ruolo dello iodato, ione dello iodio ossi¬ 
genato (10.ì~), come catalizzatore della 
decomposizione dell'acqua ossigenata, o 
perossido di idrogeno, in acqua e ossìge¬ 
no* Bray osservò che, in determinate con¬ 
dizioni, la velocità dì produzione delFos- 
sigeno e la concentrazione dello iodio nel¬ 
la soluzione cambiavano periodicamente. 
AlFosservazione di Bray fu prestata scar¬ 
sa attenzione nel corso dei successivi cin- 
quant'annì, 1 pochi articoli che apparvero 
sulla reazione di Bray tentavano in gran 
pane di spiegare le oscillazioni come arte¬ 
fatti dovuti a polvere o a impurità più che 
dì esaminare ulteriormente il fenomeno. 

Come vedremo, lo iodio e gli ioni ioduro 


0") c iodato svolgono un ruolo importante 
in molti sistemi oscillanti messi a punto di 
recente. L’era moderna per quanto ri¬ 
guarda lo studio di reazioni chimiche oscil¬ 
lanti può essere fatta partire da una scoper¬ 
ta accidentale dovuta nel 1958 a! chimico 
sovietico B. P, Betousov. Egli osservò che, 
se si sciolgono in acqua addo citrico e ad¬ 
do solforico con bromato di potassio e un 
sale di cerio, la soluzione varia periodica¬ 
mente da incolore a color giallo chiaro. Col 
1958, dunque, alcuni chimico-fisid, alme¬ 
no, furono disposti a considerare seria¬ 
mente la notizia, sia perché la reazione di 
Belousov era facilmente ripetibile, sia per¬ 
ché i concetti di termodinamica del XIX 
secolo erano stati estesi dopo la seconda 
guerra mondiale. 

Il primo in questo impegno fu llya Pri¬ 
gogine della Univetsìté libre di Bruxelles, 
il quale riconobbe che la termodinamica 
classica di Clausius richiedeva non solo che 
i sistemi fossero isolati dalFambiente, ma 
anche che fossero vicini al loro stato di 
equilìbrio. Per sistemi lontani dalFequili- 
brio, sia perché una reazione è solo ai primi 
stadi, sia perché il sistema è «aperto», e 
pertanto soggetto a un f1us,so di energia 
dall'esterno, Prigogine e i suoi collabora- 
Eorì svilupparono il concetto di una termo- 
dinamica irreversibile. Per questo lavoro, 
nel 1977, Prigogine ha ricevuto il premio 
Nobel per la chimica. 

In sistemi lontani dalFequilibrio, posso¬ 
no presentarsi molti nuovi fenomeni, de¬ 
scritti come strutture dtssipative.Tali strut¬ 
ture comprendono oscillazioni periodiche 
nelle concentrazioni di specie intermedie 
in una reazione chimica; invece, non sono 
soggetti a oscillazione né i reagenti iniziali, 
né i prodotti finali. 1 viventi costituiscono 
gli esempi più interessanti e vari di sistemi 
oscillanti aperti, lontani dairequilibrio. 
Essi vengono mantenuti in uno stato di 
non equilibrio dal rapporto di reagenti 
(sostanze nutritive) provenienti dalFester- 
no e dalla produzione di sostanze dì rifiu¬ 
to. Se Funo o Faltro di questi fiossi si arre¬ 
sta, Forganismo e le sue oscillazioni si 
estìnguono. 

Nel 1958, le implicazioni della termo- 
dinamica irreversibile dì Prigogine furono 
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Un sistema chimica oscillante è fotograFato nel laboratorio degli auto¬ 
ri alla Brandeis University, La reariofie procede in un recipiente di 
vetro nel quale vengono pompate tre soluzioni a una velocità contante; 
lodalo di potassio, acido perdorìco e acqua ossigenata* e acido malo* 
nico con sfiirato manganoso mono idrato. L'amido serve da indicatore, 
poiché in presenza di iodio Tontia un complesso blu scuro, Llntervallo 


fra una folografìa e la successiva* partendo daO^alto a sinistra e proce¬ 
dendo da sinistra verso destra* à |MH:o meno di ire secondi (come è 
indicato dalla lancetta dei secondi sulForologio). Questo particolare 
sistema è stato progettato da due insegnanti di scuola superiore in 
California, Thomas S, Briggs e Watten C, Rauscher, I.a rea/icme è 
stata modincata per faria avvenire in condizioni di flusso continue^ 
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capite soltanto da pochi chimici. Inoltre» 
la scoperta di Belousov passò quasi inos* 
servata poiché era stata pubblicata in una 
raccolta sovietica poco nota di estratti 
tecnici sul ruolo delle radiazioni in medi¬ 
cina* La reazione oscillante di Belousov 
presentava importanti vantaggi rispetto al 
primitivo sistema di Bray. Essa avveniva a 
temperatura ambiente e non generava 
prodotti nocivi* Inoltre» le oscillazioni 
erano chiaramente visibili quando il cerio 
passava continuamente da uno stato ossi¬ 
dato (cerico)» di colore ^allo» a uno stato 
meno ossidato (ceroso), che è incolore* 

P ochi anni dopo la sua pubblicazione, la 
reazione di Belousov attirò ratten* 
zione di A, M, Zhabotinsky deiristituto 
di fisica biologica nei pressi dì Mosca. Egli 
apportò modifiche ai reagenti di Belou* 
sov (sostituendo, ad esempio, il sale di 
cerio con un sale di ferro che mostra un 
viraggio di colore dal rosso al blu, piu 
evidente) e iniziò uno studio sistematico 
della reazione» che ora è comunemente 
chiamata reazione BZ (da Belousov* 


-Zhabotinsky). Airinizio degli anni ses* 
santa Zhabotinsky pubblicò un'ampia 
messe di risultati sperimentali» compren¬ 
denti la scoperta che, se si lascia indistur¬ 
bato uno strato sottile di soluzione rossa 
BZ, inizialmente uniforme, compaiono 
ben presto dei punti blu che si aggregano 
fino ad assumere una sorprendente dispo¬ 
sizione dì strutture ad anello* 

La conoscenza della reazione BZ (e del¬ 
la termodinamica irreversibile di Prigogi¬ 
ne) si diffuse rapidamente sul finire degli 
anni sessanta e airinizio de^i anni settan¬ 
ta. Benché ì chimici di lutto U mondo fosse¬ 
ro affascinati dal fenomeno BZ, la grande 
maggioranza lo considerava ancora una 
curiosità» più utile per sorprendere i parte¬ 
cipanti a convegni, che come oggetto di 
studi seri. In breve tempo furono sviluppa¬ 
te molle varianti della reazione BZ, sosti¬ 
tuendo uno o più componenti con spede 
chimiche molto affini per ottenere una 
reazione oscillante più lenta» più veloce, o 
diversamente colorata. Tra le varianti, 
quella che visivamente colpi di più fu un 
ibrido dei sistemi BZ e Bray, messo a pun¬ 


to nel 1973 da due insegnanti di una scuola 
superiore di San Francisco» Thomas S, 
Briggs e Wairen C* Rauscher. Il loro si¬ 
stema» che comprende acqua ossigenata, 
iodato di potassio» acido percìorico» acido 
maionico» solfato di manganese e amido, 
varia da incolore» al colore oro e al blu» per 
poi ricominciare da capo. 

Benché la reazione BZ e le altre da que¬ 
sta derivate fossero diventate ben note 
verso la fine degli anni sessanta» grazie a 
dimostrazioni effettuate in ambiente scien¬ 
tifico, la natura del fenomeno oscillatorio 
restava un mistero* Un chimico capisce 
una reazione solo quando può scriverne il 
meccanismo» cioè una serie di reazioni, 
chiamate stadi elementari» ciascuna delle 
quali descrive un reale incontro tra mole¬ 
cole. La familiare equazione «stechiome- 
tricajfr» che i chimici sono soliti scrivere per 
descrivere una reazione, mostra solo il ri¬ 
sultato netto e non il meccanismo con cui 
la reazione procede effettivamente su scala 
molecolare. Ad esempio, quando Faceti- 
lene (C 2 H 2 ) si combina con Tossigeno (O 2 ) 
in un cannello per saldatura per formare 



POMPA PEPISIALTJCA 


Il reattore a flusso e agitazione cunlintiì ha facilitato la ricerca degli 
autori suUe reazioni chimiche oscillanti» fomendci le condizioni di non 
equilibrio necessarie perché abbiano luogo tali reazioni. L'illustrazio¬ 
ne mostra una tipica disposizione sperimentale, I reagenti, contenuti In 
tre recipienti» vengono pompati in mi>do contìnuo' alla base del recì- 


piente di reazione. Nel primo sistema oscillante scoperto dagli autori» i 
materiali introdotti erano soluzioni acquose acide di un clorito» di uno 
iodato e di un arsenito, l^e variazioni periodiche di colore sono con- 
trollate mediante la fotocellula. Le oscillazioni nella concentrazione di 
ioni particolari tin questo caso ioduri) sono rilevate da un elettrodo. 
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anidride carbonica (CO 2 ) e acqua (H 2 O), 
la reazione globale può essere scritta co¬ 
me 2 C 2 H 2 + 5 O 2 4 CO 2 + 2 H 2 O. 

È però mollo improbabile che due mo¬ 
lecole di acetilene e cinque molecole di 
ossigeno vengano a collidere simultanea¬ 
mente e st scindano* dando origine a quat¬ 
tro molecole di anidride carbonica e a due 
di acqua. La reazione in realtà avviene 
mediante una sequenza di stadi elementa¬ 
ri, ciascuno dei quali comporta una colli¬ 
sione tra due molecole, o la scissione di una 
molecola singola» spesso con formazione o 
distruzione di specie intermedie che non 
compaiono affatto neirequazione della 
reazione netta. Chiarire un tale meccani¬ 
smo rappresenta una enorme sfida che ri¬ 
chiede ingegnosità, l'analisi dì molti dati 
sperimentali e spesso un'estesa simulazio¬ 
ne al calcolatore. 

Agli inizi degli anni settanta» sì assunse¬ 
ro il formidabile compilo dì costruire un 
meccanismo per la reazione oscillante BZ 
Richard M, Noyes delFUniversità delJ'O- 
regon» in collaborazione con Richard J. 
Field (che è ora all'Università del Monta¬ 
na), ed Endre Kòròs de ir Universi tè Eòt- 
vòs di Budapest. Entro il 1972 essi riusci¬ 
rono a ideare uno schema composto di 18 
stadi elementari» che comportava circa 20 
spede chimiche diverse e che sembrava in 
grado di spiegare le oscillazioni. Due anni 
dopo» una simulazione dettagliata al calco¬ 
latore svolta da Noyes» Field e David Edel- 
son dei Bell Laboratories confermò che 
quel meccanismo prevede le osciJlazioni* 
Studi successivi hanno dimostrato che esso 
spiega bene anche lo sviluppo di strut¬ 
ture spaztaìi, Noyes ha paragonato il suo 
metodo per chiarire il meccanismo al 
«metodo di [Sherlock] Holmes: ''Quando 
le altre pt>ssibilità vengono meno» ciò che 
rimane» per quanto improbabiiej deve es¬ 
sere la verità'V. 

C on la soluzione del meccanismo BZ, le 
reazioni chimiche oscillanti divennero 
un'area importante e stimolante per coloro 
che erano interessati ai meccanismi di rea¬ 
zione e alla dinamica chimica. Furono 
avanzate varie ipotesi sulle condizioni ri¬ 
chieste perché ci sìa oscillazione in una 
reazione chimica e in alcuni ambienti nac¬ 
que rottimistica speranza che la compren¬ 
sione deirosciUazione chimica potesse get¬ 
tare nuova luce sul comportamento perio¬ 
dico degli organismi viventi* Nessuno» tut¬ 
tavia» rìusd a definire una serie dì condi¬ 
zioni necessarie e sufficienti per Toscilla- 
zione chimica. Quando gU anni settanta 
giunsero al termine» il numero di reazioni 
chimiche diverse con andamento oscillante 
e allora note era terribilmente scarso; tutto 
era stato scoperto per caso; sì conosceva 
una sola reazione e nessuno sapeva come 
scoprirne altre. 

Anche se i sistemi biologici sono noto¬ 
riamente una fonte fertile di preparati che 
mostrano oscillazione» essi tendono a sot¬ 
trarsi al tipo di analisi meccanicistica che 
porta a una generalizzazione. Tali sistemi 
oscillanti possono essere ottenuti» per 
esempio» estraendo il contenuto chimico 
delle cellule di lievito e separandolo dalle 
pareti cellulari e da altre strutture estra- 


1 2H* + Br‘ + BrOr ^ HOBr + HBrOj 

2 H* t HBrOj + Br' ^ 2HOBf 

3 HOBr + 0r- + Br, + HjO 

4 CHjtCOOH)^ iOHhQ^QHQOOH 

5 Br; + |OH)jC=CHCOOH H+ + Br- + BrCH(GOQH)j 

6 HBrOj + BfOr + M+ ^ ZBrO, + H^O 

7 BfO^ + Cé^* ^ HBrOj 

8 + BrOj + H,0 ^ BrOr + 2H* + 

9 ZHBrO; ^ HOBf + BrOr + 

10 + OH^iCOOHh ^ CH(COOH)5 + 

Tt Ck(COOH )2 + efCH(COOH)^ + Br" + CHa(COOH); + HOC(COOHb + H + 

12 Cq*+ + 0rCH(COOH)2 + H^O Sr" + HOC(COOH)j + 2H* 

13 2H0C(C00H}2 HOCH(COOHb + O^CHCOOH + CO 2 

14 + HOCHìCOOH) 2 HOC(COOHìj + 

15 Ce** + 0=CHCQ0H ^ 0=CCOOH + + H* 

16 20=CCOOH + HjO Q=CHCOOH HCOOH + CO? 

17 Br^ + HCOOH ^ 2Br- + CO 2 + 2H* 

18 2CH{COOH)2 + H 2 O = CH^iCOOHU + HOCHtCOOH)^ 

I---I 

La simidaKÌone al calcolatore delPoscillazione nella reazione ili Belo uso v-Xhabutinsky comporta 
18 stadi elemenlart e 21 specie chimiche diverse. La reazione prende il nome da due chimici 
sovietici: B. P, Belousov, al quale si deve ja sua scoperta» c A, M, Zhabotinsky, che la perfezionò, 1 
mate^lj di partenza sono tre sostanze inorganiche» gli ioni bromato (BrO,! )» bromuro (Br'J e 
cerosi (€ 0 -*+) oltre a una sostanza organica» l'acido malonleo (CH2(COOH)2>. Un mezzo a base dì 
acido solforico fornisce gli ioni idrogeno (H^^). I prodotti della reazione sono anidride carbonica 
(CO 2 ), acido foritiico (HCOOH) e acido bromomalonico (Br€H(COQH) 2 )' Dato che il cerio 
oscilla fra i due sfati di ossidazione cerico (Ce4+) e ceroso (Ce^+), la soluzione vira aitemativa- 
mente da gialla a Incolore, Le reazioni rappresentate in colore comportano solo specie inorgani¬ 
che e sono meglio conosciute delle reazioni in nero» le quali coinvolgono specie derivate dairaci- 
do maionico. Questo meccanismo è stato messo a punto airUniversità deU'Oregon da Richard 
M, Noyes con ÌI coUega Richard J. Field e Endre Kòròs dell'Università Eòtvòs di Budapest, 



It sistema chimico bislabìle può essere rappresentato da un'analogia meccanica. Una palla che 
rotola in una buca di potenziale con due punti minimi» A eB» può fermarsi in uno dei due, A tB 
rappresentano perento gli stati .stazionari stabili del sistema; C è uno stato stazionario instabile. Una 
palla può fennarsi ìn C» ma la piò piccola perturbazione la farà sdvolare in A o in 0, Qui la variabile è 
la posizione della palla; il vincolo esterno è rappresentato dalla forma della buca di potenziale. 
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VI ciclo di UlcTc^l è illusiratu in un sulema 
chimico blstabìlc. che opera in un reatlore a 
riusjHi e agitazione continui. Quando la con¬ 
centrazione della sosta tuache Ruèice nel 
reattore aumenta, U valore dello stato stazio¬ 
nario Yss della specie Y nel reattore decresce 
tentamente lungo la cuna in rosso Hnché, al 
punto critico 4» cade da y a i ^ ^ Se ATo vie¬ 
ne ulteriormente aumentala, yss cade an¬ 
cora, ma lungo la curva in blu. SeXo diminui¬ 
sce, Yss ripercorre la curva in blu al di là del 
punto 4 finché raggiunge un secondo punto 
critico i?. Qui Vss balza da a I'bi- Tra 4 e 
B pud esistere l'uno o l'altra stato stazionario. 


Fuò verificarsi oscillazione se una adatta sostanza Z viene agglunla a un sistema chimico bistabHe 
che presenta isteresi. Se Z reagisce con la sostanza Y a bassa velocità per dare la sostanza X, la 
co II cen trazione effetliva di quest" ultima viene modificata in modo che il sistema «veda» un 

valore di Jt' più elevato di quello Vomito dal recipienle fn sinìsira)* L'effetto di una data quantità di 
Z su X& (frecce in verde) è maggióre nel tratto rosso del ciclo di isteresi (dove c'è più T) rispetto al 
tratto blu. Immaginiamo che la reazione inizi con un flusso di X uguale a C. Ora aggiungiamo 
abbastanzaZ, una quantità Zo, cosi che reffellIvaAfo ria uguale aCi quando il sistema ènei tratto 
rovto e a C 2 quando è net fratto blu. In assenza di Z, il flusso .Vo = C darebbe un valore dì stato 
stazionario Fc* Invece, con raggiunta di Zu d sistema segue il tratto rosso quando ti valore 
effettivo dì X aumenta lentamente per effetio della reazione di Y con Z. Il sistema tenta di 
raggiungere il valore di Cb ma nel raggiungere 4 cade dal tratto rosso c subisce una rapida 
transizione al tratto blu. A questo punto, il sistema «vede» un valore di Afo - Cie cosi devia verso 
sinistra lungo il tratto blu nel tentativo di adattare il nuovo effettivo valore di ATo, Prima che 
raggiunga lo scopo, a Afo = B salta di nuovo al tratto rosso e il ciclo è completo (frecce in giallo): 


nee. Il «brodo» ottenuto, quando viene 
alimentalo con appropriate sostanze nutri¬ 
tive, mostra la sua oscillazione nella con- 
centrazione degli ioni idrogeno e della 
molecola di nicoiinammideadenìndìnu- 
cleotide, che nella sua forma ridotta 
(NADH) trasporta cleiiront nel normale 
ciclo energetico della cellula. Alla Johnson 
Research Foundation, Britton Chance e 
collaboratori hanno dimostralo che molti 
sistemi oscillanti biologici dì questo tipo 
comportano la glìo^lisì, il processo me¬ 
diante il quale le cellule producono energia 
metabolizzando zucchero in assenza di os¬ 
sigeno. Poiché tali reazioni sono catalizza¬ 
te da molti enzimi, la loro complessità è 
davvero scoraggiante. 

Nel 1979 due di noi (Epstein e Kustin) 
hanno deciso che era giunto il momento 
di tentare di ideare una procedura sistema- 
uca per mettere a punto un sistema chimi¬ 
co oscillante. Ma da dove si doveva inco¬ 
minciare? Siamo paniti identificando tre 
condizioni che sapevamo essere necessarie 
per l’oscillazione chimica, o che contribui¬ 
vano ad essa. La prima condizione è che i 
sistemi chimici possono oscillare solo se so¬ 
no lontani dairequilibrio. La seconda è la 
retroaziane (feedback)'', pane del prodotto 
di uno stadio della sequenza di reazioni 
deve esercitare un’influenza sulla sua stes¬ 
sa velocità di formazione. La terza è che 
il sistema chimico deve mostrare bistabili- 
tà. Nelle stesse condizioni esterne, defini¬ 
te vincolanti, il sistema deve poter esiste¬ 


re in due differenti stati stazionari stabilì. 

Il requisito che ìt sistema sia mantenuta 
lontano dairequilibrio potrebbe essere 
soddisfatto facendo avvenire la reazione in 
un apparecchio ben noto agli ingeneri 
chimici: il reattore a flusso c agitazione 
continui (CSTR, continuous-flow sùrred’ 
-mak reactor). Alla metà degli anni settan¬ 
ta, Adolphe Pacauit e collaboratori del 
Centre de Rccherches Paul Pascal di Bor¬ 
deaux hanno adattalo il CSTR allo studio 
dì reazioni chimiche oscillanti. Quando, 
nel 1980, uno di noi (De Kepper) ha la¬ 
sciato Bordeaux per raggiungere il nostro 
gruppo alla Brandeis University, è parso 
naturale costruire un reattore di questo 
tipo. L’arrivo dairUngheria di Orbàn, che 
aveva lavorato a lungo su sistemi oscillanti 
a base di bromato, ha completato il nostro 
gruppo. 

U n tipo comune di retroazione incon¬ 
trata nei sistemi viventi è Tautocata- 
lisi, in cui la velocità con la quale una 
sostanza è prodotta aumenta con la con¬ 
centrazione, Il concetto si estende a popo¬ 
lazioni di organismi: il numero di organi¬ 
smi aggiunti a una popolazione in un dato 
iniervallo è quasi sempre proporzionale 
ai numero di individui già presenti nella 
popolazione. (Questa osservazione mene 
in rilievo Taffermazione, fatta da Thomas 
Malthus nel 1798, secondo la quale le 
popolazioni tendono a esaurire le scorte 
di cibo.) In chimica i sistemi autocatalitici 


sono rari, ma non straordinari. Già nel 
1920 Alfred J, Lotka della Johns Hopkins 
University dimostrò che un semplice 
schema, costituito da due reazioni autoca¬ 
talìtiche accoppiate, avrebbe dato luogo a 
oscillazione. Il meccanismo di Lotka, pur 
essendosi dimostrato che non era appli¬ 
cabile ad alcuna reazione chimica effetti¬ 
va, è servito da guida per molli chimici ed 
è stato di considerevole utilità nel descri¬ 
vere le oscillazioni di popolazioni di pre¬ 
datori e di prede nei sistemi ecologici. 

Consideriamo ora il ruolo della bistabi- 
lità, ossia l’esistenza di due differenti stali 
stazionari stabili in un sistema chimico 
oscillante. Per stato stazionario si intende 
una condizione del sistema in cui tutte le 
variabili, come la concentrazione di cia¬ 
scuna specie chimica, hanno raggiunto 
valori costanti. Lo stato stazionario è sta¬ 
bile se può adattarsi a piccoli cambiamen¬ 
ti di una variabile, come Tag^unta di una 
goccia di acido, rimanendo tale senza es* 
sere trasformato in un nuovo stato. Se la 
piu piccola variazione provoca una transi¬ 
zione a un differente stato del sistema, si 
dice che lo stato originario è instabile. Per 
esempio, una piccola palla sul fondo di un 
recipiente si trova io uno stato stabile. 
Una palla in equilibrio sul bordo del reci¬ 
piente è in uno stato instabile. In un reat¬ 
tore a flusso e agitazione continui le con¬ 
dizioni vincolanti esterne che controllano 
i valori dello stato stazionario sono gene¬ 
ralmente la temperatura del bagno ter- 
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ora Xq ha nuova monte iJ valore efrettìvo Ci, 
così che il sistema sì muove ancora verso de- 
sfra, I..a ripelmone dì questa sequenza dà ori¬ 
gine a un'osdllazione periodica nel valore di Y 
(al centro). Il diagramma a più fasi (a destra) 
mostra come l'innalzamenio dì Zn puè spo¬ 
stare il sistema dalla histabilìià airoscìllazione. 
Se Z è uguale a 0, ìl sistema mostra due condi¬ 
zioni dì stato stazionario: lo stato «rosso» per 
un basso valore di Afa e lo stato «blu» per un 
valore elevato dì ATo . Quando ATo viene a cade¬ 
re Ira 4 cBf II sislema è bìstabìle. Con f aumen¬ 
tare di Zo, la regione di bìstabilità sì strìnge 
finché a un valore crifico inizia l'oscìita/ione. 


mostatico, le concentrazioni dei reagenti 
chimici nel serbatoio di alimentazione del 
reattore e le loro velocità di flusso. 

Se vengono cambiate le condizioni vin¬ 
colanti esterne in un sistema chimico bi- 
stabile, può verificarsi un fenomeno più 
particolare, noto come isteresi. Questo 
fenomeno t comune nel magnetismo, 
dove assume la forma di un «ciclo di iste¬ 
resi». Quando un pezzo di ferro è sotto¬ 
posto a un aumento di forza magnetica, 
esso raggiunge alla fine la completa satu¬ 
razione magnetica. Se la forza magnetica 
si riduce poi a zero, ìl ferro conserva parte 
della sua magnetizzazione. Al fine di ri¬ 
durre anche questa a zero, il campione di 
ferro va sottoposto a una forza magneti¬ 
ca in senso opposto. Il ciclo completo 
di magnetizzazione e smagnetizzazione 
prende Taspetto dì unaS, spessa al centro 
e appuntita alle estremità. 

Un fenomeno analogo può verificarsi 
in un sistema chimico blstabile. Nel 1979 
un calcolo effettuato da Jacques Boisso- 
nadc e da uno di noi (De Kepper) al Cen¬ 
tre de Recherches Paul Pascal suggerì che 
le oscillazioni potrebbero essere indotte 
aggiungendo un altro composto chimico a 
un sistema capace di isteresL II compor¬ 
tamento di un sistema dì questo tipo può 
essere rappresentato in un diagramma a 
più fasi, ìl quale mostra che, se la sostanza 
aggiunta esercita effetti diversi sui due 
rami degli stati stabili del sistema, è pro¬ 
babile che si sviluppino oscillazioni. 


— 

' LA SCIENZA 

DEI CALCOLATORI 



Sul continuo progredire della microelettronica 
e sulle prestazioni sempre più sofisticate 
e compiesse dei calcolatori 

li: scienze 

edizione italiana di SCIENTIFIC AMERICAN 
ha pubblicato numerosi articoli tra cui: 


MONTAGGIO GUIDATO 
DAL CALCOLATORE 
di J. L. Nevins e D. E. Whìtney (n. 116) 

Nella produzione in grande serie il mon¬ 
taggio viene eseguito a marto 0 con mac¬ 
chine specializzate, mentre automatismi 
programmabili possono essere economi¬ 
camente convenier^ti per ìl montaggio in 
piccola serie. 


EUBORAZIONE DI IMMAGINI 
CON IL CALCOLATORE 

di T. M. Camion e B. R, Hunt (ti. 160) 

Quando le informazioni contenute in 
un’immagine sono espresse in forma digi¬ 
tale. possono essere elaborate meglio 
matematicamente che non per via ottica. 
Con questo sistema è possibile rendere 
nitida una fotografia sfocata. 


LINGUAGGI DI PROGRAMMAZIONE 

di A. Fddman (n. 138) 

I linguaggi dì programmazione ad alto livel¬ 
lo hanno trasformato la elaborazione delle 
informazioni, fornendo meccanismi per 
codificare problemi complessi in modo da 
renderli risolubili con il calcolatore. 


ALGEBRA AL CALCOLATORE 

di R. Favelle, M. Rothstein e J. Fitcb 

(il, 162) 

Un calcolatore può manipolare non soltan¬ 
to numeri, ma anche simboli. Nuovi algo- 
nimt dì uso generale possono svolgere 
molti compiti matematici ripetitivi oppure 
risolvere problemi altrimenti intrattabili. 


IL CALCOLATORE 
A SUPERCONDUZIONE 

di J, Matisoo (n. 143) 

Una nuova tecnologia microelettronica 
consentirebbe dì sostituire supercondut¬ 
tori ai transistori. Con tali componenti i 
calcolatori potrebbero eseguire un miliar¬ 
do di operazioni elementari al secondo. 


BACKGAMMON AL CALCOLATORE 

di H. Beriiuer {u. 144) 

Il backgammoiì costituisce un buon banco 
di prova per lo sviluppo della intelligenza 
artificiale, BKG 9.B è il primo programma df 
calcolo che abbia battuto un campione 
mondiale in un gioco di carte o da tavolo. 


SUPÉRCALCOLATORI 

di R. D. Levine (n. 163) 

Il Cray-I e it CYBER 205 possono esegui¬ 
re 100 minonì di operazioni aritmetiche al 
secondo: questa incredibile velocità è 
necessaria per risoivere problemi com¬ 
plessi come per esempso quelli della di¬ 
namica dei fluidi. 


INTELLIGENZA ARTIRCIALE 

di D. L. Waltzfn, 172) 

Alcuni programmi di calcolatore possono 
giocare, elaborare informazioni visive, 
imparare dairespenenza e capire fram¬ 
menti di linguaggio, ma non sono In grado 
di simulare ri buon senso. 


LA TECNOLOGIA 
DELLE MEMORIE A DISCO 

di R. M. While (n. 146) 


PERSONAL COMPUTER 

di A. Gupia e H. D. Toong (n, 174) 


Sulla superficie di un disco rotante si pos¬ 
sono immagazzinare dati per un calcolato¬ 
re* in forma di piccole arsole magnetizzate. 
In dispositivi in corso di sviluppo 1 dati ver¬ 


ranno «scritti» e «letti» da un laser. 


latori, ci si rende conto che essi sono ac¬ 
cessibili anche a persone non dotate dì una 
preparazione tecnica specifica. 
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Il nostro piano per ideare un sistema 
chimico oscillante comprendeva i quattro 
stadi seguenti. Trovare un sistema auto¬ 
catalitico, far avvenire la reazione in un 
reattore a flusso continuo, variare le con¬ 
dizioni fino a trovare una regione di bi- 
stabilità e, quindi, introdurre un’altra so¬ 
stanza capace di influire in modo diverso 
sui due rami di bistabilità e pertanto dì 
indurre oscillazioni* La nostra ricerca sul¬ 
la letteratura chimica per le reazioni au¬ 
tocatalitiche ci condusse alla scoperta di 
molte reazioni interessanti. Due ci sem¬ 
brarono particolarmente attraenti poiché 
avevano come intermedio comune lo io¬ 
dio. Una reazione coinvolgeva ioni 
iodato e Tarseniio, la seconda gli ioni io¬ 
duro e il clorito. Come si potrà immagina¬ 
re, una reazione poteva avere un’auspi¬ 
cabile influenza perturbante sulf altra. La 
reazione con iodato e arsenito si rivelò 


ben presto bisiabìle. Quando venne in¬ 
trodotto il clorito, il sistema composito 
iniziò quasi immediatamente a oscillare. 
Il primo sforzo sistematico per ideare un 
nuovo sistema chimico oscillante fu, 
quindi, coronato da successo. 

V ariando i componenti che entrano nel 
reattore a flusso continuo» noi ab¬ 
biamo da tempo esteso il sistema oscillan¬ 
te iniziale clorito-iodato-arsenito a un 
gruppo di due dozzine di sistemi oscillanti 
correlati, che hanno lutti in comune lo 
ione clorito. Possiamo tracciare una clas¬ 
sificazione dei sistemi oscillanti a base di 
clorito e stiamo cominciando a vedere in 
che modo possono essere messi in rela¬ 
zione con i sistemi oscillanti delle famiglie 
del bromato e dello iodato. 

Benché i sistemi bromato siano stati fra 
i primi a essere scoperti e il loro meccani¬ 


smo sia meglio conosciuto di quello dei 
sistemi clorito, la varietà dei sistemi clori¬ 
to, che abbiamo trovato deliberatamente, 
è di gran lunga più ampia. Due fattori, 
uno chimico e Paltro storico» spiegano 
questo apparente paradosso. Dal punto di 
vista chimico, ogni famigha di sistemi 
chimici oscillanti ha un membro ramimo 
(più semplice) dal quale gli altri possono 
essere derivati per aggiunta di altre so¬ 
stanze. 11 più semplice sistema oscillante a 
base dì clorito» clorito più ioduro, o^lla 
entro un'ampia gamma di condizioni. Al 
contrario» il più semplice sistema oscillan¬ 
te a base di bromato, bromato più bromu¬ 
ro più uno ione metallico, funziona solo 
entro limiti ben precisi. Infatti, anche 
dopo che f esbtenza del sistema oscillante 
più semplice a base di bromato era stala 
prevista da un ricercatore, Kedma Bar- 
-EU deirUniversità di Tel Aviv, la sua 



1 prìticìpali tipi di sistemi chiitiici osciUantì sunu raggruppati, io un 
tentativo di dassincazìone, in tre famiglie principali. Il sistema origina¬ 
rio di Belousov-Zhabotinskv e tutte le sue numerose varianti si trovano 
nel ramo della fa miglia del bromato che ha ioni metallici. La sistema¬ 
zione del sistema bromato nel ramo esente da ioni metallici é opera di 
Kòros e di uno degli autori (Orbàn), Tutti i sistemi oscillanti a base di 
clorito sono stati scoperti dagli autori alla Brandeis University* 1 sistemi 
al bromato che comportano riducenti inorganici sono stati messi a 


punto nella stessa sede in condizioni di flusso continuo. La famiglia 
dello iodato ha il minor numero di membri, li primo sistema elencato in 
essa é la reazione oscillante lUustrala nel 1921 da William C* Bray 
detlX’niversitì della CaliTomia a Berkeley e ignorata per 50 anni. D 
secondo sistema nella famiglia dello iodato è un ibrido Ira i sistemi 
Belouso v-Zhabotinsky e Bray, Linee tratteggiate collega no i sistemi 
che hanno alcuni reagenti in comune* Un riducente é una sostanza 
che cede eieltroni a un'altra ; ossidante é una sostanza che )i acquista* 
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ricerca non diede frutti finché due di noi 
(Orbati ed Epstein) riuscirono a trovarlo 
seguendo il nostro metodo sistematECO 
basato sul diagramma a più fasi. 

Dal punto dì vista storico, il primo si¬ 
stema oscillante a base di bromato fu sco¬ 
perto prima che entrassero in funzione i 
reattori a flusso continuo. Sistemi del 
genere oscillavano facilmente in condi¬ 
zioni di flusso zero. I sistemi a base di 
clorito» come la grande maggioranza dei 
nuovi sistemi» mostrano un comporta¬ 
mento periodico solo in condizioni dì flus¬ 
so continuo, poiché il flusso è necessario a 
mantenerli lontani dalF equi li brio. Un si¬ 
stema che oscilla in condizioni di flusso 
zero quasi sempre oscillerà anche in con¬ 
dizioni di flusso, ma raramente avviene il 
contrario. La maggior parte dei sistemi 
bromato hi originariamente ricercata in 
condizioni di flusso zero» mentre quelli clo¬ 
rito furono in origine ricercati solo in condi¬ 
zioni di flusso. Di conseguenza, la varietà 
di sistemi a base di clorito» che sono stati 
scoperti, ha presto superato la varietà dei 
sistemi a base di bromato. (Trovammo 
successivamente, però» che molti sistemi 
oscillanti a base di clorito operano an- 
ch’essi in condizioni di flusso zero.) Si può 
dire che Testrema facilità di oscillazione 
dei primi sistemi a base di bromato ritar¬ 
dò la ricerca di altri sistemi. Soltanto re¬ 
centemente i reattori a flusso continuo 
sono stati impiegati in modo intensivo 
nella ricerca dì nuovi sistemi oscillanti a 
base di bromato e allo studio di una terza 
famiglia» finora la più piccola: i sistemi a 
base di iodato. 

Uno degli scopi delia progettazione di 
un nuovo sistema chimico oscillante fu 
quello dì poter disporre di un sistema il 
cui meccanismo potesse essere decifralo e 
confrontato con quello delle reazioni 
oscillanti precedentemente esamìnate. 
L’analisj della famiglia dei sistemi oscil¬ 
lanti a base di clorito è ora ben avviata. 
Abbiamo completato gli studi delle velo¬ 
cità dì numerosi processi componenti e 
pertanto abbiamo numerose tessere del 
mosaico; per avere una descrizione com¬ 
pleta dello schema oscillante basta ora 
spostare gruppi di tessere finché comba¬ 
cino tutte insieme nel modo giusto. 

S iamo già in grado di dare un quadro 
schematico del modo in cui funziona il 
nostro primo sistema oscillante» quello 
costituito da soluzioni di sali dì potassio o 
dì sodio sotto forma di clorito» iodato e 
arsenito. Il sistema comporta solo quattro 
reazioni principali» ciascuna delle quali 
composta di numerosi scadi elementari. 
Due di essi comportano la reazione del 
clorito con lo ioduro o con lo iodio per 
dare nel primo caso cloruro e iodio e nel 
secondo cloruro e iodato. Nel terzo stadio 
lo iodato e lo ioduro reagiscono per for¬ 
mare iodio. Nel quarto lo iodio e farseni- 
to formano ioduro e arsenìato. Variazioni 
nelle velocità di queste quattro reazioni 
danno luogo a oscillazioni periodiche nel¬ 
le concentrazioni di iodio e iodato e nel 
rapporto tra arscniato e arsenito (si veda 
Villustrazione in aho). 

L'osGillazione chimica, benché affasci- 


1 CLORFrO+ IODURO CLORURO + IODIO 
Z CLORITO + IODIO-» CLORURO + IODATO 


nanle di per se stessa, è connessa a nume¬ 
rosi altri fenomeni di almeno pari interes¬ 
se. Uno è la formazione dì strutture spa¬ 
ziali in un mezzo inizialmente omogeneo. 
Tali strutture si sviluppano» per esempio, 
in uno dei sistemi oscillanti che abbiamo 
scoperto, dove i reagenti sono clorito, 
ioduro e acido maionico. Quando è pre¬ 
sente ramìdo come indicatore, la soluzio¬ 
ne ha inizialmente un colore uniforme 
rosso violaceo» a causa di un complesso 
costituito da ioduro, iodio e amido. Con il 
procedere della reazione appaiono punti 
bianchi» che si ingrossano fino a formare 


3 IODATO + IODURO IODIO 

4 IODIO + ARSENITO-* IODURO + ARSENIATO 


anelli e serie di anelli concentrici che si 
annientano quando urtano fra di loro. Un 
osservatore ha paragonato la comparsa 
dei punti bianchi nel color rosso circo¬ 
stante alla apparizione improvvisa di stel¬ 
le. La comparsa dì tali forme geometriche 
in una massa che prima era indifferenzia¬ 
ta fa venire subito alla mente il genere di 
processi che permette alle cellule em¬ 
brionali negli organismi animali di unirsi 
in tipi individuali destinali a diventare 
sangue, cervello o osso. 

Un altro fenomeno affine» che ha fatto 
sorgere una grande controversia fra i 


L'andameutu delle osciUazìtmi nel primo sùfema oscillatile messo a puntn dagli autori può 
essere compreso qualìfafivameute considerando Pinterazionc Ira quattro rearioni principali. U 
sistema è alimentato con un flussii iinlfonnc e bilanciato di tre soluzioni saline; una dì clorito, la 
seconda di arsenito e l'ultima di iodato. All'intemo del reattore a flusso continuo le concenlra- 
zloni dello iodio e dello lodalo c il rapporto arseniato/arsenito oscillano» come appare dalle tre 
curve. Al punto A le concentrarioni di Ioduro e dì arsenito sono elevate» mentre quelle dello 
iodio e deirarseniat» sono basse, co.^ che le rearioni predominanti sono la } e la J. Per efTetlo di 
queste rearioni aumenta bruscamente la concentnuione dello iodio, mentre incomincia a dimi^ 
fluire la concentratone dello ioduro; il sLsIcma raggiunge il punto II e si Interrompimo le 
reazioni / e J* Si svolgono allora le reazioni 2 e d, con resaurimento dello iodio e la conversione 
delf'a^nifo in ar^niato. Il sistema raggiunge li punto C, dove Tarsenito e lo ioduro si trovano ai 
loro liveUl minimi» o quasi. L'arsenito viene retmmesso nel reattore e Far^ruato viene scari¬ 
calo, La reazione 4 rigenera Ioduro» mentre consuma Iodio c pertanto Ìl sistema ritorna In 4. 
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o^lta^ufii perìodiche nella rea^ÌDiie dnrìt<p*tiò*iniratfi itK^trana una varielà dì modeIJi quan- 
viene alterata la velociti^ di immlssdùue in un reati ore a fìussn continua. Ofni ddo lia una 
illazione ampia e n oiedllazìoni piccole, dove n varia da 0 a L6. Ciò si verifìca per lutti i cidi. 
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Uo^oKÌllazione aperiodica, a caotica, sì osserva talvolta In una stretta gamma di velorìtà di flusso, 
tra velodtò die danno un comportamento periodico complesso. Una forma di caos consiste in un 
miscuglio casuale di due tipi di uscìUazioni periodiche, una con it e Taltra con fi't-l piccole 
osdilazioni per ogni ampia oscillazione. Una possibile spiegazione è che le variadoni incontrollate 
nella velocitò dì flusso facciano oscillare a caso d sistema da una velodlà che dò osdllazioDe di tipo 
n a un^’altra che dò oscillazione di tÌpon41. L'alternativa, favorita dagli autori, è che TosdUazione 
caotica sla intrinseca nella dinamica della reazione chimica a delemunate velocitò di fliisso. 


chimici, maggiore di quella sona un quar¬ 
to di secolo fa quando fu messa in dubbio 
la realtà delle reazioni oscillanti, è U acaos 
chimico». Il termine si riferisce al com¬ 
portamento di una reazione in cui le con¬ 
centrazioni non raggiungono valori co¬ 
stanti e neppure oscillano periodicamen¬ 
te, ma piuttosto aumentano e diminui¬ 
scono in un modo apparentemente casua¬ 
le e imprevedibile. Noi abbiamo notato 
tali fluttuazioni nel sistema BZ e in uno 
dei nostri nuovi sistemi oscillanti a base dì 
clorito, quando vengono fatti reagire in 
un reattore a flusso continuo sotto accura¬ 
to controllo. Essi sono di particolare inte¬ 
resse per ì matematici poiché se fossero 
per natura inerenti alla dinamica della 
reazione, essi rappresenterebbero esempi 
fisici di quegli oggetti matematici noti 
come «attrattori strani». Brevemente c in 
qualche modo grossolanamente, gli attrat¬ 
tori strani possono comparire quando al¬ 
cune equazioni sono iterale, o risolte ripe¬ 
tutamente, con il risultato che una itera¬ 
zione serve da entrata per la successiva. In 
un sistema di equazioni con un attrattore 
strano il percorso segnato da soluzioni 
successive sembra variare in modo im¬ 
prevedibile da un ciclo airaltro. 

Chimici sceltici hanno ipotizzato che il 
caos chimico non rappresenti niente di 
più che fluttuazioni sperimentali incon¬ 
trollate, per esempio nella temperatura o 
nella velocità di flusso, che spingono a 
caso un sistema da un modo di oscillazio¬ 
ne periodica complessa a un altro. Sebbe¬ 
ne un giudizio definitivo non sia stato 
ancora dato, un recente e accurato lavoro 
sperimentale e teorico di Harry L. Swm- 
ney e Jack Tumer delFUniversità del 
Texas a Austin, di Jean Claude Roux, 
Christian Vidal e collaboratori del Centre 
de Recherches Paul Pascal e dì J, L. Hud¬ 
son deUniversità della Virginia propo¬ 
ne che il caos chimico sia un fenomeno 
genuino inerente alla dinamica di alcuni 
sistemi chimici oscillanti. Le implicazioni 
di questo caos intrinseco non sono ancora 
conosciute. Potrebbe darsi, come Henry 
Adams osservò una volta, che «il caos 
spesso genera la vita, quando Lordine 
genera abitudine»? 

O ra che ì sistemi chimici oscillanti han¬ 
no dimostrato non solo di essere 
compatibili con te leggi della natura, ma 
anche di poter essere ideati e descritti 
sistematicamente, incominciano ad avere 
un ruolo sempre più importante in molti 
settori scientifici. Il passaggio da uno sta¬ 
to a un altro, che caratterizza una reazio¬ 
ne oscillante, può serbare la chiave per 
capire i processi dì regolazione nelle cellu¬ 
le viventi, come i meccanismi che inne¬ 
scano o arrestano la copiatura dì un fila¬ 
mento di DNA o la contrazione di un 
muscolo. Le stesse forze che creano anelli 
e strati colorati in sistemi chimici oscillan¬ 
ti non sottoposti a rimescolamento pos¬ 
sono anche essere responsabili della sepa¬ 
razione degli anelli dì Saturno e delle 
striature periodiche in alcune formazioni 
rocciose, spiegate con diffìcoltà dai pro¬ 
cessi geologici convenzionali. 

Sembra inoltre plausìbile che molte e 
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INQUINAMENTO 


KK SCIKNZK edizione itattena dì 

SCIKVrMlC V\1KH1C:\N 

ha pubblicato su questo argo¬ 
mento numerosi articoli tra cui: 



CIRCOLAZIONE GLOBALE 
DELLINQUINAMENTO 
ATMOSFERICO 

di R. E.Newetl (n. 32) 


INQUINAMENTO DA MERCORIO 

di L. J. Goldwater (n. 36) 


ENERGIA «PULITA.* 

DA COMBUSTIBILI «SPORCHE 

di A. M, Squires (n. 53) 



L'ELIMINAZIONE 
DEI RIFIUTI NELL^OCEANO 

di W* Bascom (n. 76) 


FARFALLE MELANICHE 
E ARIA PULITA 

di J. A. Bishop e L, M* Cook (n* 81) 


CATRAME PELAGICO 

di J. N. Builer (n. 86) 


L'INQUINAMENTO DA TRIZIO 

dì G. Zampato (n. 90) 



EFFETTI ANTROPOGENICI 
SULL'OZONOSFERA 

di F. Vemiani (n. 102) 


IL CONFINAMENTO 
DELLE SCORIE RADIOATTIVE 

di B. L. Cohen (n. UO) 


In un sistema chimico oscillante a base di clorito^, ioduro e acido maionico, scoperto dagli auto* 
ri, si sviluppa una stiiittura spaziale. La soluzione, posta in una piastra di vetro poco profonda, è 
inizialmente di un colore rosso brimastro uniforme per la formazione di un complesso tra Iodio, 
ioduro e amido, usato come indicatore. Al procedere della reazione appaiono punti bianchi 
che si ingrossano fino a formare anelli e serie di anelli concentrici, che d annullano quando 
si urlano, L'uHìma fotografia è stata scatiata circa 90 secondi dopo rinizio delta reazione. 


IL PROBLEMA 

DELL'ANLDRIOE CARBONICA 

di G. M. Woodwdl(n. 115) 


INQUINAMENTO DA PCB 

di H. Suzuki (n, 116) 


forse tutte le reazioni catalitiche che 
sono fondamentali per l'industria chimi¬ 
ca procedano in modo oscillante. Il ca- 
talizzatore può alternarsi tra due forme 
in un intervallo di tempo troppo breve 
perché sia rilevato dai normali processi 
dì analisi. Lo studio di reazioni oscillanti 
può fornire un terreno di prova per teo¬ 
rìe sulla catalisi e, più in generale, sulla 
dinamica delle reazioni chimiche. Qua¬ 
lunque modello possa prevedere con 


successo il complesso comportamento di 
sistemi oscillanti dovrebbe essere in gra¬ 
do di trattare senza difficoltà i fenomeni 
più semplici osservali in reazioni meno 
strane. Aumentando il numero dei si¬ 
stemi chimici oscillanti trovati o ideati 
deliberatamente, si può sperare di trova¬ 
re la chiave per penetrare in una varietà 
di fenomeni, compresi quegli «orologi» e 
«caroselli» che operano airintemo del 
nostro corpo. 
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Caos quantistico? 


TI tempo che farà domani, come il de- 
^ cadimento radioattivo di un atomo, 
può essere descritto soltanto in termini 
probabilistici. Due fattori molto diver¬ 
si sono all’origine deirindeterminazione 
che non consente di prevedere con esat¬ 
tezza il corso di questi eventi. La natura 
caotica, ossia casuale, di un sistema ma¬ 
croscopico come l’atmosfera deriva in 
gran parte dagli innumerevoli e sconvol¬ 
genti effetti che possono essere prodotti 
nel corso del tempo da piccole fluttua¬ 
zioni nelle variabili di equazioni mecca¬ 
niche deterministiche. Al contrario, la 
descrizione dei fenomeni a hvello sub- 
atomico si basa sulle equazioni probabi¬ 
listiche della meccanica quantistica; la 
casualità ha origine da un limite intrin¬ 
seco alla precisione con cui è possibile 
misurare certe variabili. 

È possibile che queste due fonti di ca- 
suahtà abbiano un comune denominato- 
re? Se così non fosse, nella struttura del¬ 
la fisica moderna vi sarebbe una scorag¬ 
giante separazione, a hvello fondamen¬ 
tale, fra fenomeni microscopici e feno¬ 
meni macroscopici. In effetti, recenti 
anahsi al calcolatore eseguite da un 
gruppo di fisici italiani e sovietici impli¬ 
cano che il caos tanto prevalente nel 
mondo macroscopico sia estraneo al¬ 
l’ambito della meccanica quantistica. 
Queste ricerche inducono a chiedersi fi¬ 
no a che punto la meccanica quantistica 
sia coerente con la teoria del caos e, se¬ 
condo alcuni scienziati, mettono perfino 
in dubbio la compatibihtà della mecca¬ 
nica quantistica con la fisica dell’univer¬ 
so in generale. 

Un mezzo adeguato per verificare la 
concordanza (o la non concordanza) del¬ 
le due teorie è costituito dai sistemi «se- 
miclassici», ossia quelh in cui le intera¬ 
zioni fra particelle e campi possono es¬ 
sere trattate sia in maniera classica sia in 
maniera quantistica. Un sistema di que¬ 
sto tipo - la ionizzazione di un atomo di 
idrogeno altamente eccitato da parte di 


microonde - è stato analizzato da Giulio 
Casati dell’Università degli Studi di Mi¬ 
lano, Boris V. Cirikov e Dima L. §e- 
peljanskij dell’Istituto di fisica nucleare 
di Novosibirsk e Italo Guarneri dell’U¬ 
niversità di Pavia. Generalmente si am¬ 
mette che un atomo di idrogeno si ioniz¬ 
za quando il suo unico elettrone assorbe 
un singolo fotone di energia superiore a 
una certa soglia. Ad attrarre l’attenzione 
dei ricercatori è stata la prova sperimen¬ 
tale che la ionizzazione può avvenire an¬ 
che a frequenze, o energie, molto infe¬ 
riori al valore di soglia relativo all’assor¬ 
bimento di un singolo fotone. 

Come riferiscono i ricercatori citati in 
«Physical Review Letters» 57, n. 7, ago¬ 
sto 1986, il problema può essere affron¬ 
tato da un punto di vista classico anaUz- 
zando la ionizzazione come un processo 
caotico o, in alternativa, può essere for¬ 
mulato in termini quantistici. Gli studio¬ 
si hanno seguito entrambe le imposta¬ 
zioni teoriche e hanno scoperto che in 
certe condizioni sia l’una sia l’altra dan¬ 
no una probabihtà di ionizzazione eleva¬ 
ta a frequenze inferiori alla sogha di as¬ 
sorbimento di un singolo fotone. Nella 
formulazione quantistica, tuttavia, la 
probabilità di ionizzazione si annulla 
bruscamente a una frequenza (ancora 
inferiore al valore di sogha) alla quale la 
probabihtà classica è maggiore di zero. 

Questi risultati, come osserva in «Na¬ 
ture» voi. 325, 1 gennaio 1987 Joseph 
Ford del Georgia Institute of Techno¬ 
logy, sono interessanti per tre aspetti. In 
primo luogo, essi consentono di verifica- 
re teoricamente che si può avere ioniz¬ 
zazione al di sotto della sogha relativa 
all’assorbimento di un singolo fotone. 
Di fatto i calcoh di Casati e colleghi mo¬ 
strano che in condizioni appropriate 
questo tipo di ionizzazione è molto più 
probabile del processo a fotone singolo. 
Ford ipotizza che questo effetto, qualora 
fosse reale, potrebbe essere sfruttato per 
mighorare l’efficienza di dispositivi elet¬ 


tronici che attualmente si basano sul pro¬ 
cesso a fotone singolo. 

In secondo luogo, Tintervallo di fre¬ 
quenze nel quale l’elettrone può ioniz¬ 
zarsi nella formulazione classica, ma non 
in quella quantistica, offre un’occasione 
per verificare la vahdità delle due impo¬ 
stazioni teoriche. Se precise misurazioni 
di laboratorio indicassero che si può ave¬ 
re ionizzazione in questo intervallo di 
frequenze si renderebbe forse necessaria 
una revisione delle equazioni della mec¬ 
canica quantistica. Infine il sistema ag¬ 
giunge un altro paradosso al mondo già 
paradossale delle particelle subatomi- 
che: un elettrone può essere descritto co¬ 
me caotico o non caotico a seconda che 
si consideri il sistema da un punto di vista 
classico o da uno quantistico. 

Altri fisici concordano con Ford che le 
prime due questioni dovrebbero essere 
risolte sottoponendo la previsione teo¬ 
rica alla verifica sperimentale, mentre 
il paradosso potrebbe essere eliminato 
con un semplice chiarimento semantico. 
Norman H. Packard deU’Università del- 
rillinois a Urbana-Champaign fa notare 
che la definizione classica di caos è atti¬ 
nente all’evoluzione di un sistema nel 
tempo; tuttavia «è impossibile seguire 
l’evoluzione temporale tramite misura¬ 
zioni quantistiche». Sebbene le equazio¬ 
ni dipendenti dal tempo che descrivono 
un sistema quantistico siano ben defini¬ 
te, lo stato fisico corrispondente del si¬ 
stema non lo è; le equazioni definiscono 
essenzialmente il sistema come una so¬ 
vrapposizione di tutti i possibih stati fisi¬ 
ci. Ciò che si osserva quando si compie 
una misurazione di un sistema quantisti¬ 
co è solo uno dei molti possibih stati, 
«congelatosi» fortuitamente nella realtà. 

Secondo Ford, tuttavia, il paradosso 
non è concihabile. Egh prevede che, se 
i risultati sperimentah gli daranno ragio¬ 
ne, la visione quantistica dovrà essere 
respinta in favore di una teoria universa¬ 
le del caos. 
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La casualità in aritmetica 


Non c’è un metodo per stabilire se ogni membro di una famiglia di 
equazioni algebriche possiede un numero di soluzioni finito o infinito: le 
risposte variano con casualità e sfuggono al ragionamento matematico 


di Gregory J. Chaitin 


C he cosa potrebbe essere più certo 
del fatto che 2 più 2 è uguale a 
4? Fin dal tempo dell’antica 
Grecia, i matematici hanno avuto la con¬ 
vinzione che poche cose - se pure ce ne 
sono - siano indubitabili come un teore¬ 
ma dimostrato. In effetti, gli enunciati 
matematici di cui si può dimostrare la 
verità sono stati spesso ritenuti un fon¬ 
damento più solido, per un sistema di 
pensiero, di qualsiasi massima morale o 
anche della stessa oggettività fisica. Il 
matematico e filosofo tedesco del XVII 
secolo Gottfried Wilhelm Leibniz giunse 
addirittura a immaginare un ragiona¬ 
mento in forma di calcolo grazie al quale 
si potessero un giorno risolvere tutte le 
dispute seguendo l’invito: «Signori, cal¬ 
coliamo!» All’inizio di questo secolo, la 
logica simbolica aveva compiuto tali pro¬ 
gressi da indurre il matematico tedesco 
David Hilbert ad affermare che in linea 
di principio tutte le asserzioni matema¬ 
tiche sono decidibili; fiducioso si accinse 
così a codificare, una volta per tutte, le 
regole del ragionamento matematico. 

Tale lodevole ottimismo si infranse 
contro le profonde e sorprendenti sco¬ 
perte di Kurt Godei e Alan M. Turing 
negli anni trenta. Godei dimostrò che 
nessun insieme finito di assiomi e regole 
di deduzione poteva racchiudere tutte le 
proprietà matematiche degli interi posi¬ 
tivi. Turing, in seguito, espresse in una 
forma più accessibile l’ingegnosa e com¬ 
plicata dimostrazione di Gòdel. Egli di¬ 
mostrò l’equivalenza tra il teorema di in¬ 
completezza di Gòdel e l’asserzione che 
non esiste un metodo generale per poter 


decidere sempre se un programma per 
calcolatore si fermerà, cioè se esso smet¬ 
terà mai di girare sul calcolatore. Ovovia- 
mente, se un certo programma porta il 
calcolatore ad arrestarsi, è facile dimo¬ 
strarlo: basta farlo girare. Il difficile sta 
nel dimostrare, per un programma arbi¬ 
trario, che non si fermerà mai. 

Di recente ho compiuto un passo 
avanti lungo la via segnata da Gòdel e 
Turing. Traducendo uno specifico pro¬ 
gramma per calcolatore in un’equazione 
algebrica di un tipo noto fin dal tempo 
dell’antica Grecia, ho dimostrato che 
esiste una casualità in quella branca della 
matematica pura nota come teoria dei 
numeri. Il mio lavoro dimostra che - per 
usare una metafora di Einstein - Dio tal¬ 
volta gioca a dadi con i numeri interi! 

Questo risultato, che si inserisce nel 
campo della cosiddetta teoria algoritmi¬ 
ca dell’informazione, non deve indurre 
al pessimismo; non porterà la matema¬ 
tica all’anarchia. (Tant’è vero che la 
maggior parte dei matematici continua a 
lavorare come prima.) Il suo significato 
risiede nella considerazione che in certe 
situazioni si dovrebbero forse applicare 
leggi matematiche di tipo diverso: leggi 
statistiche. Così come è impossibile pre¬ 
vedere il momento esatto in cui un sin¬ 
golo atomo subisce un decadimento ra¬ 
dioattivo, allo stesso modo la matemati¬ 
ca è talora incapace di rispondere a certe 
domande. Ciò non toglie che i fisici pos¬ 
sano fare affidabili previsioni di media su 
grandi insiemi di atomi. I matematici, 
forse, dovrebbero in certi casi limitarsi a 
seguire un metodo di questo genere. 


I l mio lavoro è la naturale continuazio¬ 
ne di quello di Turing, ma mentre Tu¬ 
ring si poneva il problema di stabilire se 
un programma qualsiasi si sarebbe mai 
fermato, io mi pongo quello della pro¬ 
babilità che un programma, scelto in 
modo del tutto casuale, smetta di girare 
su un qualsiasi calcolatore di uso gene¬ 
rale. Che cosa intendo per «scelto in mo¬ 
do del tutto casuale»? Poiché qualsiasi 
programma è sostanzialmente riducibile 
a una successióne di bit (ciascuno dei 
quali può assumere il valore 0 o il valore 
1) che vengono «letti» e «interpretati» 
dall’hardware del calcolatore, ritengo 
che un programma completamente ca¬ 
suale di n bit potrebbe benissimo essere 
ottenuto con n lanci di moneta in cui a 
ogni «testa» corrisponda uno 0 e a ogni 
«croce» corrisponda un 1 o viceversa. 

La probabilità che tale programma ca¬ 
suale si fermi, probabilità che ho chia¬ 
mato omega (Q), si può esprimere come 
un numero reale compreso tra 0 e 1. (Per 
Q=0 nessun programma casuale si fer¬ 
merebbe mai e per Q=1 tutti i program¬ 
mi casuali si fermerebbero. Per un cal¬ 
colatore di uso generale nessuno di que¬ 
sti casi è in realtà possibile.) Essendo un 
numero reale, Q si può esprimere com¬ 
pletamente solo come successione infini¬ 
ta di cifre. Questa, espressa in base 2, ri¬ 
sulterebbe una sequenza infinita di 0 e 1. 

Forse la caratteristica più interessante 
di Q è quella di essere algoritmicamente 
casuale: non può essere «compressa» in 
un programma (considerato come suc¬ 
cessione di bit) più breve di se stessa. 
Questa definizione di casualità ha un 
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LMmprevedibilità è un concetto abituale nei casinò ed è il fattore bero adattarsi all’idea che una certa imprevedibilità sia inerente 
che consente ai loro gestori di ottenere un profitto in giochi come a ciò di cui si occupano. Essa sorge dalla casualità che esiste nelle 
la roulette. L’autore sostiene che forse anche i matematici dovreb- soluzioni di problemi piuttosto semplici della teoria dei numeri. 


ruolo centrale nella teoria algoritmica 
dell’informazione e venne formulata in 
modo indipendente da A. N. Kolmogo- 
rov e da me verso la metà degli anni ses¬ 
santa (in seguito ho dovuto correggerla). 

L'idea che sta alla base della definizio¬ 
ne è molto semplice. Alcune successioni 
di cifre possono essere compresse in pro¬ 
grammi molto più brevi di quanto esse 
siano, perché seguono uno schema o una 
regola. Così, una successione di 200 bit 
che abbia la forma 0101010101...può es¬ 
sere compressa descrivendola come « 100 
ripetizioni di 01». Successioni di questo 
genere non sono certo casuali. Una suc¬ 
cessione di 200 bit generata lanciando 
una moneta, invece, non può essere 
compressa, perché in generale non esiste 
una regolarità nella successione di 0 e 1: 


la sequenza è completamente casuale. 

Di tutte le possibili sequenze di bit, 
molte non sono comprimibili e sono 
quindi casuali. Dato che una successione 
di bit può essere considerata come una 
rappresentazione in base 2 di qualche 
numero reale (se si ammettono succes¬ 
sioni infinite), ne consegue che molti nu¬ 
meri reali sono casuali. Non è difficile 
dimostrare che un numero algoritmica¬ 
mente casuale, come Q, mostra le pro¬ 
prietà statistiche normalmente associate 
alla casualità. Tra queste vi è la norma¬ 
lità: ogni cifra possibile appare con ugua¬ 
le frequenza nel numero. In una rappre¬ 
sentazione in base 2 ciò significa che, con 
l’approssimarsi aU’infinito del numero di 
cifre di Q, 0 e 1 appaiono rispettivamen¬ 
te il 50 per cento di volte. 


Una condizione tecnica fondamentale 
che deve essere stipulata perché Q abbia 
senso è che un programma in ingresso 
deve essere autodelimitante: la sua lun¬ 
ghezza totale (in bit) deve essere data 
^rintemo del programma stesso. (Que¬ 
sto problema apparentemente minore, e 
che invece ha paralizzato per circa un 
decennio ogni progresso nel settore, è 
all’origine della ridefinizione di casualità 
algoritmica.) I linguaggi di program¬ 
mazione reali sono autodelimitanti, in 
quanto dispongono di costrutti per ini¬ 
ziare e terminare un programma. Questi 
costrutti consentono a un programma di 
contenere sottoprogrammi ben definiti, 
i quali possono avere annidati nel loro 
interno altri sottoprogrammi. Dato che 
un programma autodelimitante è co- 
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struito tramite la concatenazione e Tan- 
nidamento di sottoprogrammi autodeli- 
mitanti, un programma è sintatticamen¬ 
te completo solo quando viene chiuso 
Tultimo sottoprogramma aperto. In so¬ 
stanza, i costrutti di inizio e di fine per i 
programmi e i sottoprogrammi funzio¬ 
nano come le parentesi sinistra e destra 
delle espressioni matematiche. 


Se i programmi non fossero autodeli- 
mitanti, non potrebbero essere costruiti 
a partire da sottoprogrammi, e somman¬ 
do le probabilità di fermata per tutti i 
programmi si arriverebbe a un numero 
infinito. Se si considerano solo program¬ 
mi autodelimitanti, non solo Q è limitato 
airintervallo tra 0 e 1, ma può anche 
essere calcolato esplicitamente per ap¬ 


prossimazioni successive. Vale a dire, è 
possibile calcolare una successione infi¬ 
nita di numeri razionali (che si possono 
esprimere in termini di successione finita 
di bit), ciascuno dei quali è più vicino del 
precedente al valore effettivo di Q. 

Un modo per effettuare questa opera¬ 
zione consiste nel calcolare sistematica- 
mente Q„ per valori crescenti di n, dove 
Q„ è la probabilità che un programma 
completamente casuale di dimensioni fi¬ 
no a /i bit si fermi entro n secondi se 
viene fatto girare su un dato calcolatore. 
Essendoci 2^ possibili programmi lunghi 
k bit, in linea di principio si può calcolare 
Qn determinando, per ogni valore di k 
compreso tra 1 e n, quanti dei possibili 
programmi si fermino effettivamente 
entro n secondi, moltiplicando quel nu¬ 
mero per e poi sommando tutti i pro¬ 
dotti. Ossia, ciascun programma di k bit 
che si fermi contribuisce per 2~* a i 
programmi che non si fermano danno un 
contributo pari a 0. 

Se si potesse miracolosamente avere il 
valore di Q con k bit di precisione, si 
potrebbe calcolare una successione di Q„ 
fino a raggiungere un valore che uguagli 
quello di Q. A questo punto si conosce¬ 
rebbero tutti i programmi di dimensioni 
inferiori a k bit che si fermano; in sostan¬ 
za, si sarebbe risolto il problema di Tu- 
ring della fermata per tutti i programmi 
di dimensione inferiore a k bit. Natural¬ 
mente, il tempo richiesto dal calcolo, per 
valori di k ragionevoli, sarebbe enorme. 

P nora ho fatto riferimento solo ai cal¬ 
colatori e ai loro programmi per par¬ 
lare del problema della fermata, ma que¬ 
sto problema ha assunto una nuova di¬ 
mensione alla luce del lavoro di J. P. 
Jones, deirUniversità di Calgary, e di Y. 
V. Matijasevid, delflstituto V. A. Ste- 
klov di matematica di Leningrado. Il lo¬ 
ro lavoro offre un metodo per affrontare 
il problema sotto forma di asserzioni su 
particolari equazioni diofantee. Queste 
equazioni algebriche, che coinvolgono 
solo moltiplicazione, somma ed eleva¬ 
mento a potenza di numeri interi, pren¬ 
dono il nome da Diofanto di Alessan¬ 
dria, matematico greco del III secolo. 

Più specificamente, applicando il me¬ 
todo di Jones e Matijaseviò si può equi¬ 
parare Tenunciato secondo cui un certo 
programma non si ferma all’asserzione 
che un’equazione appartenente a una 
particolare famiglia di equazioni diofan¬ 
tee non ha alcuna soluzione nei numeri 
interi. Come nel caso della versione ori¬ 
ginale del problema della fermata per i 
calcolatori, è facile dimostrare, quando 
c’è, che una soluzione esiste: basta inse¬ 
rire i numeri corretti e verificare che i 
numeri risultanti alla destra e alla sini¬ 
stra del segno di uguaglianza siano effet¬ 
tivamente uguali. Molto più difficile è 
dimostrare che non vi sono assolutamen¬ 
te soluzioni quando questo è il caso. 

La famiglia di equazioni è costruita a 
partire da un’equazione di base che con¬ 
tiene una particolare variabile k, chia¬ 



DAVID HILBERT (1900): 

''Ogni problema matematico definito deve essere 
necessariamente suscettibile di una chiarificazione esatta, 
o nella forma di una risposta effettiva alla domanda 
sollevata, o attraverso la dimostrazione delPimpossibilità 
della sua soluzione e quindi del necessario fallimento di 
tutti i tentativi... Per quanto inaccessibili possano 
sembrarci questi problemi e per quanto si possa rimanere 
scoraggiati di fronte a essi, abbiamo, nondimeno, la ferma 
convinzione che la loro soluzione deve conseguire da un 
numero finito di processi puramente logici... 

"Sentiamo in noi un perpetuo richiamo: C’è il problema. 
Cerca la soluzione. Puoi trovarla con la pura ragione...” 


David Hilbert, qui ritratto all'età di circa 50 anni, sostenne la decidibilità in linea di 
principio di tutti i problemi matematici; ossia, che sarebbe stato possibile dimostrare o 
confutare tutti gli enunciati matematici sulla base di un ristretto numero di assiomi e regole. 
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mata il parametro, che assume i valori 1, 
2, 3 e così via {si veda Villustrazione a 
pagina 46, in alto). Esiste quindi una fa¬ 
miglia infinitamente grande di equazioni 
(una per ciascun valore di k) che si può 
generare partendo da un’equazione di 
base per ciascun membro di una «fami¬ 
glia» di programmi. L’asserzione mate¬ 
matica che l'equazione diofantea con pa¬ 
rametro k non ha alcuna soluzione cor¬ 
risponde all’asserzione che il A:-esimo 
programma per calcolatore non si ferma 
mai. Se invece il /c-esimo programma si 
ferma, l’equazione ha esattamente una 
soluzione. In un certo senso, la verità o 
la falsità di asserzioni di questo tipo è 
matematicamente incerta, in quanto va¬ 
ria in modo imprevedibile a mano a ma¬ 
no che k assume valori differenti. 

Il mio modo di affrontare la questio¬ 
ne dell’imprevedibilità in matematica è 
analogo, ma contempla un grado molto 
maggiore di casualità. Invece di «aritme- 
tizzare» sotto forma di famiglia di equa¬ 
zioni diofantee i programmi per calcola¬ 
tori che forse si fermano e forse no, io 
applico il metodo di Jones e Matijaseviè 
per aritmetizzare un singolo programma 
al fine di calcolare il /c-esimo bit di 

Il metodo si basa su una curiosa pro¬ 
prietà della parità dei coefficienti bino- 
miali (se sono pari o dispari) notata da 
Édouard A. Lucas un secolo fa, e finora 
mai considerata nel suo giusto valore. I 
coefficienti binomiali sono i moltiplican¬ 
di delle potenze di jr generati dalla co¬ 
struzione di quello che è noto come 
triangolo di Pascal. 

Il teorema di Lucas afferma che il co- 
efficiente di nell’espansione di (x-H 1)" 
è dispari solo se ciascuna cifra della rap¬ 
presentazione in base 2 del numero k è 
inferiore o uguale alla corrispondente ci¬ 
fra della rappresentazione in base 2 di n 
(partendo da destra e leggendo verso si¬ 
nistra). Per dirla in termini un po’ più 
semplici, il coefficiente per x* in un’e¬ 
spansione di (x+1)" è dispari se per ogni 
bit di k che sia un l, anche il corrispon¬ 
dente bit di n è un 1; in caso contrario è 
pari. Per esempio, il coefficiente di x^ 
nell’espansione binomiale di (x+1)^ è 6, 
che è pari. Quindi l’I nella rappresenta¬ 
zione in base 2 di 2(10) non corrisponde 
a un 1 che occupi la stessa posizione nella 
rappresentazione in base 2 di 4(100). 

pur essendo concettualmente semplice 
^ ed elegante, l’aritmetizzazione ri¬ 
chiede un sostanzioso impegno di pro¬ 
grammazione. Mi sembrava, in ogni ca¬ 
so, che la cosa potesse risultare diverten¬ 
te e ho elaborato quindi un programma 
«compilatore» j>er produrre equazioni 
da programmi per una macchina a regi¬ 
stri. Una macchina a registri è un calco¬ 
latore formato da un piccolo insieme di 
registri per immagazzinare numeri di 
qualsiasi grandezza. Si tratta, natural¬ 
mente, di un’astrazione, dato che i regi¬ 
stri di qualsiasi calcolatore reale hanno 
una capacità limitata. 

Fornendo in ingresso a un calcolatore 


reale programmato con il compilatore 
un programma per macchina a registri 
che esegua istruzioni scritte nel linguag¬ 
gio LISP, si ottiene in uscita, entro pochi 
minuti, un’equazione lunga circa 200 pa¬ 
gine e con circa 17 000 variabili intere 
non negative. Posso così derivare un’e¬ 
quazione diofantea con un parametro k 
che codifichi il /c-esimo bit di Q„ sempli¬ 


cemente inserendo nell’equazione di 2(X) 
pagine un programma LISP (in forma bi¬ 
naria) per calcolare il /c-esimo bit di Qn- 
Per qualsiasi coppia data di valori di /c e 
di n, l’equazione diofantea ha esatta¬ 
mente una soluzione se il /c-esimo bit di 
Qn è un 1, e non ha alcuna soluzione se 
il /c-esimo bit di Q„ è uno 0. 

Dato che questo vale per qualsiasi 



1/indecidibilità essenziale deirinsieme delle questioni matematiche è stata dimostrata da 
Kurt Godei, qui ritratto alPetà di circa 50 anni in una fotografìa di .\rnold Newman. Godei 
pubblicò la sua dimostrazione nel 1931, quando aveva 25 anni e Hilbert ne aveva 70. 
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K=1 


X* = 2Y 


KX*=2K*Y 




Risulta possibile dare origine a «famiglie» 
inrinitamente grandi di equazioni asse¬ 
gnando come valori numeri interi ai pa¬ 
rametro k di un'equazione di base nota. 


prìmere le risposte in una formula o in 
un insieme di regole; sono come i risul¬ 
tati dei lanci di una moneta. Dato che Q 
è algoritmicamente casuale, anche cono¬ 
scere le risposte per 1000 valori di k non 
aiuterebbe a dare la risposta corretta per 
un altro valore di k. Un matematico, per 
decidere se una certa equazione ha un 
numero finito o infinito di soluzioni, non 
potrebbe fare meglio di uno scommetti¬ 
tore. Quali che siano gli assiomi e le di¬ 
mostrazioni eventualmente applicabili 
per trovare la risposta valida per l’equa¬ 
zione diofantea con un certo valore di 
essi risulterebbero inapplicabili per la 


stessa equazione con un altro valore di k. 

In questo caso, il ragionamento mate¬ 
matico non è di alcun aiuto, dato che non 
esistono connessioni logiche tra le equa¬ 
zioni diofantee così generate. Per quan¬ 
to si sia perspicace o siano lunghe le di¬ 
mostrazioni e complessi gli assiomi, la 
serie infinita di proposizioni che affer¬ 
mano se il numero di soluzioni delle 
equazioni diofantee è finito o infinito ri¬ 
sulterà rapidamente inefficace con il cre¬ 
scere di k. Casualità e imprevedibilità si 
hanno già nelle branche elementari della 
teoria dei numeri che abbiano a che fare 
con le equazioni diofantee. 


coppia di valori di ^ e n, in linea di prin¬ 
cipio si può mantenere fisso k e aumen¬ 
tare sistematicamente il valore di n senza 
limite, calcolando il /c-esimo bit di Qn per 
ciascun valore di n. Per valori piccoli di 
n, il /c-esimo bit di Q,, fluttuerà in modo 
irregolare tra 0 e 1. Alla fine, però, si 
stabilizzerà su 0 o su 1, in quanto per 
valori molto grandi di n sarà uguale al 
/c-esimo bit di Q, che è immutabile. 
Quindi l’equazione diofantea ha effetti¬ 
vamente un numero infinito di soluzioni 
per un particolare valore del suo para¬ 
metro ky se il /c-esimo bit di Q risulta 
essere un 1; mentre, per ragioni analo¬ 
ghe, ha solo un numero finito di soluzio¬ 
ni se il /c-esimo bit di Q risulta essere uno 
0. Così, invece di considerare se un’e¬ 
quazione diofantea ha soluzioni per cia¬ 
scun valore del parametro /c, io chiedo 
se ha un numero infinito di soluzioni. 

P otrebbe sembrare che ci sia ben poco 
da ricavare a chiedersi se ci sono in¬ 
finite soluzioni invece di chiedersi se 
ce ne siano alcune; in realtà c’è una 
differenza fondamentale: le risposte al¬ 
la mia domanda sono indipendenti dal 
punto di vista logico. Due asserzioni 
matematiche sono logicamente indipen¬ 
denti se è impossibile derivare una dal¬ 
l’altra, cioè se nessuna delle due è una 
conseguenza logica dell’altra. Questa 
nozione di indipendenza può di solito es¬ 
sere distinta da quella applicata in stati¬ 
stica, in cui due eventi casuali sono detti 
indipendenti se l’esito dell’uno non in¬ 
fluisce sull’esito dell’altro. Per esempio, 
il risultato del lancio di una moneta non 
influisce in alcun modo sul risultato del 
lancio successivo: i risultati sono statisti¬ 
camente indipendenti. 

Nel mio approccio vengono utilizzate 
entrambe le nozioni di indipendenza. La 
risposta al mio quesito per un certo va¬ 
lore àìkè logicamente indipendente dal¬ 
la risposta per un altro valore di /: e la 
ragione di ciò è che i singoli bit di Q, che 
determinano la risposta, sono statistica- 
mente indipendenti. 

Per quanto sia facile dimostrare che 
per circa metà dei valori di k il numero 
di soluzioni è finito e per l’altra metà è 
infinito, non si può in alcun modo com¬ 


(n = 0)l 
(n=l)1 

(n = 2)l^ ^^2 

(n = 3)1 
(n = 4)l 

(n = 5)l ^10 



1 


1 

1 I 
1 0 1 
1111 
1 000 1 
110011 
1010101 
11111111 
1 00000001 
1100000011 
10100000I01 
111100001111 
1000100010001 
11001100110011 
101010101010101 
1111111111111111 
1 000000000000000 1 
110000000000000011 
1010000000000000101 
1 1 1 1 000000000000 1 1 1 1 
100010000000000010001 
1 1001 100000000001 1001 1 
10101010000000001010101 
11 1 1 1 1 1 1 00000000 1 111 1 1 11 
1000000010000000100000001 
1 10000001 10000001 10000001 1 
101000001010000010100000101 
1111000011110000111100001111 
10001000100010001000100010001 
110011001100110011001100110011 
1010101010101010101010101010101 
11111111111111111111111111111111 
100000000000000000000000000000001 
1100000000000000000000000000000011 
10100000000000000000000000000000101 
111100000000000000000000000000001111 
1000100000000000000000000000000010001 
11001100000000000000000000000000110011 
101010100000000000000000000000001010101 
1111111100000000000000000000000011111111 
10000000100000000000000000000000100000001 
110000001100000000000000000000001100000011 
1010000010100000000000000000000010100000101 
1 1 1 100001 1 1 1000000000000000000001 1 1 100001 1 1 1 
100010001000100000000000000000001000100010001 
1100110011001100000000000000000011001100110011 
10101010101010100000000000000000101010101010101 
111111111111111100000000000000001111111111111111 
1000000000000000100000000000000010000000000000001 
1 1 00000000000000 1 1 00000000000000 1 1 00000000000000 1 1 
101000000000000010100000000000001010000000000000101 
1 1 1 10000000000001 1 1 10000000000001 1 1 10000000000001 1 1 1 
10001000000000001000100000000000100010000000000010001 
1 1001 100000000001 1001 100000000001 1001 100000000001 1001 1 
1010101000000000101010100000000010101010000000001010101 
11111111000000001111111100000000111111110000000011111111 
100000001000000010000000100000001000000010000000100000001 
1 10000001 10000001 10000001 10000001 10000001 10000001 10000001 1 
10100000101000001010000010100000101000001010000010100000101 
111100001111000011110000111100001111000011110000111100001111 
1000100010001000100010001000100010001000100010001000100010001 
11001100110011001100110011001100110011001100110011001100110011 
101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101 
1111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 

11 triangolo di Pascal {in alto) è un metodo per calcolare i coefilcienti nell'espansione di 
espressioni della forma (x+1)”. Si inizia con un triangolo di soli 1 e si calcolano i valori di 
ciascuna riga successiva sommando numeri adiacenti e aggiungendo degli 1 a ciascuna 
estremità della riga. In questo modo si può stabilire, per esempio, che (jr-fl)^ = 
= Ijc^. Il triangolo può essere trasformato in un'attraente configu¬ 

razione frattale se si sostituiscono i coefficienti dispari con un 1 e i coefficienti pari con uno 
0. La configurazione illustra in forma grafica una proprietà dei coefficienti che trova 
applicazione neir«aritmetizzazione» in equazioni algebriche di programmi per calcolatore. 
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PROGRAMMA IN LISP 
PER CALCOLARE 
IL /f-esimo BIT DI On 
(150 RIGHE) 


1 


EQUAZIONE DIOFANTEA (17000 VARIABILI) 

(ri) ••2+(LI ) ••2 (si)* 

•2-»'(i)**2 *1' (tl)**2'K(2**sl)**2 + 

••2 (w^i+xl+1) ••2-*'(tl*»rl) ••2 + (ul+yl>l) ••2'^( 

tl)**2 + (ul)**2+(2*zl+l)*«2 + (r2)»*2+(L2)**2 ^ (s2)••2+(i)•• 

2 + (t2) ••2'^(2**S2) ••2 ^ ( (l+t2)»*s2)»*2+(v2*t2**(r2 + l)-»'U2*t2* 
•r2*Hv2)**2 ^ (lir2-»'X2-H) ••2+(t2*^r2) ••2 ^ (u2*^y2-H) ••2+(t2) ••2 + 
(U2)^*2-^(2»Z2*H)*^2 + (r3)**2+(L3)^*2 (s3) ••2*»-(i) ••2 -»• (t3) 

••2-f(2*«s3)**2 ^ ((l-»*t3)**s3)*^2-f(v3*t3**(r3+l)-m3«t3^*r3+w3)^ 

•2 ^ (iv3-^x3-*'l)**2-»-(t3*^r3)**2 + (u3-»-y3-*>l ) ••2-»* (t3) ••2 (u3)^»2 

-♦'(2*z 3-»-1)*^2 + (r4)*«2^-(L4)**2 + (s4) ••2+(i) ••2 4- (C:4) ••24-(2** 
S4)**2 + ( (l-ft4) ••s4) ••2'»'(v4»t4** (r4'fl).-1-u4*t4**r4-*-fcr4) ••2 4» {w^ 
4-X4-»'l) ••24'(t4^^r4) ••2 (U44'y44'l) ••2+(t4) ••2 + ( U4 ) • • 24'( 2^Z44-1 

>••2 4- (r5)*«24'(L5)*»2 4- (s5) ••24-( i) *42 4- (t5) ••24-( 2**s5) ••2 4» 

( (I4't5) ••s5) ••24'(v5*t5*« (r54'l)4'U5*t5^^r54'Hr5) ••2 4- (ur54'X54'l ) •• 
24'(t5**r5)**2 4- (u54-y54'l)**24-(t5)^*2 4- (u5) ••24-( 2»z54'l ) ••2 4- ( 
r6)**24'(L6)®*2 4- (s6) ••24'(i) ••2 4* (t6) ••24* (2**s6) ••2 4» ((I4't6) 

_l_ 4. y mm't^ 1 

L'aritmetizzazione di Q può essere ottenuta sostituendo la rappresentazione binaria di 
un programma specifico per il calcolo della /:-esima cifra della successione Qn a una 
variabile neH'equazione derivata da un programma per macchine a registro con un «com¬ 
pilatore». Qn costituisce un'approssimazione di «/i-esimo ordine» a Q, la probabilità 
che un calcolatore si fermi qualora i bit che ne costituiscono il programma siano stati 
determinati attraverso una procedura di tipo casuale, per esempio lanciando una moneta. 


PROGRAMMA PER MACCHINA 
A REGISTRI CON ISTRUZIONI 
IN LISP (300 RIGHE) 



COMPILATORE (700 RIGHE) 


I n che modo il teorema di Godei, il pro¬ 
blema della fermata di Turing e il mio 
lavoro hanno influenzato la matemati¬ 
ca? La realtà è che la maggior parte dei 
matematici non hanno dato loro peso. 
Naturalmente, in linea di principio con¬ 
cordano sul fatto che qualsiasi insieme 
finito di assiomi è incompleto, ma in pra¬ 
tica la cosa li lascia indifferenti perché 
non la ritengono pertinente al loro lavo¬ 
ro. Purtroppo, però, questo non è sem¬ 
pre vero. Anche se il teorema originale 
di Godei sembrava coinvolgere solo pro¬ 
posizioni matematiche poco consuete 
che difficilmente avrebbero avuto un in¬ 
teresse pratico, la teoria algoritmica del¬ 
l'informazione ha dimostrato che l'in¬ 
completezza e la casualità sono naturali 
e pervasive. Questo mi fa pensare che 
forse andrebbe presa più seriamente in 
considerazione la possibilità di cercare 
nuovi assiomi validi per i numeri interi. 

Il fatto che molti problemi matematici 
siano rimasti irrisolti per centinaia e ad¬ 
dirittura per migliaia di anni tende a raf¬ 
forzare la mia tesi. I matematici sono 
tenacemente convinti che la mancata so¬ 
luzione di questi problemi dipenda uni¬ 
camente da loro stessi, ma la difficoltà 
non potrebbe stare invece nell’incom¬ 
pletezza dei loro assiomi? Per esempio, 
la questione relativa all'esistenza o meno 
di numeri dispari perfetti ha eluso una 
risposta fin dai tempi dell'antica Grecia. 
(Un numero perfetto è un numero che 
risulta esattamente dalla somma dei suoi 
divisori, escluso se stesso. Quindi 6 è un 
numero perfetto, in quanto è uguale a 1 
più 2 più 3.) Non potrebbe darsi che l’e¬ 
nunciato «Non esistono numeri dispari 
perfetti» non sia dimostrabile? Se così 
fosse, forse i matematici farebbero me¬ 
glio ad accettarlo come assioma. 

Questa projx)sta può sembrare ridico¬ 
la a molti matematici, ma forse a un fi¬ 
sico o a un biologo non apparirebbe as¬ 
surda. Per chi lavora nelle scienze empi¬ 
riche, è l'utilità di un’ipotesi, e non ne¬ 
cessariamente la sua «verità autoeviden¬ 
te», il criterio chiave con cui giudicare se 
tale ipotesi possa essere posta a fonda¬ 
mento di una teoria. Se numerose con¬ 
getture possono essere risolte facendo 
appello a una certa ipotesi, gli scienziati 
empirici prendono quell'ipotesi sul se¬ 
rio. (La non esistenza di numeri dispari 
perfetti non sembra avere significative 
implicazioni, quindi con questo criterio 
non sarebbe un assioma utile.) 

In realtà, in alcuni casi i matematici 
hanno già assunto a fondamento del pro¬ 
prio lavoro congetture non dimostrate, 
ma utili. Per esempio, la cosiddetta ipo¬ 
tesi di Riemann - mai dimostrata - è spes¬ 
so accettata come vera, perché su essa si 
basano molti altri importanti teoremi. 
L'ipotesi, inoltre, è stata sottopiosta a ve¬ 
rifica empirica con i più potenti calcola¬ 
tori, e nessuno di essi è arrivato a un solo 
controesempio. Gli stessi programmi 
per calcolatore (che, come ho mostrato, 
sono equivalenti a enunciati matematici) 
vengono controllati in questo modo. 


cioè con la verifica di un gran numero di 
casi sperimentali piuttosto che con una 
rigorosa dimostrazione matematica. 

C i sono altri problemi, in altri campi 
della scienza, che possono trarre be¬ 
neficio da queste concezioni sui fonda¬ 
menti della matematica? Ritengo che 
la teoria algoritmica deU'informazione 
possa interessare la biologia. I geni che 
regolano lo sviluppo di un embrione so¬ 
no di fatto un programma per calcolato¬ 
re per la costruzione di un organismo. Si 
può concepire una misurazione della 
«complessità» di questo programma per 
calcolatore biochimico in termini analo¬ 
ghi a quelli elaborati per quantificare il 
contenuto informativo di Q. 

Anche se Q è del tutto casuale (o infi¬ 
nitamente complesso) e non può essere 
calcolato esattamente, avendo a disposi¬ 
zione una quantità infinita di tempo si 
può arrivare a un'approssimazione del 
suo valore con la precisione che si vuole. 
Penso che in modo analogo si possa ar¬ 
rivare a un’approssimazione della com¬ 
plessità degli organismi viventi. L’avvi¬ 


cinamento a Q di una successione di 
può essere visto come una metafora del¬ 
l'evoluzione della complessità biologica. 

Un tempo, J. von Neumann sfidò i 
ricercatori a trovare una teoria matema¬ 
tica astratta relativa all'origine e all’evo¬ 
luzione della vita. La teoria algoritmi¬ 
ca deU'informazione può forse indicare 
come si possa operare per progredire in 
tal senso. 
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Diavoletti, macchine 
e il secondo principio 

Lo studio dei limiti teorici dei calcolatori ha inaspettatamente fornito una 
soluzione aWenigma del diavoletto ipotizzato da Maxwell nel 1871 come 
una possibile violazione del secondo principio della termodinamica 


di Charles H. Bennett 


U n aspetto del secondo principio 
della termodinamica è che tut¬ 
te le macchine che producono 
differenze di temperatura, come i frigo¬ 
riferi, richiedono energia per funziona¬ 
re; per converso è possibile utilizzare 
una differenza di temperatura per pro¬ 
durre lavoro, come fa, per esempio, una 
macchina a vapore, che sfrutta la diffe¬ 
renza di temperatura fra la caldaia calda 
e il condensatore freddo. Eppure, nel 
1871, il fisico scozzese James Clerk Max¬ 
well, nel suo libro Teoria del calore, ipK)- 
tizzò che una creatura abbastanza picco¬ 
la da poter vedere e maneggiare singole 
molecole potesse sfuggire alle conse¬ 
guenze di questo principio. Potrebbe in¬ 
fatti produrre e mantenere una differen¬ 
za di temperatura senza alcuna spesa di 
energia: 

«... se concepiamo un essere con una 
vista così acuta da poter seguire ogni mo¬ 
lecola nel suo movimento, pur avendo le 
medesime nostre limitazioni per quanto 
riguarda altri attributi, questi potrebbe 
fare ciò che a noi oggi è impossibile. Ab¬ 
biamo visto che, in un recipiente pieno 
d'aria a temperatura uniforme, le mole¬ 
cole si muovono con velocità tutt'altro 
che uniforme... Ora immaginiamo che 
tale recipiente sia diviso in due parti, A 
e B, mediante un setto nel quale sia pra¬ 
ticato un forellino e che un essere, in 
grado di vedere le singole molecole, apra 
e chiuda tale foro, in modo da consentire 
il passaggio da A a 5 solo alle molecole 
più veloci e il passaggio da B ad A solo 
a quelle più lente. Egli riuscirà quindi, 
senza compiere alcun lavoro, ad alzare 
la temperatura di B e ad abbassare quel¬ 
la di A, in contraddizione con il secondo 
principio della termodinamica.» 

Questo «essere» è stato presto chia¬ 
mato il diavoletto di Maxwell per la sua 
capacità di sovvertire l’ordine naturale 
delle cose. Il risultato principale della 
sua attività sarebbe quello di abolire la 


necessità delle fonti di energia più o me¬ 
no tradizionali, come il petrolio, l’uranio 
e la luce solare. Macchine di tutti i tipi 
potrebbero funzionare senza batterie, 
serbatoi di combustibile o linee elettri¬ 
che. Per esempio, il diavoletto potrebbe 
consentire il funzionamento di una mac¬ 
china a vapore senza che consumi com¬ 
bustibile, mantenendo indefinitamente 
la caldaia calda e il condensatore freddo. 

Per salvare il secondo principio sono 
stati indicati diversi motivi per i quali il 
diavoletto non potrebbe agire come ipo¬ 
tizzato da Maxwell, ma, sorprendente¬ 
mente, tutte queste proposte non reggo¬ 
no a una critica approfondita. Spesso gli 
errori sono dovuti a un uso non corretto 
dei progressi fatti in altri settori della fi¬ 
sica. Molti hanno infatti ritenuto erro¬ 
neamente che il diavoletto di Maxwell 
non possa operare come previsto a causa 
di alcune limitazioni imposte dalla mec¬ 
canica quantistica. 

Ma la vera ragione per cui il diavoletto 
di Maxwell non può violare il secondo 
principio è stata scoperta solo recente¬ 
mente. Si tratta del risultato inatteso di 
un filone di ricerca completamente di¬ 
verso, indirizzato alla valutazione dell’e¬ 
nergia necessaria per il funzionamento 
dei calcolatori elettronici. 

TTin dai tempi di Maxwell sono state 
^ proposte numerose versioni del dia¬ 
voletto termodinamico. In una delle più 
semplici, esso produce una differenza di 
pressione, anziché di temperatura, con¬ 
sentendo a tutte le molecole, indipen¬ 
dentemente dalla loro velocità, di passa¬ 
re da B ad A, ma impedendone il pas¬ 
saggio nel verso opposto. Dopo un po’ 
la maggior parte delle molecole si con¬ 
centreranno in A, mentre in B si produr¬ 
rà un vuoto parziale. Questo diavoletto 
appare molto più verosimile della crea¬ 
tura originale di Maxwell, dato che non 
è necessario che sìa in grado di vedere e 


di pensare. Non vi è un motivo immedia¬ 
tamente evidente che impedisca di rea¬ 
lizzare questo diavoletto - una valvola a 
flusso unidirezionale per le molecole - 
utilizzando dispositivi inanimati, come 
un minuscolo battente a molla. 

Come il diavoletto di Maxwell, questo 
dispositivo «a pressione» potrebbe costi¬ 
tuire una sorgente di illimitata energia 
per molte macchine. Per esempio, i mar¬ 
telli pneumatici usati per i lavori stradali 
vengono azionati con aria compressa da 
un motocompressore che funziona a 
benzina. Una valvola a flusso unidirezio¬ 
nale consentirebbe l’eliminazione del 
compressore, raccogliendo nel serbatoio 
a pressione l’aria circostante, senza al¬ 
cun consumo di energia. 

Si potrebbe pensare che un simile di¬ 
spositivo violi il principio della conser¬ 
vazione dell’energia, o primo principio 
della termodinamica, ma ciò non è vero. 
L’energia necessaria per perforare il ce¬ 
mento potrebbe essere presa dall’ener¬ 
gia interna dell’aria raccolta dalla valvo¬ 
la unidirezionale. La temperatura dell’a¬ 
ria, infatti, diminuirebbe attraversando 
il martello pneumatico. 11 primo princi¬ 
pio della termodinamica non vieta a una 
macchina di soddisfare le proprie esigen¬ 
ze energetiche estraendo calore dall’am¬ 
biente circostante o, addirittura, utiliz¬ 
zando il calore prodotto per attrito o re¬ 
cuperabile dai propri scarichi. È il secon¬ 
do principio che nega la possibilità di 
realizzare simili macchine. 

Per studiare da vicino il meccanismo 
d’azione del diavoletto occorre quindi 
comprendere alcune sottigliezze del se¬ 
condo principio della termodinamica. 
Questo principio venne espresso inizial¬ 
mente come una limitazione delle possi¬ 
bili trasformazioni del calore e del lavo¬ 
ro, ma oggi viene considerato essenzial¬ 
mente come un’affermazione relativa al¬ 
l’aumento di disordine nell’universo. In 
base al secondo principio, l’entropia, ov- 
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La luminosità uniforme dell'interno di una fornace (in alio) è la dimo¬ 
strazione di una consej(uenza del secondo principio della termodinami¬ 
ca: è impossibile distinguere gli oggetti in un ambiente a temperatura 
uniforme senza rau.silio di una sorgente di luce esterna di temperatura 
superiore a quella dell'ambiente. AH'interno della fornace gli oggetti 
emettono luce in maniera tale che le loro superfìci, indipendentemente 
dalla riflettan7.a e dal colore di ognuna di esse, appaiono ugualmente 
luminose. Infatti, se un oggetto apparisse più scuro di quelli circostanti. 


assorbirebbe energia a spese dei suoi vicini; aumenterebbe quindi la sua 
temperatura mentre gli oggetti intorno a esso si raffredderebbero. Ma 
il secondo principio della termodinamica afferma che oggetti a tempe¬ 
rature inizialmente uguali non possono assumere spontaneamente tem¬ 
perature diverse. Nell'illustrazione in alto si osserva un po' di contrasto 
residuo perché la temperatura della fornace non è perfettamente uni¬ 
forme. Le differenze intrinseche di riflettanza diventano evidenti quan- 
do gli oggetti vengono illuminati da una sorgente esterna (in basso). 
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Il diavoletto di Maxwell, descritto nel 1871 da James Clerk Maxwell, sembra in grado di violare 
il secondo principio della termodinamica. Il diavoletto aziona una porticina su un setto posto Tra 
due recipienti che contengono gas alla siessa temperatura e pressione. Egli osserva le molecole 
che si avvicinano al foro e apre o chiude la porticina lasciando passare le molecole più veliKri dal 
recipiente A a quello ma non viceversa, e quelle più lente solo da ^ ad /I. Il recipiente B si 
riscalda, mentre l'altro si raffredda. Per il secondo principio occorre lavoro per produrre una 
differenza di temperatura, ma il lavoro per azionare la porta può essere reso piccolo a piacere. 


vero il disordine delKuniverso nel suo 
complesso, non può diminuire. Ne segue 
quindi che sono p>ossibili solo due tipi di 
processi: quelli nel corso dei quali Ten- 
tropia delKuniverso aumenta e quelli du¬ 
rante i quali essa rimane costante. I pri¬ 
mi vengono delti processi irreversibili, 
perché il ripercorrere a ritroso la mede¬ 
sima via seguita alPandata violerebbe il 
secondo principio. I secondi ^no detti 
invece processi reversibili. È possibi¬ 
le diminuire Tentropia di un sistema 
compiendo su di esso del lavoro, ma co¬ 
sì facendo si aumenta Tentropia di qual¬ 
che altro sistema o quella delVambiente 
che circonda il primo in misura maggio¬ 
re, o al più uguale, della diminuzione 
ottenuta. 

Un classico processo irreversibile, che 
aiuta a definire con maggior precisione 
il concetto di entropia, è noto come 
espansione libera. Supponiamo che un 
recipiente pieno di gas sia separato con 
un setto da un recipiente vuoto delle me¬ 
desime dimensioni. Se si pratica un fo- 
rellino nel setto il gas sfugge, cioè si 
espande liberamente, distribuendosi e- 
quamente fra i due recipienti. 

Il motivo per il quale le molecole del 
gas si diffondono fino a riempire entram¬ 
bi i recipienti ha, se è possibile tale di¬ 
stinzione, un carattere più matematico 
che fisico. Il numero delle molecole dai 
due lati del setto tende a divenire uguale 
non perché le molecole si respingano re¬ 
ciprocamente e quindi tendano a distan¬ 
ziarsi il più possibile, ma piuttosto per¬ 
ché le collisioni fra di loro e con le pareti 
dei recipienti ne provocano la distribu¬ 
zione casuale in tutto lo spazio disponi¬ 
bile, fino a che metà si trovi da un 


lato del setto e metà dal lato opposto. 

Dato che la diffusione delle molecole 
è dovuta più al caso che alla repulsione, 
esiste una possibilità che tulle le mole¬ 
cole ritornino spontaneamente nel reci¬ 
piente dal quale sono venute. Ma la pro¬ 
babilità che ciò accada con n molecole 
equivale alla probabilità di ottenere tut¬ 
te «teste» nel lancio di n monete: 1/2". 
Quindi, per ogni numero di molecole 
piuttosto grande (e ve ne sono circa 
3(K) (XK) (XK) (XX) (XX) (XX) (XX) (KX) in un 
grammo di idrogeno), l'espansione libe¬ 
ra risulta effettivamente un processo ir¬ 
reversibile, ossia un processo la cui re¬ 
versibilità, per quanto possibile, è tal¬ 
mente improbabile da consentire di af¬ 
fermare con certezza che non verrà mai 
osservata. 

T o stato disordinato, quello nel quale 
^ il gas è diffuso in entrambi i recipien¬ 
ti invece di rimanere raccolto in uno solo 
di essi, è più probabile dello stato ordi¬ 
nato. Ciò significa che le configurazioni 
in cui le molecole occupano entrambi i 
recipienti sono più numerose di quelle in 
cui ne occupano uno solo, esattamente 
come, quando si lanciano 100 monete, vi 
sono più modi di ottenere 50 volte testa 
e 50 volle croce di quanti non ve ne siano 
di ottenere KX) volte lesta e mai croce. 
Affermando che l’entropia delfuniverso 
tende ad aumentare, il secondo princi¬ 
pio si limita a dire che, con il trascorrere 
del tempo, l'universo tende a disporsi 
nello stalo più probabile. 

È possibile quantificare quest’idea? In 
altre parole, è possibile dire di quanto è 
aumentato il disordine del gas in seguito 
alla sua diffusione in entrambi i recipien¬ 


ti? Consideriamo una singola molecola 
del gas. Una molecola che può vagare in 
entrambi i recipienti è in grado di occu¬ 
pare un numero di f>osizìoni doppio di 
quello possibile per una molecola confi¬ 
nata in un solo recipiente. Se nei due 
recipienti vi sono due molecole, ognuna 
di esse ha a dis|x>sizione il doppio delle 
configurazioni possibili per una moleco¬ 
la in un solo recipiente e quindi il sistema 
ha il quadruplo (2 x 2) delle configura¬ 
zioni possibili. Se vi sono tre molecole il 
sistema ha otto volte (2 x 2 x 2) il nu¬ 
mero di configurazioni possibili in un so¬ 
lo recipiente. 

Generalizzando, se vi sono n molecole 
di gas in due recipienti, queste hanno a 
disposizione 2" volte il numero di confi¬ 
gurazioni possibili per n molecole dello 
stesso gas in un singolo recipiente. Si di¬ 
ce che il gas nei due recipienti ha un nu¬ 
mero di «stati accessibili» pari a 2" volte 
quanti ne abbia in un singolo recipiente. 
Nella maggior parte dei sistemi il nume¬ 
ro degli stati accessibili dipiende espo¬ 
nenzialmente dal numero delle molecole 
presenti. 

L’entropia di un sistema viene pertan¬ 
to definita come il logaritmo del numero 
degli stati accessibili; nell’esempio del 
gas che si distribuisce in due recipienti, 
un aumento di 2" volte del numero degli 
stati accessibili corrisp)onde a un aumen¬ 
to di entropia di n bit, o unità binarie. 
(La base del logaritmo - e, quindi, l’unità 
di entropia - è arbitraria. Si è convenuto 
di usare la base due e le unità binarie.) 
La scala logaritmica presenta il vantag¬ 
gio di rendere l’entropia di una certa 
quantità di materia, come la sua massa 
e la sua energia, grosso modo proporzio¬ 
nale al numero delle molecole. Si può 
fare un’analogia con la memoria di un 
calcolatore: una memoria di n bit. a pa¬ 
rità di altri fattori, ha dimensioni, peso 
e costo grosso modo proporzionali a /i, 
sebbene il numero dei suoi stati possibi¬ 
li sia 2". 

I primi enunciali del secondo princi¬ 
pio non facevano riferimento alla ca¬ 
sualità e al disordine; si riferivano invece 
al calore, al lavoro e alla temperatura. 
Come è possibile mettere questi concetti 
in relazione con la nostra definizione 
quantitativa di entropia? 

Le molecole sono sempre in movi¬ 
mento. La velocità e la direzione del mo¬ 
to di ciascuna di esse sono casuali, ma la 
loro velocità media è proporzionale alla 
radice quadrata della temperatura (mi¬ 
surata a partire dallo zero assoluto). Al- 
l’aumentare della temperatura, e quindi 
della velocità media, le velocità delle sin¬ 
gole molecole si distribuiscono in un in¬ 
tervallo di valori più ampio di quanto av¬ 
venga quando la velocità media è bassa. 

Quando la velocità media è elevata, 
ogni molecola ha a disposizione una 
maggiore gamma di velocità, proprio co¬ 
me una molecola nel dispositivo forma¬ 
to da due recipienti può occupare un nu¬ 
mero più elevato di posizioni che in 
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un solo recipiente. Ne segue che a tem¬ 
perature elevate vi è un maggior numero 
di stati accessibili di quanti ne siano di¬ 
sponibili a temperature inferiori. A tem¬ 
perature elevate il movimento è più di¬ 
sordinato perché è più difficile preve¬ 
dere quale sarà la velocità di ciascuna 
molecola. 

Il disordine nel movimento e nelle po¬ 
sizioni delle molecole contribuiscono en¬ 
trambi a determinare l'entropia di un si¬ 
stema. L’entropia di un gas può aumen¬ 
tare sia in conseguenza di un aumento 
del volume occupato (espansione), sia in 
seguito a un aumento di temperatura: 
entrambi producono un movimento mo¬ 
lecolare più disordinato. 

Un flusso di calore trasporta quindi 
entropia. Più precisamente ne trasporta 
una quantità proporzionale al flusso di 
calore diviso per la temperatura del flus¬ 
so stesso. Quindi un passaggio di calore 
da un corpo caldo a un corpo freddo au¬ 
menta l’entropia di quest’ultimo più 
di quanto non diminuisca l’entropia del 
primo: la quantità di calore (flusso) che 
esce dal corpo caldo ed entra in quello 
freddo è la stessa, ma nel calcolo della 
diminuzione di entropia del corpo caldo 
si divide per una temperatura più alta di 
quella usata nel calcolo dell’aumento di 
entropia del corpo freddo. Un generico 
flusso di calore da un corpo caldo a uno 
più freddo aumenta quindi l’entropia 
dell'universo nel suo complesso. 

Q uesta definizione di entropia per¬ 
mette di comprendere meglio per¬ 
ché il diavoletto di Maxwell violi il se¬ 
condo principio. Con la sua capacità di 
selezionare le molecole, esso produce un 
flusso di calore dal recipiente A al reci¬ 
piente B anche quando il secondo è di¬ 
venuto più caldo del primo; provoca per¬ 
ciò una diminuzione dell’entropia di A 
maggiore dell’aumento di entropia di B 
e, di conseguenza, una diminuzione del¬ 
l’entropia dell’universo, cosa impossibi¬ 
le dal punto di vista termodinamico. 

Descrivendo il suo diavoletto, Max¬ 
well affermò chiaramente di essere con¬ 
vinto della validità del secondo princi¬ 
pio. Egli suggerì che gli esseri umani non 
possono violarlo semplicemente perché 
non sono in grado di vedere e maneggia¬ 
re singole molecole. Questo non è un 
«esorcismo» del tutto soddisfacente per¬ 
ché lascia aperta la possibilità che un es¬ 
sere avente le capacità del diavoletto 
possa violare il secondo principio. 

Un metodo per scoprire i motivi per i 
quali il diavoletto non può esistere sta 
nell’analizzare e confutare semplici mar¬ 
chingegni inanimati che potrebbero si¬ 
mulare l’attività del diavoletto, come la 
porticina a molla citata in precedenza, 
che funziona come una valvola a flusso 
unidirezionale. 

Immaginiamo che la porta si apra ver¬ 
so sinistra. Se questa funziona come si 
suppone faccia il diavoletto, ogni volta 
che una molecola del recipiente di destra 
urta la porta, questa si apre e la molecola 


passa nel recipiente di sinistra. Al con¬ 
trario, quando la porta viene urtata da 
una molecola del recipiente di sinistra, 
si serra contro il battente e non consente 
il passaggio. Alla fine tutte le molecole 
sono intrappolate a sinistra e il diavolet¬ 
to ha quindi compresso il gas (diminuen¬ 
done l’entropia) senza compiere lavoro. 

Qual è l’errore? Innanzitutto la molla 
che trattiene la porta deve essere piutto¬ 
sto debole. Il lavoro necessario per apri¬ 
re la porta opponendosi alla forza della 
molla deve essere paragonabile all’ener¬ 
gia cinetica media di una molecola del 
gas. Nel 1912 Marian Smoluchowski no¬ 
tò che la porta, ripetutamente urtata dal¬ 
le molecole, finisce per acquistare un’e¬ 
nergia cinetica (sotto forma di energia 
termica) conseguente al suo movimento 
casuale. Questa energia sarà del mede¬ 
simo ordine di grandezza dell’energia di 
agitazione termica delle molecole del gas 
e quindi la porta si aprirà e chiuderà ca¬ 
sualmente (ricordiamo che la porta è 
molto piccola), sbattendo alternativa- 
mente contro lo stipite e spalancandosi 
in opposizione alla forza della molla. 

Quando la porta è aperta non può ov¬ 
viamente fungere da valvola, dato che le 
molecole possono passare liberamente 
in entrambe le direzioni. Si potrebbe an¬ 
cora sperare che la porta funzioni come 
previsto, sia pure con scarsa efficienza, 
intrappolando almeno una piccola quan¬ 
tità di gas nel recipiente di sinistra, ma 
in realtà non può fare neppure questo. 
Ogni tendenza della porta a funzionare 
come valvola a flusso unidirezionale, 


aprendosi per lasciare passare le mole¬ 
cole da destra a sinistra, è esattamente 
bilanciata dalla tendenza contraria a 
chiudersi davanti a una molecola, spin¬ 
gendola da sinistra a destra, aiutata in 
questo dalla forza della molla. 

I due processi, il passaggio di una mo¬ 
lecola dal recipiente di destra verso quel¬ 
lo di sinistra e la porta che la spinge da 
sinistra a destra, sono l’uno il contrario 
dell’altro: la ripresa cinematografica di 
uno dei due, proiettata all'indietro, ap¬ 
parirebbe come una ripresa dell’altro. In 
un ambiente a temperatura e pressione 
costanti, i due processi si verifichereb¬ 
bero con la stessa frequenza e la jx)ssibi- 
lità che la porta funzioni da valvola a 
flusso unidirezionale sarebbe nulla. 

Ovviamente apparecchiature di que¬ 
sto tipo funzionano perfettamente in 
ambienti nei quali la pressione sui due 
lati della porta è diversa. Versioni in¬ 
grandite della porticina a molla si posso¬ 
no vedere nei ventilatori impiegati per 
espellere l’aria viziata dai locali pubblici 
senza consentire il passaggio di correnti 
di aria dall'esterno quando il ventilatore 
è spento. Una versione microscopica 
funzionerebbe in maniera simile, per¬ 
mettendo alle molecole di passare quan¬ 
do vi è un eccesso di pressione su un lato 
della porta, ma chiudendo il flusso quan¬ 
do la pressione è maggiore dall'altro la¬ 
to. Questi dispositivi non violano il se¬ 
condo principio perché non fanno altro 
che permettere a pressioni diverse di 
uguagliarsi; essi non potrebbero mai ge¬ 
nerare una differenza di pressione. 
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Con una porticina a molla si può realizzare una versione automatica del diavoletto di Maxwell 
che produce una differenza di pressione anziché di temperatura. Fra due recipienti contenenti 
inizialmente gas alla stessa pressione e temperatura vi è un foro munito di una porticina a molla. 
La porticina si apre in una sola direzione, per lasciare passare le molecole dal recipiente B al 
recipiente /i, ma non viceversa. Si può pensare che, alla fine, le molecole si accumulino in 4 a 
spese di B^ producendo una differenza di pressione. Ma, in pratica, questo non può avvenire. 
La porticina, riscaldata dagli urti con le molecole, prende ad aprirsi e a chiudersi casualmente 
per agitazione termica. Quando è aperta non può fungere da valvola a nu.sso unidirezionale e 
quando si chiude può spingere una molecola da 4 a /). Il .secondo processo avviene altrettanto 
frequentemente di quello nel quale una molecola di B spinge la porta per pas.sare in 4. 
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L*espan.sione libera dì un gas è un processo termodinamicamente irre- dell'appararato sperimentale illustrato. Quando il setto fra i recipienti 
versibile durante il quale l'entropia, ovvero il disordine, dell'universo viene foralo, le molecole fluiscono da un recipiente all'altro fino a quan- 
cresce. Un gas è inizialmente confinato in uno di due recipienti ia) do il toro numero da entrambi i lati del setto è circa uguale 


S e un semplice analogo meccanico del 
diavoletto non può funzionare, forse 
la cosa è possibile per un essere intelli¬ 
gente. In effetti, qualche tempo dopo 
che Maxwell aveva descritto il suo dia¬ 
voletto, diversi ricercatori giunsero a 
pensare che il fattore critico che consen¬ 
tiva al diavoletto di operare fosse appun¬ 
to rintelligenza. Per esempio, in un ar¬ 
ticolo del 1914, Smoluchowski scrisse: 
«Per quanto ne sappiamo oggi, non esi¬ 
ste alcuna macchina automatica in grado 
di realizzare un moto perpetuo, malgra¬ 
do la presenza di fluttuazioni molecolari, 
ma un simile apparecchio potrebbe forse 
funzionare, qualora fosse azionato da es¬ 
seri intelligenti». 

11 fisico Leo Szilard affrontò una trat¬ 
tazione quantitativa del problema in 
un lavoro pubblicato nel 1929 il cui titolo 
può essere così tradotto: Sulla diminu¬ 
zione di entropia di un sistema termodi¬ 
namico in seguito aWinter\*ento di esseri 
intelligenti. Sebbene il titolo sembri am¬ 
mettere la possibilità che un diavoletto 
intelligente violi il secondo principio, 
nello scritto si confuta tale ipotesi per 
sostenere che nessun essere, intelligente 
o meno, può comportarsi come il diavo¬ 
letto di Maxwell. Szilard riteneva che le 
osservazioni, o misurazioni, che il diavo¬ 
letto deve compiere (per esempio, per 
determinare da che parte arriva una mo¬ 
lecola) non possano venire effettuate 
senza spendere una quantità di lavoro 
sufficiente a produrre un aumento di en¬ 
tropia tale da impedire la violazione del 
secondo principio. 

Szilard aveva preso in considerazione 
un diavoletto che differiva sotto vari 
aspetti da quello proposto da Maxwell 
e che venne quindi chiamato macchina 
di Szilard. (La macchina che sto per de¬ 
scrivere differisce però leggermente da 
quella di Szilard.) Il componente princi¬ 
pale della macchina è un cilindro nel 
quale è contenuta una sola molecola, 
soggetta ad agitazione termica casuale. 
Ciascuna estremità del cilindro è chiusa 


da un pistone e a metà del cilindro può 
essere inserito un setto mobile sottile in 
grado di intrappolare la molecola in una 
delle due metà. La macchina è pure mu¬ 
nita di dispositivi di osservazione per de¬ 
terminare in quale metà del cilindro si 
trovi la molecola e di un sistema di me¬ 
moria per registrare rinformazione.il ci¬ 
clo della macchina consiste di sei fasi. 
Nella prima si inserisce il setto, intrap¬ 
polando la molecola in una delle due me¬ 
tà del cilindro. Szilard riteneva che, in 
via teorica, il lavoro per l'inserzione del 
setto potesse essere reso trascurabile. 

Nella fase successiva la macchina de¬ 
termina in quale delle due metà del ci¬ 
lindro si trovi la molecola. Il sistema di 
memoria può trovarsi in tre stati distinti. 
Uno stato indifferente mostra che non è 
stata compiuta alcuna osservazione, uno 
stato S indica che la molecola è intrap¬ 
polata a sinistra e uno stato D corrispon¬ 
de alla situazione in cui la molecola è a 
destra. Quando si effettua la determina¬ 
zione, la memoria passa dallo stato in¬ 
differente a uno degli altri due. 

La terza fase del ciclo, che può essere 
considerata una compressione, dipende 
dalle conoscenze acquisite nella fase pre¬ 
cedente. Il pistone posto nella metà nella 
quale non si trova la molecola viene spin¬ 
to fino a toccare il setto. Diversamente 
dalla fase di compressione di un motore 
a combustione interna, questa compres¬ 
sione non richiede lavoro, perché il pi¬ 
stone «comprime» uno spazio vuoto. La 
molecola, intrappolata dall'altra parte 
del setto, non può opporre resistenza al 
movimento del pistone. 

Successivamente, nella quarta fase, 
viene rimosso il setto, consentendo alla 
molecola di urtare il pistone che è appe¬ 
na avanzato e di esercitare su di esso una 
pressione. 

Nella quinta fase, che può venire detta 
fase di potenza, la pressione della mole¬ 
cola riporta il pistone nella posizione ori¬ 
ginale, compiendo lavoro su di esso. L'e¬ 
nergia che la molecola fornisce al pistone 


viene rimpiazzata dal calore diffuso dal¬ 
l'ambiente attraverso la parete del cilin¬ 
dro, perciò la molecola continua a muo¬ 
versi alla medesima velocità media. Il 
risultato è quindi quello di convertire il 
calore sottratto ali'ambiente in lavoro 
meccanico eseguito sul pistone. 

Nella sesta e ultima fase la macchina 
azzera la sua memoria, riportandola nel¬ 
lo stato indifferente. Essa ha ora assunto 
la stessa configurazione che aveva all'i¬ 
nizio e il ciclo può venire ripetuto. 

/^^mplessivamente le sei fasi sembra- 
^ no essere riuscite a convertire il ca¬ 
lore sottratto all'ambiente in lavoro, fa¬ 
cendo tornare il gas e la macchina esat¬ 
tamente allo stato iniziale. Se non è av¬ 
venuto alcun altro mutamento, nel corso 
del ciclo compiuto dalla macchina l'en¬ 
tropia dell'universo è diminuita. In linea 
di principio, il ciclo potrebbe venire ri¬ 
petuto quante volte si vuole, ottenendo 
come risultato una violazione arbitraria¬ 
mente grande del secondo principio. 

La soluzione del paradosso proposta 
da Szilard consisteva nel postulare che 
l'atto della misurazione, nel corso del 
quale viene determinata la posizione 
della molecola, implichi un aumento di 
entropia tale da compensare la diminu¬ 
zione di entropia ottenuta durante la fa¬ 
se di potenza. Szilard rimase alquanto 
vago a proposito della natura e della col- 
locazione dell'aumento di entropia ma, 
negli anni che seguirono la pubblicazio¬ 
ne del suo lavoro, parecchi fisici, e fra 
questi in particolare Léon Brillouin (che 
nel 1956 scrisse un volume sulla scienza 
e la teoria dell'informazione tradotto nel 
1962 in inglese) e Denis Gabor (l'inven¬ 
tore dell'olografia), cercarono di dare 
delle basi alla p>ostulata irreversibilità 
della misurazione. In particolare, tenta¬ 
rono di valutare il costo, in termini di 
energia e di entropia, dell'osservazione 
di una molecola, colpendola con un fa¬ 
scio di luce e osservandone la riflessione. 

Brillouin e Gabor basarono il loro la¬ 
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voro su una teoria che si era sviluppata 
fin dai tempi di Maxwell: la teoria quan¬ 
tistica della radiazione. Secondo la teo¬ 
ria ondulatoria classica della radiazione 
(alla quale Maxwell diede contributi fon¬ 
damentali) l’energia di un raggio di luce 
può essere arbitrariamente piccola. Ma, 
secondo la teoria quantistica, la luce è 
costituita da pacchetti di energia, i foto¬ 
ni. L'energia di un fotone dipende dalla 
sua lunghezza d'onda (legata alla sensa¬ 
zione di colore che esso produce) ed è 
impossibile osservare meno di un singolo 
fotone. Le argomentazioni di Brillouin 
si basavano sul fatto che per osservare 
una molecola questa deve diffondere al¬ 
meno un fotone del fascio di luce usato 
per osserv arla e quando l’energia del fo¬ 
tone viene dissipata in calore si ha un 
aumento di entropia almeno uguale alla 
diminuzione ottenibile dalla macchina di 
Szilard in seguito all’informazione ac¬ 
quisita sulla posizione della molecola 
che ha interagito con la luce. 

perché allora non usare per l'osserva- 
^ zione un fascio di fotoni di energia 
molto bassa? L’idea non funziona per 
un’altra conseguenza, più complessa, 
della teoria quantistica. Questa prevede 
che un recipiente le cui pareti e il cui 
interno siano a temperatura uniforme si 
riempia di un «gas» di fotoni. Le lun¬ 
ghezze d'onda dei fotoni dipendono dal¬ 
la temperatura del recipiente. Questo 
gas di fotoni è responsabile della lumi¬ 
nosità uniforme di colore giallo o aran¬ 
cione che si osserva aH’interno di una 
fornace. (A temperatura ambiente i fo¬ 
toni hanno per lo più energie corrispon¬ 
denti alla zona infrarossa dello spettro e 
quindi non sono visibili.) 

A prima vista, il gas di fotoni sembre¬ 
rebbe un’ottima sorgente di luce per 
mezzo della quale il diavoletto potrebbe 
osservare le molecole, risparmiando così 
il costo entropico di una lampada. Ma 
una conseguenza sorprendente del se¬ 
condo principio, scoperta nel 1859 da 
Gustav Robert Kirchhoff, è che risulta 
impossibile vedere gli oggetti contenuti 
in un recipiente a temperatura uniforme 
usando la radiazione luminosa emessa 
dal recipiente stesso. In effetti, se si os¬ 
serva, per esempio, l’interno di un forno 
nel quale vengono cotti alcuni vasi, 
si vede una luminescenza arancione uni¬ 
forme, quasi completamente priva di 
contrasto, anche se i vasi hanno colo¬ 


ri e superfici completamente diversi. 

Gli oggetti nel forno appaiono come 
se avessero tutti la medesima luminosità 
e tonalità di colore, ma si può verificare 
che non è così illuminandoli daH'esterno 
con un fascio di luce sufficientemente in¬ 
tenso. La ragione per la quale gli oggetti 
nel forno quasi scompaiono è che quelli 
scuri (che riflettono meno la luce) emet¬ 
tono una luce più intensa di quelli chiari 
(più riflettenti): in questo modo, l’inten¬ 
sità totale della luce (emessa e riflessa) 
che proviene da ogni oggetto è sempre 
la stessa. 

Per comprendere perché debba verifi¬ 
carsi questo strano livellamento, suppo¬ 
niamo che esso non avvenga e pensiamo 
a quali potrebbero essere le conseguenze 
per il secondo principio. Immaginiamo 
che due oggetti, per esempio un vaso e 
una pentola, siano posti uno vicino al¬ 
l’altro in un forno a temperatura unifor¬ 
me. Se l'intensità della luce che lascia il 
va.so in direzione della pentola fosse 
maggiore di quella cha va dalla pentola 
al vaso, si avrebbe un flusso di energia 
dal vaso alla pentola. Questa si scalde¬ 
rebbe mentre il primo si raffredderebbe. 

Quindi, senza spendere lavoro, due 
oggetti inizialmente alla stessa tempera¬ 
tura assumerebbero temperature diver¬ 
se, in contraddizione con il secondo 
principio, proprio come se un diavoletto 
di Maxwell si fosse interposto fra di essi. 
Allora, se il secondo principio deve es¬ 
sere valido, gli oggetti in un forno a tem¬ 
peratura uniforme non possono avere 
luminosità superficiali diverse. 

Per vedere gli oggetti contenuti in una 
fornace è quindi indispensabile illumi¬ 
narli daH’estemo, per esempio con una 
lampada il cui filamento sia a tempera¬ 
tura superiore di quella esistente dentro 
il forno. Nella nostra esperienza quoti¬ 
diana una simile sorgente di luce, il Sole, 
ci consente di vedere gli oggetti entro 
contenitori che si trovano tutti a tempe¬ 
ratura ambiente. 

Brillouin, Gabor e altri, armati della 
loro conoscenza delle proprietà del gas 
di fotoni, sostenevano che il diavoletto 
di Maxwell non potesse vedere le mole¬ 
cole da selezionare senza impiegare una 
qualche sorgente di luce. Pertanto con¬ 
cludevano che esso non poteva violare il 
secondo principio. Ogni qual volta il dia¬ 
voletto osserva una molecola, deve dis¬ 
sipare almeno l’energia di un fotone e 
questa energia deve essere superiore a 


La macchina di Szilard, de.S€ritta da Leo Szilard nel 1929, sembra poter convertire il calore 
dell'ambiente in lavoro, violando il secondo princìpio. La macchina (/) è costituita da un cilindro 
con le estremità chiuse da pistoni: è munita dì un setto mobile e di apparecchiature per osservare 
il contenuto del cilindro e memorizzare le osservazioni. Il cilindro contiene una sola molecola. 
.4irinizio del ciclo (2) si abbassa il setto, intrappolando la molecola in una metà del cilindro. Il 
sistema di osservazione determina e memorizza la posizione della molecola (J) e il pistone dalla 
parte opposta viene spinto fino a toccare il setto (4). Il pistone viene spostato senza compiere 
lavoro, dato che si muove nel vuoto. Poi il .setto viene ritirato (5) e la molecola urta il pistone (Il 
gas monomolecolare si «espande»), spingendolo indietro (6). L'energia spesa dalla molecola nel 
compiere lavoro sul pistone è compensata dal calore sottratto all'ambiente. Quando il pistone è 
tornato nella posizione originale (7), la memoria viene cancellata (^) e il ciclo può ricominciare. 
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Il sistema di misurazione che l*autore ha ideato per la macchina di 
Szilard determina in quale metà del cilindro si trovi la molecola senza 
compiere una quantità di lavoro apprezzabile. Nella parte superiore 
deirapparecchio (7) si trova una versione leggermente modificata della 
macchina di Szilard, posta entro un telaio a barchetta. Parte della 
parete del cilindro è stata sostituita con una seconda coppia di pistoni. 
Sotto il telaio è posta una chiave, la cui posizione rispetto a uno spinotto 
indica lo stato della memoria del sistema. AlPinizio della misurazione 
la memoria si trova in uno stato neutro e il setto è stato abbassato 
intrappolando la molecola in una metà del cilindro. Per iniziare la 
misurazione (2) si alza la chiave, in modo che venga liberata dallo 
spinotto e circondi una «pinna» che sporge sotto il telaio. Poi quest'ul¬ 
timo Siene abbassato (J). Il pistone nella metà vuota del cilindro può 
abbassarsi completamente, ma il pistone nell'altra metà non può se¬ 
guirlo, a causa della pressione esercitata dalla molecola. Di coaseguenza 
il telaio si inclina e spinge lateralmente la chiave. Questa viene abbas¬ 
sata nella nuova posizione che ha assunto, fino a corrispondere allo 
spinotto {4) e il telaio viene rialzato (5), recuperando in tal modo 
il lavoro speso nella compressione della molecola quando si è abbassato 
il telaio. La posizione delia chiave indica in quale metà del cilindro 
si trovi la molecola, ma il lavoro compiuto per l'operazione può esse¬ 
re reso piccolo a piacere. Per compiere l'operazione all'indietro è suf¬ 
ficiente capovolgere l'ordine nel quale si succedono le singole fasi. 
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un determinato valore minimo, imposto 
dalla temperatura del gas di fotoni entro 
il quale il diavoletto è immerso. Argo¬ 
menti di questo genere, per quanto non 
rigorosi, sembravano confermare la con¬ 
vinzione espressa da Szilard che Totte- 
nimento di una determinata quantità di 
informazioni richiede sempre la produ¬ 
zione di una corrispondente quantità di 
entropia. 

TI successivo importante passo verso 
^ Tesorcismo del diavoletto è stato un 
risultato collaterale delle ricerche con¬ 
dotte da Rolf Landauer della IBM sulla 
termodinamica delPelaborazione di da¬ 
ti. Alcune operazioni di elaborazione, 
come la copiatura di dati da un sistema 
di memoria a un altro, sono analoghe a 
una misurazione, in quanto un sistema 
acquisisce conoscenze sullo stato di un 
altro. Di conseguenza, negli anni cin¬ 
quanta, si conveniva che le operazioni di 
elaborazione fossero intrinsecamente ir¬ 
reversibili (nel significato termodinami¬ 
co della parola), proprio come Szilard 
aveva sostenuto per le misurazioni. Si 
riteneva quindi che qualsiasi operazione 
su dati richiedesse la produzione e la ri¬ 
mozione di almeno Tequivalente di un 
bit di calore per ogni bit di dati elabora¬ 
to. Si tratta di una quantità di calore 
estremamente piccola, grosso modo un 
decimo di miliardesimo del calore effet¬ 
tivamente prodotto dai circuiti elettroni¬ 
ci esistenti. 

Intorno al 1960 Landauer esaminò il 
problema più a fondo e stabilì che alcune 
operazioni hanno in effetti un costo 
energetico, mentre altre, fra le quali, in 
determinate situazioni, la copiatura di 
dati, sono libere da restrizioni termodi¬ 
namiche fondamentali (si veda l’artico¬ 
lo / limiti fisici fondamentali del calcolo 
di Charles H. Bennett e Rolf Landauer 
in «Le Scienze» n. 205, settembre 1985). 

La dimostrazione di Landauer parte 
dalla premessa che stati logici diversi di 
un calcolatore devono essere rappresen¬ 
tati da stati fisici diversi del suo hard¬ 
ware. Per esempio, ogni stato possibile 
della memoria di un calcolatore deve es¬ 
sere rappresentato da un insieme distin¬ 
to di correnti, tensioni, campi e così via. 

Supponiamo che un registro di memo¬ 
ria di n bit venga cancellato, cioè il valo¬ 
re di ogni sua locazione venga posto 
uguale a zero, indipendentemente da 
quello che aveva inizialmente. Prima 
della cancellazione, il registro nel suo in¬ 
sieme poteva essere in uno qualsiasi dei 
suoi 2" stati possibili. Dopo l’operazione 
esso può essere in un solo stato. L’ope¬ 
razione ha quindi compresso in uno solo 
molti stati possibili, a somiglianza di un 
pistone che comprime un gas. 

In base alla premessa di Landauer, per 
comprimere lo stato logico di un calco¬ 
latore si deve anche comprimere il suo 
stato fisico. Occorre quindi diminuire 
l’entropia dello hardware. Questa dimi¬ 
nuzione di entropia, per il secondo prin¬ 
cipio, non può venire effettuata senza un 


aumento almeno identico dell’entropia 
dell’ambiente del calcolatore. Quindi 
non è possibile azzerare un registro di 
memoria senza produrre calore e au¬ 
mentare l'entropia dell’ambiente: si trat¬ 
ta di un’operazione termodinamicamen¬ 
te irreversibile. 

Landauer identificò varie altre o|:^ra- 
zioni termodinamicamente irreversibili. 
Tutte queste operazioni hanno in comu¬ 
ne il fatto di scartare informazioni con¬ 
cernenti lo stato precedente del calcola¬ 
tore. Landauer chiama tali operazioni 
«logicamente irreversibili». 

La rilevanza di queste idee nel proble¬ 
ma della misurazione, implicita nel lavo¬ 
ro di Landauer stesso e nei modelli re¬ 
versibili di elaborazione sviluppati nel 
corso degli anni settanta da Edward 
Fredkin del MIT, da me e da altri, di¬ 
venne chiara nel 1982, in seguito alla mia 
proposta di utilizzarle per dare una ri¬ 
sposta definitiva al problema del diavo¬ 
letto di Maxwell. 

Consideriamo il ciclo della macchina 
di Szilard. L’ultima fase, durante la qua¬ 
le la memoria della macchina viene ri¬ 
portata alla condizione neutra, è logica¬ 
mente irreversibile, in quanto comprime 
due stati possibili («la molecola è a sini¬ 
stra» e «la molecola è a destra») in uno 
solo («la posizione della molecola non è 
ancora stata determinata»). Quindi la 
macchina non può azzerare la sua me¬ 
moria senza far salire l’entropia dell’am¬ 
biente di almeno un bit. Questo fa sì che 
tutto il lavoro ottenuto durante la fase di 
potenza venga riconvertito in calore. 

E la fase di misurazione? Ha anch’essa 
un costo energetico? In un tal caso la 
macchina aumenterebbe per due volte 
l’entropia dell’universo, una volta deter¬ 
minando la posizione della molecola e 
una volta azzerando la memoria dopo la 
fase di potenza. In realtà non è necessa¬ 
rio che la misurazione sia termodinami¬ 
camente dispendiosa. Vi sono altri modi 
per osservare la posizione di una mole¬ 
cola oltre a quello di colpirla con dei fo¬ 
toni. Per provare tale possibilità ho idea¬ 
to un dispositivo di misura reversibile, 
che determina e memorizza la posizione 
di una molecola senza seguire un percor¬ 
so irreversibile. 

Abbiamo quindi stabilito perché il dia- 
voletto non può violare il secondo 
principio: per osservare una molecola 
deve prima dimenticare i risultati delle 
osservazioni precedenti. Dimenticare i 
risultati, ovvero scartare informazioni, 
ha un costo energetico. 

Ovviamente, se il diavoletto avesse 
una memoria molto grande potrebbe ri¬ 
cordare i risultati di tutte le sue osserva¬ 
zioni. Non avremmo allora alcun proces¬ 
so logicamente irreversibile e la macchi¬ 
na potrebbe convertire in lavoro, a ogni 
ciclo, l’equivalente di un bit di calore. 
Ma in questo caso il ciclo non è più un 
ciclo: ogni volta la memoria, inizialmen¬ 
te azzerata, acquisterebbe un altro bit di 
informazione casuale. La corretta inter¬ 


pretazione termodinamica di questo fat¬ 
to può essere espressa dicendo che la 
macchina aumenta l’entropia della pro¬ 
pria memoria per diminuire quella del¬ 
l’ambiente. 

L’attribuzione dell’aumento di entro¬ 
pia alla fase di azzeramento della memo¬ 
ria anziché a quella di misurazione può 
sembrare una formalità contabile, dato 
che il ciclo completo della macchina di 
Szilard li comprende entrambi, ma è 
possibile evitare parecchia confusione se 
si fa una distinzione chiara fra l’acquisi¬ 
zione di nuove informazioni e la distru¬ 
zione di quelle vecchie. Non sappiamo 
se tale confusione esistesse nella mente 
di Szilard. Nella maggior parte della sua 
trattazione afferma che la fase irreversi¬ 
bile è quella della misurazione ma, a un 
certo punto, fa il bilancio dei cambia¬ 
menti di entropia durante il ciclo e trova, 
senza fare alcun commento esplicito, 
che l’aumento di entropia si verifica du¬ 
rante l’azzeramento della memoria. 

Se quanti si sono occupati in seguito 
dell’argomento avessero proseguito nel¬ 
la direzione indicata da questo aspetto 
dello scritto di Szilard, avrebbero rag¬ 
giunto le nostre stesse conclusioni di og¬ 
gi. Il fatto che ciò non sia accaduto è 
un’ironia della storia della scienza: lo 
sviluppo di un settore della fisica (la teo¬ 
ria quantistica della radiazione) ha ritar¬ 
dato in modo palese il progresso in un 
altro settore (la termodinamica). Un 
aspetto della meccanica quantistica che 
ha rafforzato l’idea che occorra pagare 
un prezzo per acquisire informazioni è il 
principio di indeterminazione, secondo 
il quale alcune misure non possono ve¬ 
nire eseguite con una precisione grande 
a piacere. Per quanto il principio di in¬ 
determinazione suoni simile all’ipotesi 
di Szilard che stabilisce un costo entro¬ 
pico irriducibile per le misurazioni, i 
due postulati sono in realtà compieta- 
mente diversi. L’ipotesi di Szilard ri¬ 
guarda il costo energetico di una misu¬ 
razione, mentre il principio di indeter¬ 
minazione riguarda la stessa possibilità 
di eseguirla, indipendentemente dal suo 
costo. 

Un’altra fonte di confusione è il fatto 
che generalmente non si pensa all’infor¬ 
mazione come a un inconveniente. Si pa¬ 
ga per avere un giornale, non per farselo 
portare via. Intuitivamente, la registra¬ 
zione da parte del diavoletto degli eventi 
passati viene considerata come qualcosa 
che ha valore (o che, al massimo, è inu¬ 
tile). Ma il «giornale di ieri» del diavo¬ 
letto (il risultato di una misurazione pre¬ 
cedente) occupa spazio prezioso e il co¬ 
sto del suo svuotamento uguaglia il be¬ 
neficio che il diavoletto ha ricevuto dal 
giornale, quando era nuovo. Forse la 
crescente coscienza dell’inquinamento 
ambientale e l’esplosione di informazio¬ 
ni generata dai calcolatori hanno fatto in 
modo che oggi paia più naturale di quan¬ 
to non fosse nei primi decenni del secolo 
l’idea che l’informazione possa avere un 
«valore» negativo. 
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1. Determinismo e predicibilità 

Autore 

David Ruelle è docente di fisica teorica presso l’Institut des 
Hautes Études Scientifiques a Bures sur Yvette. Nato in Bel¬ 
gio, ha compiuto gli studi a Bruxelles e a Zurigo; dopo aver 
conseguito la laurea nel 1960 ha lavorato a più riprese all’In- 
stitute for Advanced Studies di Princeton. Ha ottenuto l’attua¬ 
le incarico nel 1964. Da diversi anni si occupa in particolar 
modo dello studio matematico dei sistemi dinamici e dei loro 
rapporti con la fisica. Insieme a Floris Takens, Ruelle è stato 
lo scopritore delle strutture matematiche denominate «attrat¬ 
tori strani», che hanno assunto una considerevole importanza 
nella teoria della turbolenza. 

Bibliografia 
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2. Il caos 

Autori 

James P. Crutchfield, J. Doyne Farmer, Norman H. Pack¬ 
ard e Robert S. Shaw hanno cominciato a collaborare nello 
studio dei sistemi caotici, fondando il Dynamical Systems Còl- 
lective, mentre si stavano preparando alia laurea in fisica pres¬ 
so l’Università della California a Santa Cruz. Crutchfield, com¬ 
pletati gli studi a Santa Cruz, svolge attualmente lavoro di 
ricerca aH’Università della California a Berkeley. Farmer, di¬ 
plomatosi in fisica alla Stanford University nel 1973, si è lau¬ 
reato a Santa Cruz nel 1981. Attualmente lavora al Los Alamos 
National Laboratory, dove si trova dal 1982. Packard ha con¬ 
seguito la laurea a Santa Cruz nel 1982 e, prima di passare 
aU’attuale incarico, ha svolto lavoro di ricerca presso l’Institut 
des Hautes Études Scientifiques e l’Institute for Advanced 
Studies di Princeton. Oggi lavora all’Università deH’Illinóis a 
Urbana-Champaign nel Dipartimento di fisica e presso il cen¬ 


tro di ricerca sui calcolatori. Shaw, diplomatosi allo Harvard 
College nel 1972, si è laureato-nel 1980 a Santa Cruz; oltre che 
scienziato, è anche un ottimo pianista con predilezione per la 
musica classica e le improvvisazioni. 

Bibliografia 
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Doyne e Shaw Robert S., Geometry from a Time Series in 
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3. Determinismo e caos 

Autore 

Vincent Croquette, all’epoca della stesura di questo artico¬ 
lo, stava preparando la tesi di dottorato presso il Commissariat 
à l’Énergie Atomique de l’Orme des Merisiers, a Gif-sur-Yvet- 
te. Le sue ricerche in quel periodo riguardavano l’origine della 
turbolenza in un fluido sottoposto a convezione del tipo 
Rayleigh-Bénard. Spinto da un profondo interesse per l’espe¬ 
rimento, ama ideare sistemi nella pratica, sia nel campo della 
strumentazione sia in quello della fisica. Diplomato pres¬ 
so l’École Supérieure de Physique et Chimie Industrielles 
(ESPCI) di Parigi, Croquette è anche appassionato di vela, 
volo a vela e fotografia. 
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4. Il moto browniano da Einstein a oggi 

Autore 

Bernard H. Lavanda è professore di chimica fisica presso 
l’Università di Camerino. Si è diplomato in chimica alla Clark 
University nel 1966 e laureato in chimica fisica al Weizmann 
Institute, in Israele, nel 1967 e all’Université Libre di Bruxelles 
nel 1970. Nel 1972 si è trasferito in Italia dove è stato docente 
di chimica statistica presso l’Università di Pisa e dal 1975 al 
1980 ha insegnato in numerosi corsi di fisica presso la Facoltà 
di scienze dell’Università di Napoli. Il suo interesse è centrato 
su problematiche fondamentali della termodinamica dei pro¬ 
cessi irreversibili. È autore del libro Termodinamica dei pro¬ 
cessi irreversibili e coautore del testo Introduzione alla fisica 
atomica e statistica, pubblicati dall’editore Liguori di Napoli. 
Dal 1972 mantiene una attiva collaborazione scientifica e di¬ 
dattica con la società TEMA del gruppo ENI, applicando la 
termodinamica statistica del non-equilibrio a processi di inte¬ 
resse industriale. 
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matica! Physics», 23, dicembre 1982. 


5. La freccia del tempo 

Autore 

David Layzer è professore di astronomia alla Harvard Uni¬ 
versity, dove si è diplomato in matematica nel 194T;e si è 
laureato in astrofisica teorica nel 1950. Dopo un periodo de¬ 
dicato a studi di fisica atomica teorica si è occupato soprattutto 
di problemi di cosmologia. Attualmente si interessa del ma¬ 
gnetismo solare, come pure dei problemi riguardanti l’origine 
dei sistemi astronomici. 
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Landsberg P. T. (a cura), Proceedings of thè International 
Conference on Thermodynamics, Cardiff (UK), 1-4 aprile 
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Layzer D., Cosmology and thè Arrow of Time in Vistas in 
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Davies P. C. W., Physics of Time Asymmetry, University of 
California Press, 1974. 

Layzer D., Galaxy Clustering: Its Description and Interpre- 
tation in Stars and Stellar Systems: Voi. IX, University of Chi¬ 
cago Press, 1976. 


6. Attrattori strani: enti fra ordine e caos 

Autore 

Douglas R. Hofstadter ha insegnato per diversi anni al Di¬ 
partimento di scienza dei calcolatori della Indiana University 
e attualmente è docente presso il Dipartimento di psicologia 
dell’Università del Michigan ad Ann Arbor. È autore di diver¬ 
se opere tradotte in italiano: Vio della mente (Adelphi, Mila¬ 
no, 1985), scritto in collaborazione con il filosofo Daniel C. 
Dennett, Ambigrammi (Hopeful Monster, Firenze, 1986) e 
Godei, Escher, Bach: un'eterna ghirlanda brillante {AùcXphi, 
Milano, 1990). Ha curato inoltre la rubrica Temi metamagici, 
pubblicata in «Le Scienze» dal 1981 al 1983. 

Bibliografia 

Collet Pierre ed Eckmann Jean-Pierre, Iterated Maps on thè 
Interval as DynamicalSystems, Birkhauser Boston, Ine., 1980. 

Feigenbaum Mitchell J., Universal Behavior in Nonlinear 
Systems in «Los Alamos Science», estate 1980. 


7. Alla scoperta 

delle strane attrattive del caos 

Autore 

A. K. Dewdney è professore associato di scienza dei calco¬ 
latori alla University of Western Ontario. I suoi interessi pro¬ 
fessionali riguardano soprattutto la matematica del discreto e 
la teoria della computazione. È autore di The Pianiverse: Com¬ 
puter Contact with a Two-dimensional World, pubblicato nel 

1984 dalla Poseidon Press, e di una raccolta di saggi su vari 
temi di scienza del calcolatore, The Turing Omnibus, edita nel 

1985 dalla Computer Science Press. Dal 1984 cura in «Le Scien¬ 
ze» la rubrica (Ri)creazioni al calcolatore. 

Bibliografia 

Hughes Gordon, Hénon Mapping with Pascal in «Byte», 11, 
n. 13, dicembre 1986. 


8. Il linguaggio dei frattali 

Autori 

Hartmut Jùrgens, Heinz-Otto Peitgen e Dietmar Saupe col- 
laborano nello studio della matematica di sistemi dinamici 
complessi, dei frattali e della grafica al calcolatore presso l’I¬ 
stituto per i sistemi dinamici deH’Università di Brema e hanno 
fondato un laboratorio di matematica sperimentale in seno 
all’istituto stesso. Peitgen si è laureato in matematica all’Uni¬ 
versità di Bonn nel 1973. Ha l’incarico di docente di matema¬ 
tica aU’Università di Brema ed è anche visitingprofessor 
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rUniversità della California a Santa Cruz. Le sue ricerche si 
sono concentrate in particolare suU’analisi non lineare e sulle 
equazioni differenziali, sui metodi numerici, sui sistemi dina¬ 
mici e sui frattali. Saupe e Jùrgens hanno conseguito la laurea 
in matematica presso TUniversità di Brema rispettivamente 
nel 1982 e 1983. Saupe è assistente di matematica, mentre 
Jùrgens è direttore del laboratorio fondato dal gruppo. 

Bibliografia 

Mandelbrot B. B., The Fraetal Geometry of Nature, W. H. 
Freeman & Co., 1982. 

Peitgen H. O. e Richter P., La bellezza dei frattali. Bollati 
Boringhieri, Torino, 1987. 

Barnsley M., Fractals Everywhere, Academic Press, Ine., 
1988. 
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Springer-Verlag, 1988. 
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Mandelbrot (video), W. H. Freeman & Co., 1990. 


9. L’accrescimento dei frattali 

Autore 

Léonard M. Sander è professore di fisica alPUniversità del 
Michigan. Svolge esperimenti nel campo della teoria dello sta¬ 
to solido e della fisica statistica. Si è diplomato alla Washington 
University a St. Louis e nel 1969 ha conseguito la laurea in 
fisica presso l’Università della California a Berkeley. Ha tra¬ 
scorso un anno come borsista all’Università della California a 
San Diego prima di trasferirsi all’Università del Michigan. 
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Witten T. A. e Cates M. E., Tenuous Structures from Di¬ 
sor derly Growth Processes in «Science», 232, n. 4758, 27 giu¬ 
gno 1986. 


10. Caos e frattali in fìsìologìa umana 

Autori 

Ary L. Goldberger, David R. Rigney e Bruce J. West col- 
laborano nello studio della dinamica non lineare in fisiologia 
umana. Goldberger è assistente di medicina presso la Harvard 
Medicai School e condirettore degli Electrocardiography and 
Arrhythmia Laboratories al Beth Israel Hospital di Boston. 
Rigney è assistente di medicina a Harvard e ricercatore al 
Massachusetts Institute of Technology. West è professore di 
fisica e preside del Dipartimento di fisica della University of 
North Texas. 
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11. I frattali e le lìnee suturali 
delle ammoniti 

Autore 

Giuseppe Damiani è attualmente ricercatore distaccato 
presso l’Istituto per la difesa e la valorizzazione del;germopla- 
sma animale del CNR a Milano. Nel 1976,1977 e 1979 è stato 
uno dei vincitori del Concorso europeo Philips per giovani 
inventori e ricercatori. Dal 1979 lavora presso il Dipartimento 
di genetica e microbiologia deH’Università di Pavia dove si 
occupa di ricerche nel campo della biologia molecolare. Presso 
questa stessa università si è laureato in scienze biolo^che nel 
1981 e ha vinto una borsa di studio triennale per la frequenza 
alla Scuola di perfezionamento in genetica, della quale ha con¬ 
seguito il diploma nel 1984. . : . .r V . 
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12. Monti frattali, piante graftalì 
e grafica al calcolatore 

Autore 

A. K,Dcv/dnQy {si veda la nota biografica deir articolo n. 7), 
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13. Bellezza e profondità: 

insiemi di Mandelbrot e di Julia 

Autore 

A. K. Dewdney {si veda la nota biografica dell’articolo n. 7). 
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14. La convezione 

Autori 

Manuel G. Velarde e Christiane Normand collaborano a 
Studi sull’argomento di questo articolo da quando, nel 1974, 
lavoravano insieme nella divisione di fisica teorica del Centre 
d’Études Nucléaires di Saclay, in Francia. Ora Velarde è pro¬ 
fessore di meccanica statistica e direttore del Dipartimento di 
fìsica dei fluidi alPUniversità autonoma di Madrid. Laureatosi 
a Madrid nel 1968 e a Bruxelles nel 1970, Velarde ha lavorato 
a lungo in vari laboratori di ricerca in Francia, Norvegia, Bel¬ 
gio e Inghilterra. La Normand lavora ancora per il Commis- 
sariat à l’Énergie Atomique a Saclay, dove si era recata nel 
1973 con una borsa di studio subito dopo essersi diplomata in 
fìsica dei plasmi presso TUniversità di Parigi-Sud. Dal 1976 è 
ricercatrice associata del Consiglio nazionale delle ricerche 
francese (CNRS). 
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15. Come nasce la turbolenza 

Autori 

Christian Vidal e Jean-Claude Roux lavorano insieme da 
parecchi anni in un laboratorio del CNRS, il Centre de Re- 
cherche Paul Pascal. Professore aH’Università di Bordeaux I, 


Vidal ha iniziato a interessarsi alle reazioni chimiche oscillanti 
durante un soggiorno presso il laboratorio di Ilya Prigogine a 
Bruxelles. Roux è assistente all’Università di Bordeaux; dopo 
aver svolto la tesi sulle reazioni chimiche degli alcoli sottoposti 
a irradiazione, è entrato a far parte del gruppo di ricerca che 
studia queste reazioni presso il Centre de Recherche Paul Pa¬ 
scal. In questo campo, il contributo del gruppo degli autori è 
consistito soprattutto nell’identificazione e nella misurazione 
di specie chimiche intermedie, oltre che nella determinazione 
degli effetti dell’agitazione e del trasporto di calore. Le appa¬ 
recchiature e i metodi messi a punto in questo lavoro hanno 
consentito di ottenere per la prima volta risultati sperimentali 
quantitativi sulla turbolenza chimica. 
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16. Il mescolamento dei fluidi 

Autore 

Julio M. Ottino è professore di ingegneria chimica e profes¬ 
sore aggregato di scienza e tecnologia dei polimeri presso l’U¬ 
niversità del Massachusetts ad Amherst. Ha compiuto gli studi 
all’Università nazionale di La Piata, in Argentina, e all’Uni¬ 
versità del Minnesota, dove si è laureato nel 1979. Le sue 
esperienze nel mescolamento di materiali colorati non si limi¬ 
tano al laboratorio; è infatti appassionato di pittura e ha re¬ 
centemente esposto i suoi quadri in una mostra personale in 
Argentina. Ottino ha recentemente completato il libro The 
Kinematics of Mixing: Stretching, Chaos, and Transport che 
verrà pubblicato dalla Cambridge University Press. 
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17.1 vetri di spin 

e lo studio dei mezzi disordiuati 

Autori 

J. Hammann e M. Ocio hanno iniziato la loro carriera scien¬ 
tifica rispettivamente presso il Servizio di fisica dei solidi del 
Centre d’Études Nucléaires di Saclay nel 1964 e presso il Com- 
missariat à l’Énergie Atomique nel 1966. Hammann ha studia¬ 
to fra l’altro le strutture magnetiche indotte a bassissima tem¬ 
peratura, in taluni solidi, dalle interazioni di dipolo utilizzando 
tecniche di diffrazione neutronica. È anche animatore di un 
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gruppo di ricerca sulle proprietà magnetiche della materia con¬ 
densata. Il crescente interesse suscitato dallo studio dei mezzi 
disordinati lo ha condotto a occuparsi da vicino, a partire dal 
1981, delle proprietà dei vetri di spin. Ocio ha effettuato i suoi 
primi lavori nel campo dei semiconduttori a piccola banda 
proibita. Nel 1974 è entrato a far parte del Servizio di fisica dei 
solidi deirinstitut de Recherche Fondamentale del CEA, dove 
si occupa delle proprietà magnetiche della materia condensata 
a temperature ultrabasse. La sua esperienza nel campo della 
magnetometria fine lo ha condotto, in collaborazione con H. 
Bouchiat e P. Monod delFUniversità di Orsay, a mettere a 
punto il primo esperimento mai compiuto di rilevamento del 
rumore magnetico spontaneo emesso da composti magnetici. 
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18. «Vetri di spin» 

Autore 

Daniel L. Stein è professore associato di fisica alFUniversità 
deir Arizona. Ha compiuto gli studi superiori alla Brown Uni¬ 
versity e successivamente alla Princeton University, presso la 
quale si è laureato nel 1979. È stato il primo direttore della 
Summer School on Complex S 3 ^tems di Santa Fe (New 
Mexico) nel 1988. Gli argomenti di cui si è occupato nelle sue 
ricerche comprendono la complessità nel calcolo, i vetri di 
spin, i vetri strutturali e la biofisica. 
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Mézard M., Parisi G. e Virasoro M. A., Spin Glass Theory 
and Beyond, World Scientific Publications, Singapore, 1986. 
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19. Reazioni chimiche oscillanti 

Autori 

Irving R. Epstein, Kenneth Kustin, Patrick De Kepper e 
Miklós Orbàn sono chimici. Epstein è docente di chimica alla 
Brandeis University. Si è diplomato allo Harvard College e 
laureato alla Harvard University; è alla Brandeis dal 1971. Nel 
1977 e 1978 è stato borsista della National Science Foundation 
al Max Planck Institut fiir Biophysikalische Chemie di Gòttin- 
gen. Anche Kustin, che si è diplomato al Queens College nel 
1955 e si è laureato in chimica inorganica aH’Università del 
Minnesota, è docente di chimica alla Brandeis University. Do¬ 
po essere stato borsista dell’US Public Health Service presso 
il Max Planck Institut fiir Physikalische Chemie di Berlino, si 
è trasferito alla Brandeis University nel 1961, e dal 1974 al 1977 
è stato direttore del Dipartimento di chimica. De Kepper è 
direttore delle ricerche in ingegneria chimica al Centre de Re¬ 


cherche Paul Pascal del CNRS. Ha studiato alFUniversità di 
Bordeaux I, laureandosi in ingegneria chimica nel 1978, per 
passare poi, nello stesso anno, al CNRS. Orbàn è nato in 
Ungheria e si è laureato alFUniversità Eòtvòs di Budapest, 
dove insegna dal 1962. Attualmente è professore associato di 
chimica. 
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mic Press, New York, 1973. 
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Reviews», 73, n. 4, agosto 1973. 
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20. Caos quantistico? 

Autore . v. ^ , 

Questo pezzo è stato scritto dalla redazione di «Scientific 
American». 


21. La casualità in aritmetica 

Autore 

Gregory J. Chaitin fa parte del Thomas J. Watson Research 
Center dellTBM a Yorktown Heights, New York. È il princi¬ 
pale ideatore della teoria algoritmica deirinformazione e ha 
pubblicato due libri nei quali sono applicati i principi di questa 
teoria per chiarire la natura dellacasualità e le limitazioni della 
matematica. È autore dell’articolo Casualità e dimostrazione 
matematica, pubblicato in «Le Scienze» n. 85, settembre 1975. 
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22. Diavoletti, macchine 
e il secondo principio 

Autore 

Charles H. Bennett fa parte del gruppo di ricercatori ope¬ 
ranti prèsso il Thomas J. Watson Research Center della IBM 
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Corporation a Yorktown Heights. Si è laureato in chimica 
fìsica presso la Harvard University nel 1970 e ha poi lavorato 
per due anni all’Argonne National Laboratory: si è trasferito 
all’IBM nel 1972. Nelle sue ricerche si è interessato alla teoria 
matematica della casualità e alle relazioni fra meccanica stati¬ 
stica e teoria del calcolo. Bennett è coautore deirarticolo / 
limiti fisici fondamentali del calcolo^ pubblicato in «Le Scienze» 
n. 205, settembre 1985. 
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Szilard Leo, On thè Decreàse of Entropy in a Thermo- 
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Quantum Theory and Measurement, a cura di John Archibald 
Wheeler e Wojciech Hubert Zurek, Princeton University 
Press, 1983. 
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